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第一章一元函数极限 


导读极限是考研热点问題，适合多类读者. 

内容提要极限论是数学分析的基础.极限问题是数学分析 
中困难问题之一 •中心问题有两个 :一是 证明极限存在，二是求极 
限的值.两问题有密切关系 ：若求 出了极限的值，自然极限的存在 
性也被证明•反之，证明了存在性，常常也就为计算极限铺平了 
道路. 

讲述极限论，通常先讲序列极限，然后讲函数极限.两类极限， 
有平行的理论，类似的方法，彼此有着深刻的内在联系.这些读者 
已很熟悉•这里，我们希望在技巧和难度上，以较高的水准来综合 
讨论极限的两大问题. 

§1.1 函数 

函数（映射）的概念大家已十分熟悉，这里只讲几点值得注意 
的问题. 

* 一、关于反函败 

r 设 x 、 y 为给定集合，所谓厂 1 是函数 y 的反函数， 
意指:厂 1 的定义域为 / U ), 且 Vx 6 X , 有广 （/( x )) = x .即复 
合函数 /( X ) — X 是 X 上的恒等变换•此时/也是 
r 1 的反函数.故 


(厂 


( A ) 



这表明 Vy 6 有 /( 厂 VyD ' y ,/。/— 1 是 y 上的恒等变换 • 

2°若函数 /: X — Y ， g : y — 2都是双射（既是单射又是满射) 
[注••单射指由可推出 /( hh/UaM Va ^ arAX )^ 
射指 ： V ： y 6 /，己^^叉使得八:^”丄又厂^尽^分别是/』 
的反函数，则厂必是 g 。/ 的反函数.即 

(g°f)' l ^r } °g'^ (B) 

事实上， V : r € X ， 由 z = #(/( x )) 可得 
^心)'= ^(y/U))) = /U), 进而有 r l (g' l (z)) = 
厂 1 (/ U )) = o :. 故厂是 g 。/ 的反函数. 

严格单调的满射，必有反函数.且/严增时， r 1 也严增.严减 
亦然. 

例 1.1.1 设 /: R — R 严增，厂 1 是其反函数， 4 是 /( x ) + x 
: a 的根，: r 2 是 /MUh = 的根•试求 a 、+ x 2 的值. 

解因 /UJ + a =心厂1。 / 是恒等变换，知 /(>2：1) + 
r l [/( A )] = a •此即表明 /( A ) 是方程 /- , ( J ;) + x = a 的根. 
但由于/严增，可 知厂 1 (1) + 1 也严增，方程 /—(oO + a ^ a 有 
根必唯一••故 /(. rjri ” 因而 A + x 2 = J ：, + f ( x { ) = a . 

注讨沦反函数，与所讨论的范围有密切关系.例 f ( x ) = 

A ， 贫 = or 2 ，当用它们定义函数 / : R — R , g : R — R 时，则/不是满 
射， g 不是单射•但作为函数/:[0, +⑺）— [0, 十 °°), g :[0, + oo ) 
4[0, + oo ) 二者都是双射，且互为反函数. 

二、奇函数、偶函数（设/为有限正数或 + CO ) 

#• 

(-/，/)上定义的函数/为偶函数 ，指： 

VxG (-/，/)有 /(- x )=/( x ). 

g 为奇函数 ，指: 

Vz 6(_/， Z ) 有 g (- x )= - g ( X ).-. 

例 1.1.2 若/是（-上的奇函数，并且有反函数厂1， 



则厂 1 也是奇函数. 

证因 VxG (-/，/)有 f (厂'(- x))= 一 X ,于是 
X - - /(厂 1 (一： r ))=/( 一厂 \ 一工））， 

r [ u )= r l ( f (- r l (- x )))= - ru . 

即表明 / _1 u ) 是奇 函数. 

例 1. 1.3 若厂 1 为/的反函数， J =厂穴一工）是： V = 
/(-幻的反函数，试证 / U ) 是奇函数 • 

证 I :^厂穴-:^实为厂 1 与的复合函数•即 
/ l ( r x) = /' l (g(x)) = (/ l °g)(x), ⑴ 

同理 f(-x) = f(g(x)) = (fog)(x). ( 2 ) 

按题设条件， r ^ g 与/。只互为反函数，因此 

= (3) 

( 2 ) ( 3 ) 

即 V « r €(-/,/) 有 /(-: r )— K / ogMx)— *(〆 °/)( x ) = 

- /(工）. 

所以/是奇函数. 

证 n 由： y :/- 1 (- I )可得/(》）=一 I ,即 一 /( /•这 
表明，像点>=厂 1 (-0：)找出它的原像是工=- /(： y ). 即 ： v = 
-/( x ) 是 j = -工）的反函数•但题中告诉我们 3 ；= 

厂 Y - a ) 是 y = /(- x ) 的反函数，故应有 /(- x )= 一 / U ), 
Vo :€(-/， Z )，/ 是奇 函数. 

证 I 已知:^厂、-^:)是 ： y = /( - x ) 的反函数，表明 ：y = 
/( 一 x) ㈡ *r = 厂 •因此 VxeR 有 /( x ^/ Xr 1 (-: y )) 二 

- ： y = -/(-1).所以/为奇函数. 

注用类似方法也可先证明厂 Ux ) 是奇函数，然后利用例 
1.1.2 的结果，推知 /U) 是奇函数 •. . 

☆例 1.1.4 试证： 任一对称区间（-/，/)上的任一函数 
/ U ), 总可以表成一偶函数 HU ) 与一奇函数 GU ) 的和，而且此 
种表示法是唯一的.（合肥工业大学） 



分析假设已找到如此的奇、偶函数 G ( o :)、 H ( a :)， 使得 
/(0：)=出0：)十0(：1：),用- < 2：替代其中的：1：，有 

如此我们看到，不仅 /( x ) 是它们的和，而且 /( - * r ) 是它们的差. 
算术中的和差问题 ：（ 和+差 ）+ 2 = 大数 ，（ 和-差 ）+2 = 小数.可 
知 

Co 

GU) = /(4: 2 /( -工) . (2) 

这就证明了， HU )、(； U ) 若存在必唯一•反之用以上（1)、（2)两 
式定义出来的 H ( x )、 G (* r )， 显然符合全部条件，所以存在性成 
立， /(: r ) = mx ) + G ( a ：). 、 


三、周期函数 


所谓 /( x ) 是 R 上定义的周期函数，指存在实数 T , 使得 V«r 
€11，有/(1十：0 = /(工）.这时： T 称为/的周期•显然此时了的 
任意整倍数 m ： T 亦为/的周期•若已知 1\、7\为 /的周期，则 
T ,± T 2 也必为/的周期. 

是否任何周期函数一定存在最小正周期，当然不是，如常数函 
数•除常数之外呢？也不是•如在无理点上取值0,有理点上取值1 


的 Dirichlet 函数 D (« r ), 显然对每个自然数都是 DU ) 的 
正周期，无最小正周期. 

在下章例 2.1.10 中我们将 证明： 连续的周期函数必有最小正 
周期•下面看一个求周期的问题. 

例 1.1.5 设 /( x ) 是 R 上的有界实函数，且 


f ( x+1 ^) +fU)= f(^ 

试求出/的较小的正周期. 



( V x6R). 



解已知 /( 工十 I )一 /( 工) = /卜+砮)一/(工十+)，记 

F ( J ： ) 三 /( x + + 卜/(工>，记： + , 上式即为 F ( x ^ T ) = 
F(x) (VxGR )， 故 了为 F 的周期•由此 

H-l 

f(x + mT) = 2 F(:c + iT) + /(x) 

« = o 

= nF ( x ) + /( x ) ( V n ^ N + ). 

若 FU )\0 ，令 ”—+00可知/(0：+”了)—±00,与/有界矛盾. 
因此 V * r€R 应有 F ( i ) = 0, 即 /( x + T ) = /( x ) ( Vo ： eR ) •故 

: T = + 是 / 的一个正 周期. 

类似可证1=+也是/的正周期.从而+- + = 士也是/ 

的正周期.可见^是较小的正周期. 

读者能否找出更小的正周期？感兴趣的读者可作进一步的讨 
论 • 

• 例 1.1.6 设了是/的最小正周期 ，: y = /^ U ) 是/在 
(0,了)部分的反函数.试求/在（-7\0)部分的反函数. 

解 V^€ (- : T,0)( 目标.•要 用工 的像点 y 表示 o：), 则 z + 

:^(0,了），/(工）=/(0： + ：0=^(像点已找到），因厂穴工）是/ 
在 (0, T ) 上的反函数，所以厂 ！（： y ) = : r + 丁•即 x 二厂 l ( y)-T 
(目标已达到）•可 见: ys /^ U ) -了是 / U ) 在（- T ,0) 部分的反 
函数. 

注类似可证 •• V 整数 m ,/ 在 （7/2,；72 + 了）部分的反函数为 
y = / M ( x ) ^ mT . 

☆四、几个常用的不等式 - 

不等式是数李分析中的重要问题之一，今后还要进行专题讨 



论.这里先讲几个最常用的不等式（以下几章经常要用 到）. 

☆例 1.1.7 (平均值不等式）任意 n 个非负实数的几何平 
均值小于或等于它们的算术平均值.即 (i = l ，2, …， n ) 

恒有 


7a 


a n < 


a x + a 2 + ••• + 义 


⑴ 


且其中的等号当且仅当心=心=〜= 、时成 立. 

该定理有许多巧妙的证明方法.这里釆用反向归纳法. 

证 V [证明命题对一切 《=2 *U = 1，2, …）成立].首先有 


=, 


^十 a 2 






( 2 ) 


(等号当且仅当 A =七时成立）. 


其次 


= 


(利用 (2)) 


( a, +a 2 )+ /a 3 a 4 \ 

(利用 (2)) <' ~~?_ _■ I — _ j = W _ a 3 + a 

2 4 1 

(等号当且仅当 = a 2 — a y — 时成立）. 

类似， V 々 GN , 重复上述方法 A 次， 



a 2 --- a 2 *^ 


十 a 2 a 3 + a 


2 • 

(等号当且仅当 a } - a 2 = …二 a ? 时成立）. 


2 0 记 A = 


一 a! + a 2 


，则 w A = a , + a 


•假设 


不等式对 « + 1 成立，则 




故 A … fl 2 … a w A , … a ” ， 

AXa, a 2 … a” ）； • 

这表明不等式对 W 成立.跟 n + 1时一样，等号当且仅当 a , = a 2 
=…=时 成立. 

注对于已学过条件极值的读者，本例也是应用 Lagrange 乘 
数法的极好例题.我们知道平面上边长之和为一定数的矩形中，正 
方形的面积 最大； 三维空间上边长之和为定数的长方体中，正方体 
的体积最大.同样〃维空间上边长之和为定数的长方体中，正方 
体的体积最大. 

☆证（应用 Lagrange 乘数法）记 ’ 

H 

(约束条件） • （*) 

|«1 

我们来 证：〃 维空间边长分别为心 G = 1,2,“.， n ) 的长方体之体 
积. 

V = /( fll ， a 2 ，…，… a ” （目标函数） 

当且仅当 q = 0 2 =〜=^时其值最大， 



从而在一般情况下，有 




(原式获证）. 


( Lagrange 乘数法）•设 


L = + a , - a ) (称： “Lagrange 函数”）， 

i = » 

令 

则 n^> + A=0 “ = 1，2, …， n ). ⑴ 

将式 （ i ) 乘以 a , •相加，即 （注意式 （ * )) 



n IT + = 0. 

/=> . 

由此得 -- fl ，代回 （ i ) 式得 a . = - (/ =1,2, …， Z 2) •根 

a j = i n 

据二 、三维 的实际经验，（也可理论上论证）最大值存在，现又只有 
一个可疑点，故当且仅当 七相等 时体积最大. 

☆例 1.1.8 (对数不等式） 

(当 ar > - 1 时）， (1) 

1 ^ x 

等号当且仅当1=0时成立. 

证（利用 Lagrange 公式 /(6) = /(a ) + f (^)(b - a ) 9 ^ 
U ，6)) 记 /( x ) = x - ln(l + « r )， 现证 / U )>0( 当 a :> - 1 
且时），事实上 

/ U ) = /(0) + /( e )- a : = r ^>0, 

其中 f :0< f<x (当 ： r >0 时）， 

x <^<0 (当 - l <: r <0 时）•式 （1) 右端 获证. 

类似可证 ^( x ) = ln(l + x )-^^>0.^ = 0 的情况 明显. 

☆注在 （1) 式中令 X - 丄，可得重要不等式 

n 

TT7 <ln ( 1 + i)<T 。= 1 ， 2，.“). ⑵ 

利用此不等式易证经典极限卜+ + +… + + - l n y 存在（见 
例 1.2.11). 

寒习 试证吾 _ r < S i n (当 0<1<;时). 

提示 考虑 / U ) = ^^， /< o ,/\, 

/( f )</( x )</(+0) (当0<1<号时). 



※五、求递推数列的通项 


数列 i ，可以看成是定义在自然数集 N 上的实 函数. 

※例 1.1.9 求 Fibonacci 数列丨的通项公式，其中 a t = a 2 

一 + 2 * I + (n - 1 ， 2，^"). 

写成. . 

分析将〜一/(”），则‘ + 2 = ^ + 1 +〜改写成为函数方 
程 /( w +2) = /(”+ l )+/(”）. (1) 

解法1假如我们已求得此方程的两个特解/,，/ 2 ,则乂^， 
c 2 eR ,/= c 1 / 1 + c ： 2 / 2 也必是方程的解，这是因为 

/ l (n+2) = / 1 (n + l) + / 1 ( w ), (2) 

/ 2 ( n + 2 ) = / 2 ( n + 1 ) + / 2 («) , ( 3 ) 

(2) x d + (3) Xc ： 2 得 c 1 /,( n ^2) + c 2 / 2 ( w +2) 

= (^ i / i (^ + l ) + r 2 / 2 ( r / + l ))-»- 

( c ,/,( w ) ■♦- c 2 / 2 ( n )), 

此即表明 + c 2 / 2 满足方程 （ l). ' 

代入初值条件即/(1) = /(2) = 1,可以确定待定 
系数•至此我们已将问题转化为求方程 （1) 的两个特解的问 
题. 

由以及递推关系可知 Vw ,/( n )>0 •以 /(«) 同 
除式 （1), 可得 

/(”+ 2)皇/(”十1) /U + 1) ，一 

7( ” + 1 ) fin) —fjn) - 1-U ’ 

可见，若 i / u ) I 是等比数列，记公比=^^2 = x ，则上式成为 
• r 2 - 1-1 = 0,其解为 Xu2 = ^ l . 

因而，/ 2 ( n )=( i ^?)" ,是函数方程 (1) 的 



两个特解.通解则为 

= /(«) = c 1 /,(n) + c 2 / 2 (n) = c I (i^?| +c 2 (i^I). 

代人初值条件 /( 1 ) = /( 2 ) = 1 , 可得 

q +c 2 = l, 

4 孕 K (孕 K 

解出可得,孕)， V - 辦)， 

故 

〜 = ， (”) 铺罕 ) •-( 孕 )•]. 

解法2 (视察法）在函数方程 

/(W +2)- /(72十 1) -/(„)=0 

中’令 a + ^= l , a ^= _1. 代人后方程化 
为 

/( w + 2) - ( a + /?)/( W + 1 ) + a ^ f { n )= 0 9 ⑴ 

由此 /(n * 2)- a/(n + l ) = ^(/( n + \)- a f { n )) 

(反复使用上式） = 〆 （/( w ) — a /( n - 1)) =… 

= ^[/(2)-a/(l)] = ^ + , . (2) 

注意到 （1) 中 a ，々的位置是平等的，故 a 互换结果不变，因 此也 
应有 

/(” 十2卜/?/(„ + 1)= 〆 ' . ⑶ 

⑶ x a - ⑵ x /?消去 /( ” + 1) 得 

/ u +2)= 7^ ( a ”. 2 - 广 2 )， 

以 ” -2 代替其中的„，得 
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注 r 该数列是历史上著名的数列 U„l = U , l ,2,3,5,8, 
13,21，34,55,89 r " U 这些数字在股市上被称为神奇数字，影响很 

大.比值 1—0.618 …更是优选法的重要数宇，意义重大 • 

a n*l 

2°解法1采用了由特解到通解的方法.此法在代数方程以农 
微分方程中极为有用. 

3°解法2十分巧妙、简洁.着眼点在于选取恰当的使得/ 
(n 1 ) - a /( n ) 成比例，公比为 ， 

4°本例我们将\写成 /( n ), 只是为了记述方便，不改写也 

行•关于一般的函数方程问题，将在§ 2.4 讨论. 

/ 练3 1.1 

11.1 求复合函数表 达式： 

1) 巳知，设/ .( dz / l / […(/(1)卜.]|(” 个力求义 

v 1 + x 

U ); (南京邮电大 学等） 


2) 设 /&)=$ ，试证明 :^，并求 ( x ^0, 

: r \ l ) •(华中理工大学） 

提示 1) 可用数学归纳法证明 /,( x ) = — £=； 

v 1 + nx 2 

1.1.2 是否存在这样的函数，它在区间[0，1]上每点取有限值，在此区 
间的任何点的任意邻域内无界•（上海师范大学） 


提示 /( x ) = 


= ^ - 9 m 9 n 为互质擎数， ”>0)， 
0,(1 为无理数广 


1.1.3 试说明能有无穷多个函数，其中每个函数/，皆使/。/为 R 上的 
恒等函数. 
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提示 V ^：(0, + 00 ) — ( - oo ,0) 只要给成是一对一的，则 f { x ) = 

fg{x),x^ ( 0 , + °°)， 

^0, x = 0, 皆是 • 

j - e (- oo f o ) 

1.1.4 设 / 为 R 上的奇函数， /( i ) = a ,/U + 2) - /( or ) = /(2), 
VarGR . 

1) 试用 表达/(2)和 /(5); </(2) = 2 a ,/(5) = 5 a > 

2) a 为何值时, / U ) 是以2为周期的周期函数 .（ 淸华大学〉 < fl =0 时》 
提示在所给等式中，以 -1 代人* r , 并注意/为奇函数. 

1.1-5 设 / U ) = « r - U ] (即 x 的小数部分）， g ( x ) = tan : r , 说明这时 
/( X )- 为何不是周期函数•类似地 / U ) + gU ) 也如此.从而周期函数 
的和与差未必是周期函数. 

提示设-发 u ) 以 T 为周期，则 V : reR ， F ( ar + T )= 

记 

FU ). 令文= 0,得 F (: r ) = F (0) = 0, 即 T - [ T ] = tan : T =： y ，0 <：y < 1,此 
式只有唯一解 7 = 0. 

1.1.6 (双镜效应）设/是 R 上的实函数，/的图像以直线 = 6 和 
直线 a * = \ c ) 分别作为其对称轴，试证/必是周期函数，且周期为 

2 1 A - c 丨 • 

提示对称点上函数值相等，不妨设 b > c ： 

/(6 + x ) = f(h - r) VJ，b ’ 7 代^ /(26 - j -) = f ( x) f 

类似有 /(2 c - i ) = f ( x ) ^ 
f (2 b - x ) ^ f (2 c - x )=> f (2 (b - c ) + x ) = f ( x ) ( Vx 6 R ). 

☆ 1.1.7 设 / 是 R 上的奇函数，并且以直线 *r = fl ( fl \0) 作为对称轴，试 
证/必为周期函数并求其周期. 《 4 | a |》 

— 奇性 

提示 / U ) = /(2 a -： r )== - / U -2^0, 再以 a : - 2 a 代人 x , 并与之 
联立可得 /( x ) = /( x -4 a )( Vx 6 R ). 

M .1.8 设 / U ) 是 R 上以 丁为周 期的周期函数（: T >0), 且/在 [0. T ] 
上严格单调，试证/( I 2 )不可能是周期函数. 

提示可用反证法. 

再搛示假设是以^>0为周期的周期函数.则 f(( x + 
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T , ) 2 ) = / U 2 )， 令 JT = 0, 可知 = •进而以 x ^ V(n + i)TR T , = v^T 

代入便发现 （《 + l ) n 应是平方数，但相邻二正整数之积不可能是平方数 • 

☆ 1.1.9 证明确界的关 系式： 

1) 叙述数集 A 的上确界定义，并证明 ：对于 任意有界数列1^1,1% I 总 

有 、 

sup I x , + >„ (^ sup | x „ I + sup \ y n \ ; 


(北京科技大学） 

2) 设 A , B 是两个由非负数组成的任意数集，试证 


sup j * = sup xy . 

A y y^B 

提示 1) V n ， jr n + Agsupljr 胃 I supljy , I ，利用确界原理， sup | T „ + 


3 ； J<sup|x n I +sup|^ n |. 

再提示 2) O ^ x^sup j ( V A ) ;0^> r ^ sug >>( V y ^: B ) 

故 •sggy ( V x € A , V B ) f 

进而有 sup j -. y^sup j * * sup > f ； 

J|b y€ 

另一方面， 


⑴ 


从而 


V A 由 xy ^ su^xy ( V y ^: B ) 9 

Ub 

知 x * su ^ y^supxy ( V xG A ), 

v ^ Ib 

supx-sug^sup^. 


>es 


( 2 ) 


由 1),2)=> 欲证的等式成立. 

1.1.10 试证 :若: r ,，+ oo ( 当 n — + oo 时），则 UJ 必达到下确界（即 
3 m € N ， 使得 ： r w = infU ”|) •(武汉大学） 

提示对 


工 w = mint x , , x 2 ，…，: Tn I ，即是… • 

☆ 11.11 设 /, g 是 R 上的实函数，且 

/( J ： + >) + /(x - y ) = 2 f ( x ) g ( y ) 9 V X ,>»6 R . 

在 R 上 / U ) 不恒等于零,但有界，试证：|尽( 30|<1 ( V ^€ R ). 

提示 l / U )| 有界♦记 M = sup |/( x )|. Vs >0, 3 i 6 R ; 使得 M > 
l /( x )|> M - e . • 
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2M>\f(x-^y)\ + \fU-y)\>\f(x^y) + f(x-y)\ 

= 2|/( x)l \ g ( y )\^ 2 ( M - t )\ g ( y )\. 

令 e -^0, 知 1茗（>01<1 ( V > GR 〉. 

*1.1.12 设 / 是闭区间 |>,6] 上的增函数（指 Vx , ，: 

6,有/(0*,)</(：|： 2 ))(但不一定连续），如果 / U )> a ,/(6)<6, 试证: 
31 0 €[^6],使得/(1 0 ) = :^.(山东大学） 

提示 X 。 = sup | x ：/( x )> x | . 


再提示因，故 I :r :/(:r )>x | 非空 . /只在 [ a ,6] 上有定 
义，故集合 A 有界.因此々 =sup A 有意义 ，: r c €[(2, A ]. 


若: y 0 =/(: 0 )>工 0 — »/ 
€ A=»> 0 <sup A - : c。， 矛盾. 

* ^ / 据确界定义 

若: y。 = /( jo)<j 。 — 一、 


f ( yo ) = f ( f (^ o ))> f ( x 0 ) = y 0 =^^^ y 0 


A 使外 < i f ( x Q )> 

因 ■ r-SA 


/ U ,)， 但矛盾•故结论 成立. 

*1.1.13 设 /(1)在[0,1]上八/(0)>0,/(1)<1.试证：31。6(0, 
1), 使 / U 0 ) = d •(福建师范大学） 

提示参考上题•另外，还可用闭区间套定理来证明•（见 §1.8 的练习 
1.8.5) 


*§1.2 用定义证明极限的存在性 


导读 e - N , e - 5方法熟练掌握是数学院系学生的基本功, 
非数学院（系）学生不作过高要求. 

一、用定义证明极限 

e - N 方法 

要点要证^及= A , 按 定义： Ve >0, 3 N >0, 当 n>N 
时，有|心” A | < e ， 就是要根据 e 找 N •—般有三种 方法： 

1. (等价代换法求最小的 N ) Ve >0,将绝对值不等式 
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作等价代替 (解不 等式），解出 

n > N ( e ) 

(NU) 是含 e 的一个表达式），然后令 N=iVU), 则 W >N 时，有 

I 工” - A 丨 < e • 

2. (放大法）有时_ A |< e 很难解出 n , 只好将表达式 
lx „_ Aj 简化、放大，使之成为 rz 的一个新函数(记作 H ( n ))： 

I x” - A I^H( w). 

于是，要 U, -A|<e, 只要 H ( n )< e 即可.解不等式 H(n)< e ， 求 
得 m >NU), 于是令 N=NU )， 则当时，有一 A|<e. 

3. (分步法)有时 l^-Al 特别复杂，无法进行放大简化.只 
有假定 n 已足够大，例如已大过某个数 TV,， 我们发现当 n > N } 
时，丨心- A 丨可简化、放大成 H(n), 即 

I T H - 

于是解不等式求得 n > N ( e ), 则令 N = max 1 , 

NU )|, 当 n>iV 时，有 U .- AlCe . 

对函数极限 lim/U) = A 有类似的 e - 5方法. 

☆例 1.2.1 1) 用 e - N 方法证明 limT^n = 1;(山东大学） 

n _oo 

2) 设 lim a : A (有限数），试证： lim 么 +乂 2 +…〜 A • 

»«-♦«> N -*oo 7| 

(湖北大学，屮国地质大学） 


证 1)( 放大法） Ve >0, 要 |7^ TT - I|<e (此式解出 ri 有 

困难），记 《 = ^ TT - l (设法寻找不等式将《放大），此式可改写 
成 

l + „ = (1 + ar il 1+ „ a + ： l^ a 2 + ”. + a ->^ll] a2 , 

得 ■ • 


0< a< 


y2UTTy H2 ^ 2>0 /ITnl l) 十 2n -2 


2 


1) 


n(n 


V n -l 
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(当 ”> i 时）.至此要 ui < g , 只要即 + 1- 

故令 ]V = 4 + 1， 则 n > N 时有 I 7” + 1 - ll = lal < e . 

£ 

2) (分步法） 

当 a 为有限数时， 工， 

n 

. ^ 丨叫 - A I + 丨 x 2 - A I + …+ I x ” - A I 
^ n • 

因 limi ” = A , 故 V e >0, 彐 \ >0 ,n 时， lx - - A I 〈夺 • 

w ~»oo L 


从而 


Ui - A 丨 + … + II N , - A I „ -N! € 
上式 < - n - - + ~~• T - 


注意这里丨〜 — A 丨十… + li N — A | 已为定数，因而 3 N 2 >0, 当 


n > N 2 时, 



于是令〜=爪3\|；^,^/ 2 |,则 n > N 时， 


•r, + … + x, 


n -N 


-A <T + ^T<f + T-- 


注 1° 本例第 2) 小题对于 A = + oo 或 A = - oo 时结论仍成 
立，留作练习.当 A = oo 命题结论不再成立.例如数列0,1, -1,2, 


一 2,". • 

2°第 2) 小题表明收敛，则前 n 项的算术平均值必也收 
敛,且极限值不变.此结论以后常用.另外，此题用 Stolz 公式证明 
会变得十分简洁(见 §1.4 节）. 

例 1.2.2 证明 ：若九 >0 U = l,2, …）且 

I Pn _ r\ 1 _ 


则 lim 


P\^n + Pl a n- 


P” a 


Pi + /> 2 + ― + Pn 
提示因 UJ 有界 ，3 M >0, 使得 


1 (东北师范大学） 


P\^n + Pl^n- 


Pn<i 


/>1 + />2 + — + A 


— a 


< Pi + p2 + ... + p ： (Pr\^~^ + p2^^~^ + ' 

+ P,-n\cis^ -al + At-N+iM 十 … + A*Af). 

例 1.2.3 设实数列 U „1 满足 a -〜_ 2 — 0 (n — oo ). 


证明 lim = 0.( 四川大学） 

»**♦«» w 

提示记: y „ = U ” - JT W -1 I ，则 I :, - JCn - i\^\yn ~^-i I - 

x n - x n . x • 一： y"< l% 一乂 -i 1 + ly w -i 一： y”- 2 ! + … + Ih+i 一 >1 

n 、 • n 


+ 聖 •• 
n 

以上各例，都是数列的极限.对于函数极限，有类似的 e - 5 
方法. 

☆例 1 . 2.4 按极限定义 （ e - 8法)证明 

•(南开大学） 


16? -9 

Vl 6^9 + 1 

16I1 +j:| |l-x| 

|(4x + 3)(4x-3)|* 

用分步法寻找 L 并不要求一步到位，可以逐步缩小搜寻范 
围.例如本题，因 《 r — l ， 若要简化分子可先设 U -1|<1， 即 0< o ： 
<2,则 



• i7 • 


音， + 00) 成立) • 

进一步设 U - ll < +即1-+<0：<1 + +，于是 

上式右端 <321 l - o : 1( 在1^1，+)内成 立）. 

故 Ve >0, 取 5 = min 会，去| ,则当| x - 1丨 < 5时就有 

-1 <e. 

注分步法的优越性在于操作上有较大的灵活性、自主性和 
多样性.由 S 找相应的 5 U ), 并不要求一步到位.各人可根据自己 
的意愿，分步求得.由任给的 s >0 最后求得的 Me ) 是否能证明 
@/( x ) = A 呢？唯一的标准就 看：当 时，是否恒 

Vl /( x ) -A|<€ 成立.“是”就对，“否”则错.阅卷老师应允许考 
生有不同的解法，和由此得到的不同的^( £ ). 

拟合法 

'为了证明 lim A =A, 关键问题在于证明 | A - A 丨能任意小. 

” 一 ♦ oo 

为此，一般来说应尽可能将 A 的表达式化简.值得注意的是，有时 
A 虽然不能简化，反倒是可以把 A 变复杂，写成与 A 相类似的形 
式•（我们把这种方法称为“拟合法”) 如： 

☆例 1.2.S 设 x—0 时， /(a:) 〜 x,:c” = fl - 1 I 1 

« = 1 ' n 

试证 lim:r n =a (a >0). 

证我们注意到 a = f 从而 

frf n 




上式右端 < 16>311 一 g (在 u ( ui)n ' 


3.4 x - 
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若我们能 证明： Ve >0, n 充分大时， 

/(^a)-^ia|<^ie “ = 1 ， 2,… ， ”) ， （ 2) 

则 

(1) 式右端< t ^^e = e . 

i = 1 n 

问题获证.要证明 （2) 式，亦即要证明 

一 1 < f . (3) 

a ... 

事实上，因为 / U ) 〜 X ( 当 X —0), 因此 Ve >0, 3占 >0,当 
0< | ar |<8 时，有 



于是，令 N = y -, j 3 lJ W >N 时, 



0 <^^ a<S (i = l ,2,-, w ). 
n 

从而按 (4) 式有 （3) 式成立. 

注 1° 当 x — 0时，函数 sin x , tan x ,arcsin x , arctan x 9 e x - 
l , ln(l + x ) 都与 o : 等价•因此用这些函数的任一个作为本例中的 
/( x ), 结论都成立•特别 /(： c ) = S i n x 时，该命题可如下 证明： 








这也可作为该例的一个验证. 



2°拟合法的思想实质，是将单位1作适当的分解.本例实质 


上是利用 i gy ， 从而有 t 分析数学利用 

f ^7 n - fT \ 


这种拟合法，解决了不少重大问题.本书也时常用到此法，如例 
1.3. 23,例 4.1.5, 例 4.5. 28,例 5.3.41 等等. 

练习 证明： 





2) li m ff 

一 M w 

提示 取对数将连乘化为连加，然后利用上例结果（或方法）. 
* 例 1.2.6 设= a ，试证 

Jh^r( a o 十 Cl.a, + C 2 ”a 2 十…十 C k n a k + …+ a”） = a • 


证 （ 拟合法 > S l = = l 2 q：^ a = l ± Ca. 

其中 A =〜 当 々—+ oo 时）. 3 M >0,| a ^ |< MU =0,1, 
2, …)， Ve >0, 3々。>0, 当6>务。时,|〜|<音， 

上式 < s •音 
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要点数列 U w 1收敛（只有有限极限） ^- C - hy ^ Ve >0,3 N 

>0,当別，”>~时，有1;一1丨<6^^=^6>0,3〜〉0，当 
n>N 时， |工”” 一工”|<£ (V p > 0 ). 

Cauchy 准则的优点在于不要事先知道极限的猜测值 A ,如 
例 1.2.7 设 + ¥ + …+ 试证 U 」 收敛. 
(北京航空航天大学，华中师范大学） 

证因 | Ln|<^ T + ^ rT+ .— ^ r 

1 

\/£>0,(只要+<以即 n >+’)), 故令 N = |, 则 n > N 时，有 
I 一之」 <€( V p 〉0)， I 收敛 获证. 
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例 1.2.8 判断如下命题的真伪： 

数列 UJ 存在极限的充分必要条件 是:对 任一自 

H — 00 

然数/>，都有 lim | p A | =0.( 北京大学） 

答 该命题不对，例如^ = v^U = l ，2, …），虽然 Vp >0, 

\ a n + p - aj = — 」 ~ ^—0 (当 n — oo 时），但 a ” + 

v n + p +v n 

(当 n — oo 时），无有限极限（又如 6 n =ln n 亦可说明）. 

注正确的说法是 ：数列 有有限极限的充分必要条件是 

|^ + , — ^|=0，当时，关于 pGN —致 • 


三、否定形式 


要点 a — A (当 w - oo 时），按定 义指： 3 e o >0, VN >0 t 
彐” 1 〉/^,使得1' - A I ^6 0 

pCauchy ?6»] 彐 ％ 〉 q , V N >0, 彐>^/,使得|：^ 一 工”、|^£ 0 
, 亦即 

( 一…， 3 6 q >0, VN >0, > N , 及 h >0,使得 

Xn i ”1 一工、丨 • ) • 

☆例 1.2.9 证明 Hmsin n 不存在•（武汉大学） 

H 4 00 

证 I (用极限定义）因为 - l<sin n < l , 所以我们只要证 
明：任意[- 1，1], limsin nk A 即可•不妨设 A €[0，1] (对于 

n 呼 oo 

[ -1，0]的情况，类似可证）•根据极限定义，我们只要证明： Be 0 > 
0， VN >0,3 W >/ V , 使得 |sin n - Al > e 0 .. 

事实上，可取 e 。= f , VN >0, 令 

n = [(2 N 7 r - 皆) + 令](这里[…]表示取整数部分)•则 „> N , 且 
由 
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2Ntt 


TT \ 丌 〆 

- 2 j - J <n 


< 2Ntt 


-f) + T* 


sin n < - 


n 

丁， 


知 I sin w - A 丨 • 

证 I 据 Cauchy 准则，要证 lim sin n 不存在，即要证明 
彐 e 0 >0,V N>0, 彐 n，w>iV, 使得 I sin n — sin m I >e 0 • 


取。=冬 VN>0, 令 


2 Nn 十 




m = [2N7U + 2 tt ] ([… ] 表示取整数部分），则 m > rz >N, 且 


2 Ntt 


J 


< 71 <2iVlC 十 -^-7T , 2N7T 十 7T< m < 2 /Vtt + 2 tz 


I sin 


n 飞 sin m 


\^ e 0 


n 

T 


这表明 Uin n 1 发散. 

证皿 （反证法） 

若 lim sin w = A ,因 sin ( w + 2) — sin n = 2sin lcos ( n + 1), 知 

U-^oo 

Iim2sin lcos ( n + 1) = lim (sin (n + 2) - sin n) = A- A=0, 

»-*oo 


从而 lim cos n = 0, A = lim sin n = lim \/ 1 一 cos 2 n = 1 • 

!»-♦<» H-»00 If-^OO 

但 sin 2 7 i - 2sin n • cos w , 

取极限得 A=0, 矛盾. 

注 1° e-NU-5) 方法的引进,是数学分析划时代的进步， 
是质的飞跃，从此跨入了一个新时代•数学院系各专业的学生务必 
熟练掌握•非数学院系学生不作髙 要求； 

2°方法的精髄是 ：用任 意小量（常量）£>0,来刻画和鉴别无 
穷小量（变量）•其中 NU) 是进程“时刻”的标志（进人某一时刻之 
后， ll-Al 就能比事先任意给定的 e >0( 还要小 .）；• 
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3° e >0, 可用 + U 6 N + 是正整数）来替代.如 —A (当 
+ oo 时） ，可等价地定义为： V 々€ N + ,3 N >0, 当 n > N 时 

\.x rt - A\<~. 

: A (当 n — 十°° 时）可描述为 ：3々 0 GN + ， VN >0,3 w 

> N ， 使得 | x ”- A | g . 

函数极限的 Cauchy 准则，也有类似的 结论； 

4°如上所见，从肯定变到否定，有如下规律.即“ V ”与“3”对 
换•肯定形式为“ V …3…使得…”，否定形式则为“3…使得 
V …”； 

5°当存在符号“3”出现在任意符号“ V ”之后时，例如 “a — 
A (当”—+ 00时），乂 £ >0,3~>0〜”，这里的 N >0, 是依赖于 
e 的.严格来说应写成 3 N ( e )>0 •虽然 NU ) 常写成 7 V , 但心里 
随时要记住它与 e 息息 相关； 

6°当“ V ”出现在论断的最后时，如 Cauchy 收敛准则 “ Ve > 
0, 3 iV >0, 当 ”>N 时， | x ”” 一 o ：” l< e ( Vp >0) •”这里“ V ， 

最好读作“对研亨的/>都成立，，•当“ V ”出现在论断之首时，一般 
读作“对 f 一定的 …”； 

7° ^ 别地，若能 证明： VnGN , 有 -x n | a 

~0 ( 当 /> 一 + oo 时），按 Cauchy 准则，可断定 U, I 发散.如 

例 1.2.10 数列 S ,= _ +(„ = 1,2,...) 发散. 

证 V ” € N , I S w + P - SJ = — ^ ^ 十…+ 

w + 1 «+2 n 十 p 

(当 户— + °°时），因此，只要取£ 0 =+，則\^尺>0,7!> 

〜，3/>>0，使得|5””-乂|^^。.故|5”1发散. 
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四、利用单调有界原理证明极限存在 

我们知道： 

1*2： || 1收敛9 1工„|有界， 

但逆命题不 成立. 

然而有单调性条件，情况大不 一样. 

要点单调有界原理： 

存在且 , i 

Ui /， 有上界叫 L ，— 

存在且 

或 i 1、,有下界$ Hm •!：„ ■ inf i x H 1 

(单调不必是严格的） 

(对函数极限有类似结论） • 

☆例 1.2.11 证明：数列 x ” = 1 十 2+ … + + — ln ” （” = 1， 

2,…）单调下降有界，从而有极限（此极限称为 Euler 常数，下记柞 

C .) 

证利用已知的不等式 1 4^<化(1 + 去) <去 （ 见例 1.1- 8 
式 (2)) 有 .-• ! . 

一，工，士 _ln(1 + n)+ln n = r^ _ln ( 1+ +) <0 . 

故工„严\. 

又因 ••••• 44 ) 

m K ) 

= S[+-ln ( 1 + + )] + + 

> —>0. 
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即有下界 . 有下界，故存在 • 

舞- *00 

注如果题目只要求证明 U „ l 收敛，不限定方法则还可用更 
简便的方法来证(见例 1.3.17). 


例 1.2.12 


设工” = S 


^Tk 


- 2 ,证明 lim 存在. 

oo 


证1°利用不等式 


得 



/k 


> 


2 

\fk + y/ k + 1 


=2(/rn 



- 2 - J~n >2 V n + 1 -2-2 yfn > — 2 (有下 界）. 


2。 


- 2 v w 


2 yfn 


2 


. 1 v^rT+T +y/H 

降，有下界. & U n l 收敛. 

注另解见例 5.1.37. 


<0,即单调下 


五、数列与子列、函数与数列的极限关系 


我们知道数列与子列有如下的极限 关系： 
a :”— A (当 w — to 时) ㈡V 子列 l ： c % I 有 A (当 oo 时） 

类似地，函数与数列有如下的极限 关系： 

Iim/(x) = A<=> V = 1,2 ，•••）： 

若 x n -^a 则有 /( o ^)— A (当 n — oo 时）. 

作为充分条件，都可以减弱，请看如下例题及相关练习. 

☆例 1.2.13 试证 ： lim a = a <^> lim x 2w = a , lim x ln ^ v - a 

«-♦ + «» n-^ + «> »»-* + oo 

证只需证明充分性. 

按已知条件 Ve >0, 3%>0,当时 | x 2 „ - al < e . 
又彐 N 2 〉0, 当 n > N 2 Bi \ x 2n ^\ 一 a 丨 < £ • 于是令 
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N — max \2 N X 9 2 N 2 + 11 » 

则 w>JV 时恒有 .故 lim x m = a . 

!!■♦ OO 

请读者将此结果推广到 A 个子列的情况. 

例 1.2.14 设函数 /(or) 在点 X 。 的邻域 /( 点 I 。 可能例外） 
内有定义. 试证： 如果对于任意的点列 UJ . 这里 x n ei 9 x n ^ x 0 
— oo) ,0< \ x n ^ x - x 0 \ < \ x n - z 0 I ，都有 lim /( x n ) = A , 那么 

lim/(x) = A. (武汉大学) 

0 

证（反证法）若 /U)> A (当0：，：!：。时），即 3e 0 >0, V汐 
>0, 3々6/,虽然0<1：^-0： 0 |<5,但 

1/(工 ,） -A I >€ 0 . 

如此，若令 A = 1,则3々 € J ,0< | or , - x 0 1 < , I /( x r ) - A I ^ 

e 0 ; 令 5 2 = min y,|xi - x 0 | , 3 x 2 6 /, 0 < I x 2 - x 0 | < , 

I /( 文 2 ) - A 丨 ; 令 I ， I :2 • :o I , … 

如此无限进行下去，可得一点列 UJ ,&€/，；《：„ — aU - oo )， 

0< I工… — 尤0 I < I工”一工 0 I ，但 

1/(1”）- A |>e 0 . 

与已知条件矛盾. 

例 1.2.15 证明从任一数列 U „ l 中必可选出一个（不一定严 
格)单调的子数列•（武汉大学，上海师范 大学） 

证（我们来证明••如果不存在递增子序列，则必存在严 
格递减的子序列）假若中存在（不一定严格的）递增子序列 
I /，则问题巳被解决•若 I 中无递增子序列，那么 3 ni > 

0,使得 V « >〜，恒有: C ， < _同样在中也无递增子序 
列•于是又 3n 2 >n } ，使得 Vn >； 2 2 ，恒有 A < a:' < x' •如 此无. 
限进行下去，我们便可找到一严格递减的子序列 
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数列与其子列的关系，是人们关注的问题之一，请看下面的练 
习 1.2.8〜1.2.10. 


六、极限的运算性质 

要点若 U ,, Uy n ! 都有极限，则 U „®： yJ 亦有极限，且 

lim ( ) = linijr ”® limjy ” ， 

ff OO u OO 

其中 ® e i +, -, x , + 1 ( 除法要求分母不为零）. 

注1°对指数运算亦成立.若〜>0,« = 1,2 ，… ，且 limi ， 

a , limx = 6，则 lirn - r /" = a ; 

n -*°° 

2° 用数学归纳法，易知以上公式可以推广到任意有限多个数 
列的情况（除法要求分母不为零,指数要求底数大于零 .）； 

3°函数极限有类似的 结论； 

4°对于无穷多个数列，结论可以不成立.如 
☆例 1.2.16 举例说明无穷多个无穷小量之积，可以不是无 
穷小量. ’ 

答如下数列均为无穷 小量： 

t 1 1 1 1 1 1 

"’ f " 

u 2 ， i ， m .’ 士’… 

1，1，3 2 ，+，去，去，...’如... 


l ， l ’ l ，4 3 ，+ ’ + 
1，1，1，1，5 4 ，|， 


但将它们对应项连乘起来，取极限，得到一个新数列，此数列为 

1 ，1 ，1,1，1,1，…，1，…. 
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该极限为1,不是无穷小量. 

/ m a 1.2 

1.2.1 1) 已知求证 ： lim /7：=& ; (武汉大学，哈尔滨工 

» 一 °° oo 

业大学） 

2) 用 e - 5语言证明 Hm 1 = 1.( 清华大学） 

n x 

• =_ a\ _< I 工 ”- I 


In n 
~ r ~ 
n 


若 


• 2.2 用6-~方法证明：1) lim ^ T = l ;2) lim ” V =0; 3) lim ^ 

ir^oo yi 

提示 i )、2) 可参照例 1.2.1 的 1) 中的证法 .3) 可利用 I - 0 

<丄. 

n 

1.2.3 设 lima n = a ，试用 e - N 方法 证明： 

n 4 00 

a , + 2 a 


T + 


上 ，则 lim Jr , 


提示 a =0 时，（用分步法） VeXJ ^ MX ), 当 nSN , 时， + , 


记 M = max I a , | ，则当《>尺,时有 

i^.N , 


+ 2 a 


1 + 2 + 




MN,(N f +1) 
~ n ( n + 1 ) ~ 


T - 


因 


M ^^ o ( 当”―⑴ 时）， 3N>Nl ，„) 


如即 n>N 时， u ”|< e . 


当时，可令\ - a , 则 liml =0可应用上面结果. 

肩今《 

1.2.4 设： r n = ，试证 收敛 • 
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提示可利用 Cauchy 收敛 准则. 

1.2.5 | a n I，n = l ，2, …是一个数列•试证:若 


lim - 


= a< 


则 limt = 0.( 首都师范大学) 

n-*oo Tl 


提示注意5 = 


dn ai 十 


fl .-i . n - 


利用极 


限的四则运算性质可得. 

1.2.6 设 a rt >0 (n = l ,2, …）且 3 C >0，； w<n 时有 a n ^ Ca m . 已知 
1<|中存在子序列 1—0 .试证 =0.( 武汉大学） 

提示 Vc >0,* ia ^ |一0, 3 N , ，当时，有 0< a % •再取 


N = n N ，则当7|>/^时，有0<\<£. 


☆ 1.2.7 设 = 1 ~ + … + ^=，求证 It I 

提示（用 Cmachy 准则否定形式）注意 


发敝 


I 1 = 7 」 ■ :, + , ^ + …+ -7= ， 

vn + l Vn +2 */2 n V 2 

可取 e 0 = 1, 则 VN >0, 令 n > maxlN ,2 |,m = 2 n , 則 |« r _ - x n l ^ e 0 . 

1.2.8 判断 题:设 UJ 是一个数列，若在任一子序列1^ 4 I 中均存在收 

敛子列卜 ％ I ,则 U n l 必为收敛数列 .（ 北京大学） 

提示不对，例如，0，1，0,1,…数列. 

☆ 1 . 2-9 设 U , I 为单调递增数列， U . ICUJ 为其一个子列， 

k 

若 limh = a ，试证 limc ^ = a •(华中师范大学） 

证由单增性，可知 = s ^ pU % I ，故 V e >0, 3是 0 ,使得 a - € 
<<2 •取 N = rz *， 則 V ”> iV 时，可找到一个 n *> n , 于是有 

*o 0 

a ” < a + e ,从而 I - a I < e . 

*o * 

☆ 1-2.10 设 lx w I 是一个无界数列，但非无穷大童，证 明：存 在两个子列， 
一个是无穷大量，另一个是收敛子列 .（ 哈尔滨工业大学） 




证 1° 由无界性， 3、|>1，进而3：1： |12: |1 >12 丨>01^|2，14 1 丨|, 
反复使用无界性，如此得1工 ％ 1 

\ x„ k I > max U , I x n k _ x I } , A = 2,3,…， 
||:^ 丨 | 为无穷大量.《 • 

2 。 因丨 orj — + ⑺故 3M>0, VM>0, 3n*>N*, 使 得 | 〜 l<M •于 
是对是 =1 ，彐〜 > 1, 使得 1 I < JVf ， 对 N 2 = max 12, 〜 I ，彐 n 2 > iV 2 ，使得 
1^ 2 |< M , ……，如此下去可得一有界子列 U n> I . 从而由致密性原理知 
U „ 4 ! 中存在收敛子列 I . 

* *r 

☆ *1.2.11 设函数 /( x ), g ( o :) 在0的某个邻域里有定义 g ( x )>0, 
lim 4^ = l ; 且 00 时 （^ l ：0 (m = 1,2,…，； 1 >，亦即 V £>0, 3 N ( e )> 

x -0 gKX) 

0,当 n > NU ) 时，一切历=1,2,_"，；1,有丨(^丨<£ ; 另设 今 0•试证 


当右端极限存在时成立. 


( 1 ) 


证记 （1) 式右端 Hmf ； gU _. w ) = A •收敛必有界，故 3 M >0, 使得 

一 3 

n 

< S 发 （〜.”） < M . Ve > 0, 3 N , > 0,当 ” 时，有 


| 2 A 


< 


T * 


已知把 盟 =1 ，对上述 6>0 , 35>0 .当 Ui < a 时有 $£>-1 


< 


gU ) - -- - -- \ g(x 

士 •但％.,二 0( 当 《 — 时，关于 m = 1,2,…， n — 致）•所以对此占 >0, 
3 N 2 > 0,当 ” > N 2 时，有 | I < 5 ( m = 1，2,…，”），从而 


f ( Q m t 


<^?，（ 771 ^ l ， 2,… ，”） •取 N = 


tN ^ Nj ， 则当 n>N 


时， 
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尽 (a;,”) 


g(a m .n) + UU 一 A 


% ^( a -»> + T = 2 fe- M+ T = e * 


故 （1) 式左端极限也为 A . 

☆ * 1.2.12 


证记 


证明化自 ( V 1+ ^ r *" 1 ) = - l -S 6 = 去•并求 

lim 】； (a'v/' *lr 1 ) (a >0). 

一 1 ，则 


0< a., M = 


♦0 


rr - 


( n + 士）一 


n 了 


n H( n + 士) ' d (” + + ) 




3 n 


故 a ,.” 二 0 关于 i = 1,2, …， n (当 n —«> 时）. 

因 ！ 十 4 = (1 + 〜 ) 3 = 1 + 3 a l>l( + 3<” + , 故 


id g(x) = x^ X 2 

利用上題的结果， 

!迚 S 


3 J 7 = a 十 

芩, / U ) = i , 则1力合 



4-1 =1^1) / = I™S S ( a itn ) 


■ 占 = 4 . 

mfBjlaJ 77 ?' = e ^ ( ^5 -l ) ,n 、 e +-= 山当 


)• 


☆ §1.3 求极限值的若干方法 


导读 考研热点，适合各类读者. 

用定义证明极限存在，有一先决条件，即事先得知道极限的猜 
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测值 A . 但通常只给定了数 列|&1, 对它的极限 A 不得而知.那 
么，如何根据 A 的表达式，求出极限 A 呢？此问题一般来说比较 
困难，没有统一的方法.只能根据具体情况进行具体的分析和处 
理.这里只概括人们常用的若干方法，更多的方法，有赖于人们去 
创造和 发现. 〆 

一、利用等价代换和初等变形求极限 
a. 等价代换 


要点在求乘除式极限里，其因子可用等价因子代替，极限不 


变•最常用的等价关系 如：当 or —0 时， 


sin 


tan 


firctfin 〜 In (l+ ： r) 〜〆 一 1 

a (1 + 


还有 （1 〜 


In a 


b 


(其中 a >0 9 bk 0). 


2 


例 1 . 3 . 


W 3 ^721 1 - COS ^ 、‘ 

1) 、 （华中理工大学) ， 

2) ㈤ 乾愁 (北 京邮电大学) 

3) hnr fi c l a L %> ; (青 岛海洋大学） 

4) 设有限数 a ,6, A 均不为零，证明上 =A 的充 


分必要条件是 lim 


= Ae 6 •(华中师范大学) 


1) 解 因 lim 乃=1,故 


原式 = lim 


7 


= lim 


2V 


7 


-1 


2^ 
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2) 解原式 = lim 


2 ' 


3) 解原式 = linw ^ = l . 

_r-*o sin JC 

4) 证（=>) 左边极限存在表明 
九卜 /(: r )-6 •故 

c C b 1 • ^ 

lim - e • hm - 


a 时， / (： c 〉 一 6-^0,故 


等价代换 


^ Yim fAEliA = A . e ^ 


(<=) 右边的极限存在表明 
连续性知 / U ) = ln e /U) -ln e A 
一 1〜 /( x ) - 6•从而 


今 a 时 e / u > - e \ 由对数函数的 
6•即 故有 e /( + 6 


= lim 


—e 叫 - 


= e " 6 * Ae 6 = A . 9 

☆注等价代换原理，来源于分数的约分•只能对乘除式里的 
因子进行代换.在分子(分母）多项式里的单项不可作等价代换，否 


则会招致错误.例如 lim 


j x2 , lim - It ' 心 4 ) 


-况•若将1 - 


—Jr 一 — . 工 

换成 + 则得——= 这是原 

乙 x -*0 X 


则性错误！ 

b . 利用初等变形求极限 

要点 用初等数学的方法将^变形，然后求极限.下例主要 
将&写成紧缩形式. 

☆例 1.3.2 求 ，设 


!) x n = cos 營 cos 多 cos 多 … cos (中国科学院) 
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彳 1 一； T^T 卜 2 ( 当 oo 时）. 


/L 


3) 工， 1 

/1^+2 3 +…+， 

4) :” = S *"0 + 1 )(*+ 2 )- 

解 1) 乘以 2 *sin ^/2 "sin 


•r” = cos 


X x 


X 


Y cos ^ 008 尹 … 

_ sin x 
-- 1 c 


X 

r 


2 


sin 


2 


x 


_ sin x 2 


" sin 2 4 


sin x 
x 


(当 w —OO 时 ）（1^0) 


1- 


2) 乘以 


2 


T 


再对分子反复应用公式&十 一/ /)：= a 2- b 2 
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4 > S ； 


( f + 1)( i +2) 

1 . 1 


TYi = 2 


,M y2i i + l 2(i + 2) 

1 


4 71 + 1 2 (n + l ) 2( n +2) T 


(当 w—oo 时). 


二、利用已知极限 


要点（以极限 lim(l + ： r)i =e 为例进行说明） 

x -^0 

1) 若 /( 工）〉 0, Iim/( x) — b 〉 0, limg(：r ) = c • 

则 lim / U 产 ⑴ = X 41 

•r 一 《i 

( 因为 lim f(jr) g(x) = lim ⑴ == e cln6 = b c ) 

2) 若 ! i^/(x)=0, Ijmg(x)^ ^^Mmf(x)g(x)^a 9 
则 lim(l + f(x)) K(x) = e a . 

• r—a 


(因为化 (1 + f ( x ) y u ) = lim[(l + /(:))▲ 广 
☆例 1.3.3 求极限 I “ 

1) U>0,6>0).( 西安电子科技 大学） 


2) 已知 a l 9 a 29 - 9 a n >0 U>2)， 且 


/U) = 


' a \ + a \^ ••- + a \ 


— 

'求 lir^/(*r) •(华东师范 大学) 


解 1) 因 n — OO 时, 







了 (In a + In 6) ， 


胜(空厂 


故 
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，j 卜坪- i ) 肉哗 0 

==e 7 (lnfl + kl&) = e b/3 = \/~ab - 

2) lim /( x ) = - 

0 

提示 只要注意到工― 0 时^屮（纟=1，2^.，打），其 

余与 1) 完全类 似. 

例 1.3.4 证明 

1) 若数列心（” =1,2广.）收敛，且尤”>0， 

则 l \ m ^ x x x 2 — x ~ = limx ,, ; 

2) 若 ：!：• >0 (m = 1，2,…）且 lim ^^ 存在，则 


lim ^> Um ^ M 江西师范大学） 

»*-»<» I* - * 00 

证 1) 利用例 1.2-1 的已知极限及连续性, 

4(ln X. + …+ b X-> 


工 2". 工 ” = H me 


-rOn 


— Hm 


= limx , • 

oo 

2) 利用刚得的结果 


[(纖 )...(念)广 



在例 1.2. 11 中我们看到以 Euler 常数命名的经典极限 


lim (1 + 士 +…+去一 In n ) = C 存在•下面两例 


介绍如何用 Euler 
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常数求极限 


☆例 1.3.5 气1迚(士 + A + ... + 占) • 

攝 原式=把 [(卜 士―士 )-( 卜+ — 

= lim[(ln 2 n + C + a 2ti ) - (In n + C + a „ )] • 
(C 为 Euler 常数， a 2>l , \ , 当 n-► cx> 时） 

=lim (In 2 + a 2H - a n ) = In 2. 

例 1 . 3. 6 试借助 Stirling 公式 


来求极限 


ir 


f ) 


解 


aii 


f ) 


= yfn 


♦士…去） 


⑴⑷(钉平 
2； e -'( , + ? + • ^) 


卜 IV 

ne 17 " 


( 1 + 去 )、1 屮•.乂 

y /2 n 


K) 




(其中 C 为 Euler 常数）. 
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+ e> ( 当 n — oo 时) 



三、利用变置替换求极限 

要点为了将未知的极限化简，或转化为已知的极限，可根据 
极限式的特点，适当引入新变量，以替换原有的变量，使原来的极 
限过程，转化为新的极限过程. 

☆例 1.3.7 若 lima :” = a , lim y n - b ，试证 

jf-^OD OQ 

= 必. （ 中国科 学院） 

n —71 

解令 x n = a -^ a H , y n ^ b ^ n — oo 时，^，式― 0 •于是 

工十工 2. V ”-1 十…+工”义 

n 

一 ( fl + a i)( 6 U + U + g2)(6 十 氏 -i ) 十 … 十 （a + aj(6 + 凡） 









fc ^ ir^gTgT 


I n I n 

从而 （1) 式以 a 6 为极限. 

注 1) 本例亦可使用例 1 . 2.1 的 2) 中的方法证明. 

2) 本例的变换具有一般性，常常用这种变换，可将一般情况 
归结为特殊情况•如本例原来是已知 Umi = a , li m：Vn = 6,求证 


lim 




•变换后，归结为已知 li ma>| =0, lim /3 n = 

M "♦OO no 


0 求证 lim ^^ + 〜 + g A = 0 . 
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四、两边夹法则 


要点当极限不易直接求出时，可考虑将求极限的变量，作¥ 
亭的放大和缩小,使放大、缩小所得的新变量，易于求极 P， 且二去 
士极限值相同.则原极限存在，且等于此公共值. 

☆例 1.3.8 求 limx [丄1 f [丄1表示不大于丄的最大整数I 

x-o lx ] \ L x J x I 

解 士 -K [士]<去 （ ho 时〉， 

由此当 x>0 时， 

当 x<0 时， l-x>x[-i]^l t 

故 lim x [~ ] ^ 1 - 

例 1.3.9 已知 a t >0 (! = 1，2,…， n)， 试计算 

化 [( )H (湘潭 大学） 

P «»1 

解 i 己 a =minU,，a 2 , …， a, | ,A = max|a, ,a 2 , …， a” I ， 

则 (A^)i + (a^)i<(2 + (E 士 + 

1 i 篇 i 

(mTOi , 当 />—+ oo 时，左、右两端有相同极限 A 十^- 1 ,故原极 
限存在，等于 A + a' 

在连加或连乘的极限里，可通过各项（或各因子）的放大缩小， 
来获得所需的不等式. 

☆例 1.3.10 求极限 limj ：,, 设 •. 

罵_00 

1) 工， 士 3 、’:::％:〉 1 ) ;(东北师范大学) 

2) or. = 'S 去; (国外赛题） 
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3) x B = 2 [ U * 十 1)-去 + (〆 一 I )* 去]; 

是 =i 

4) : r „ = U !)>.( 北京大学） 

解 1) 因几何平均小于算术平均，故分母中的因子 

2 = 1±3>/ F 3, 

4 = ^>/3 7 5, 


2u = (2n ^ l) ^ {2n ^ X) >V (2n - l)(2n 1) 9 


由此可知 


2 


0 < 二 二化 二 ¥ < 1 


2-4•••••(2n) X 


0 . 


故 limx " =0. 


2) 解工 iWUl < Tk < Ul - i ^ l _ 


①此不等式利用 Lagrange 微分中值公式易证.例如左边的不等式，令 /( 


2/7,则 2 /TTT - 2/1 = ^| 〈六， 是 + 1). 


②与此解法对偶地，有如下 解法： 






7^ 




/7 


r ( n * 1)^ + 1 1 1 f ( n+l 

Lv 7 i dx< 7 urnj < i(- 


> 2 - i 7 i 


dx 


(n*l ) 4 


相加，再算积分可得 

2( x/(n + l ) 2 + l - /^)< 2 ^<2( y/(n + l ) 2 - / T ^ T ) , 
左、右两端极限皆为 2 •故 lim x ,=2. (刘合国） 
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将灸 = ” 2 ,” 2 + 1 , …， U + 1) 2 诸不等式相加，可得 


(n + 1)* 


2/^+1) 2 + 1 — 2#< 尤」 


7% 


< 2 v(n + l) 2 -2 yT t 2 - 1, 


而左、右的极限皆为2•故 li 】 


解 D 


(”♦ 1 ) 1 

工.， 5 tT 2 . 

“1)2 

2 3共有 2 n +2项，最小项为 


最大项为丄，因此 


V (n + 1) 2 ” + 1’ 


2 n +2/(^’ 


V 1 < r 2 n +2 


左、右两端极限皆为2.故 lim 


(n*iy 


Tk 


= 2 . 


3) 因 ^<V + 1 〈（” + 1 广，所以 

” 叫 >(”* + 1)_ 去 〉 + U = 1 ， 2 ，…， n 

相加得 士>^(，+1)3>^. 

*=1 穴 + 1 

令 v + oo 取极限得 (”* + i)j = i •同理可得 

n 

2 (/- 1)、=1 •从而 limx ” =2. 


4) 去 • 

因 limw 去= 1 ,故 lim (”! )7 = i 

n- *°° n-* co 

礫 

可用例 md ) 中的方法证明，也可用两边夹法 
则得到 :利用 几何平均值小于算术平均值 （见例 117 ) 

1< V ^=( V ^- V ^-1•••••1)7 (添人 2个 1) 
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V~n 




-2 


<1 


2 




l ( 当 


注’两边夹法则，在求极限中十分重要，应用很广.优越性在 
于，经过放大、缩小，可以把复杂的东西去掉，使问题化简.但 注意: 
放大不能放得过大,缩小也不能缩得过小，必须具有相同的极限. 


五、两边夹法则的推广形式 


要点当使用两边夹法则时，若放大与缩小所得之量的极限 
值不相等，但二者只相差一个任意小量，则两边夹法则仍然有效. 
☆例 1.3.11 设 / U )>0, 在区间[0，1]上连续，试证 


- = o^ x / (x) - 

证记则 

念 (’⑴）•七 <M _ (1) 

剩下的问题是将 A 缩小，使缩小所得到的量以 Af 为极限，或者虽 
然不等于但跟 M 只相差一个任意小量•因 /(X) 连续，据闭区 
间连续函数的性质，彐 [0,1], 使得/(々）=从.于是\^>0, 
3占>0,当|工— 0： 0 |<5,1€[0,1]时 
有 M -€</( x )< M +£. 

当《充分大时有+ <5( 即分点士的间距 3 i 。， 使得 


故 



总结(1)、(2)，有 （ M - 


含 ))>7 R 55 n > (-令 


<M. 
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左端极限为 M - e , 右端极限为 M ， 由 e >0 的任意性，知 limA = 

n-^oo 

M . (可用上、下极限严格证明这一点） 

☆六、 求极限其他常用方法 

求极限是硕士生入学考试中的热点问题之一.虽然这部分考 
题一般不难，但多数具有综合性，用到后面所学知识，为了方便考 
生阅读•这里拟用部分考研真题，展示其中几种常用方法. 
a . L ’ Hospital (常被译为洛必达）法则 
要点 1) 每次在使用 Hospital 法则之前，务必考査它是否属 
于七种不定型，否则不 能用； 

2) -旦用 Hospital 法则算不出结果，不等于极限不存在.例 
如 1 十 = 就是如此•这是因为 Hospital 法则只是充分 

x — ± °°X • COa X 

条件，不是必要 条件； 

3) Hospital 法则是求不定型极限最常用的方法.而且几种常 
用的等价关系，也变得十分明显易记•如 x -0 时， x 〜 sin x 〜 

tan x 〜 arcsin j： 〜 arctan x 〜 In (l + : r ) 〜 — 〜 (■! 土 尤 )# 一 1 

In a fi 

(a > 0 9 fx \ 0), 以及^工 2 〜 （1 — cos : r ) 等皆 如此. 

4) ^ 型的 Hospital 法则使用时，只需检验分母趋向无穷大即 

可，分子不趋向 oo 没有关系•证明可见例 3 . 2 . 30 . 

例 1.3.12 求下列 极限： 

爿；（华东师范大学） 

(北京 大学〉 

3) (太關工大学) 


(y> 

<e^> 
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4 "m 


; (华中师范大学) 


dt 


5) . 


解 1) 原式 =lim 


= lim 


x - In (1 + :r ))' 
(xln (1 + «r))' 

(x) / 


=lim 


♦o [(1 + x)ln (1 + x) + x] 7 

1 1 


In (1 + 工 ）+2 2 • 


2) lim In 




In 


In 


=lim 




=lim 


=lim 


=lim 


丫 


(?)， 


- xsm 


3 x 


故原式 


3) 略. 


2 

4) 原式 =lim — 


I dt 


= 2 lim - 




= 2 lim 


2xe x 


丁 = ()• 


5) iim In ^ = lim ^4^ = 0, 故原式 =1 

X—+ » X—+ » V x 7 

☆ b . 利用 Taylor 公式 求极限 

这是另一个十分有效的求极限的方法. 


《0》 

《1》 
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例 1.3.13 求下列 极限 : 


丁 + 1 - Vl + 工 2 

1) lim^ - 2 - 华中理工大学） 《-^》 

(cos x-e x )sin x 2 ^ 

2) ( 华 中师范 大学） 《一 3 》 

V 1 - X - cos VO ： 

3 ) [ e — 卜 + 去)（要求不用 Hospital 法则）；（北京大 


学） 


《音》 


4) lim 


/( 


( 其中函数 /(«r) 在点 a 可导，且 f(a) 


~0)•( 清华大学，南开大学，北京 大学 ) 


《 e 偽》 


解 1) 原式 = 


耳 : 4 + o(ar 4 ) 


-鲁文 2 ■■ 發 〆 +0( 工 4 ) 


(: r 2 十 o(x 4 )) 


12 - 


2) 原式 = 


2 


+ o{x 7 ) 


- (+十去 


+ 0( x 2 ) 


3) 注意到 （l + arpz 




故 原式 = lim 


e — （1 


= e lim 


4) 原式 = lim 


7 uT 


2 ' 


/u> 
= e/W 


☆ c . 利用积分定义求极限 
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例 1.3.14 求下列 极限： 

1) lim ( 一 ^-r + —…+ —^—%(中国科学院，中国科技 

*—oo \ n -r I n -r A n 十 n I 

大学等） 

2) lim ^U + mn+ ^ ; ( 华 中师范 大学 ) 

ll ， 0O tl 

3) + (北京 大学) 

«-*<» ti 

4) (中国地质学院） • ， 

»-*oo Tl 

. 7C . 2 

sin — sin 一 7c . 

5) lim — f + — ^ + … + (北京大学） 

一 hi W + 1 W + 1 

n n 

解 1) 原式 =lim 土] — L T ••丄 =f T ^- = ln 2. 

! + J_ n Jo 1 + x . 

n 

2) 取对数后变为（积分和里^选右端点） 

+ (1 + +) J^ln (1 + x)dx = 21n 2 - 1 

故 原式 = e 2w-i = ： l. 

e 

3) 取对数后变成（积分和里选左端点） 

2 ln ( 1 + ~ J^^| o ln (1 + J：)dx = 21 n 2-1, 

故 原式 = e 2U-l = ±. ' 

e 

4) 取对数后变成 

S ln o In xcLr = -1，故原式 = e -1 . 
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+ 00 时，左端极限 =lim 


IT • 

« z , sin 


oo v n + 1 )tt n i = 麗 

^[ sin 工 dx = 4 . n — + °° 时，右端极限 = 


丌 = 




n . « 

丌 ^ . I 1 

— > ,sin — 7t = 一 
n n 7 r 


，x 2 

sin xdx = — 

0 7T 


2 


故原式•(两边夹法则）. 

丌 

☆ d . 利用级数求解极限问題 

利用收敛级数通项趋向零 
例 1.3.15 求下列极限，其中 I , 


1) x n - 


2 ) 


x 


5 n - n \ 

Tur 

11-12-13 


;(天津大学) 


2-5-8.(3 n -1) 


上海交通大学) 


解 1) 因为 


I … — 5 … .（n + 1)! ( 2 n) n __ 


工” （2 n 十 2) 


1)! (2 n )" — 5 I n \ 

V ^5 n n\ ""T l^Tl/ 


2 


K ) 


2 e 


<1( 当 n - oo ). 


《0》 


《0》 


故正项级数 a 收敛，从而通项 0( 当 n — oo 时） • 

I** I 

2 ) j <1( 当时），故正项级数|] a 

收敛，:*：胃-0(当 71^00). 

☆利用收敢级数余项趋向零 

例 1.3.16 气 — 士]•(太 原理工 
大学） 

解因级数_ ^收敛，因此其余项 


- 48 - 




= 2 y 

*=n + l K 


—0 ( 当 


0< 去 + UTI 7 + - + (2^ <r "-^° (当一 时)， 

故原极限为零（用 Cauchy 准则也行） • 

oo 

☆利用级数 2] 丨 A - Am 丨 的收敛性 

H = 1 

oo oo 

因 为：若 Ixnnl 收敛，则 2] ( A - A -1) 也收敛，因 


此 U *+ A 极限存在（当 00 时）. 

*-1 

*例1.3‘17设；=1 + 士 +… 十去 -ln n , 证明 UJ 收敛 
(合肥工业大学） 

证 | x n - x n _, I = 丄一 [In n 一 In ( 7? 一 1)] ， 

n 

对 In w - In ( n - 1) 利用 Lagrange 中值公式， 

In n - In (n — l ) = y -, 其中 n - 1 〈 $” 〈 n • 


因此有 1 




b 收 


2 I -^ 1 . - ^ J 收敛，从而 X n = ( x k - X k - x ) :^也 收敛. 


例 1.3.18 设 x „ = 



2h^2 


n\n n 


一 lnln n ( n = 2 


3,…），试证 UJ 收敛. 
提示仿上例 lx 


-^^L^-DlnTn 


(n + l)ln ( n + 1) $ n \n $„ 



21 x n + i ~ I 收敛，从而 ! 亦然. 
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利用连续性求极限 
例 1.3.19 求 limsin 2 ( 


:).( 浙江大学) 



V n 2 + n 十 n 


由于初等函数在有定义的地方皆连续， 


原极限= sin 2 lim 


☆ f . 综合性例题 

*例 1.3.20 设函数 / U ) 是周期为： T (丁 >0) 的连续周期 
函数.试证 

^ /(= (天津大学）’ 

证 I Vx €[0, + 00 )，彐 + 1)了， 

记 L /( Od / = c , h /( 0心 = a , I - ”了 = /?•则 

^ Jo f(t)dt= i^rri = f = + 〔 /( . 


因为 j <ir 

n n JnT n n 

+ 00 )( 其中 JVf 为 |/( x ) 丨的 界）. 

引=1^11+ 0 (当一〉. 

证 I 1° 当 /( x )>0 时（用两边夹法则）. 

V 工 >0, 3 neN , 使得 nT < x<(n + 1) T , 


0 ( 当 


从而有 


urAyr r a r 
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此式左端 = r ^ TT •+ C /( f ) d 卜士 r /u)c ^ J ( 当 w 今 
+ 叶类似，该式右端= 111，辜 「 /( , ) dr — j ， 故1「 f( t )dt 

n 1 Jo x Jo 

- w (当 72 - ►+ °°). 

2 。（一般情况）令 g ( x ) = fix ) - m (周期连续函数必有 
界， m 表示其下界）.这时 g (: r )>0, 应用1°之 结果： 

— f(t)dt = J (g(/) + m)df = 士 I 。 gU)dt + m 

g ( t)dt + m = Y lo /(之）心（当 + 00 时） • 

〆 的妙用. 

*例 1.3.21 设 / U ) 在[0，+①)上连续且 lim [/ U ) + / U )]- 

X-* *■ 00 

0,证明 lim /(* r )=0 •(昆明理工大学） 

X*^ + <» 

证（分步法 ）（ 利用^的特性，找出/与/+/的关系） 

( eYU ))、 〆 / ⑴ + e :/ U ), 

取 [ a , x ] 上的积分，并移项得 

e J /( x ) = e a /( a ) + J e [ f ( x ) + f ( x )] dx y 

从而 |/ U)|<f |/ U ) l +^£ e i |/( x ) + /( x )| da :. (1) 

因 / U ) + / U )-0 (当 x —+ oo )， 故 Ve >0, 3 4 >0,当： c > 
4时，有 l / U ) + /(： r ) l 〈音 •在 （1) 式中，令，则 （1) 式右 

端中的第二项 

(1) 式成为 |/( x ) K 4|/( a )| + |. 

e ^ 

再将 a 固定，: T 进一步增大，因 ^|/ U )1— 0 ( 当 I — + CX )), 

e 
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，使得 o :> △时， V ( a ) <4 r . 


即 |/(： r)|<y + 音 =€• /( X ) = 0 获证. 

的妙用 

*例 1.3.22 设 /(X) 在实轴上有界，且连续可微，并满足 

|/( x )-/( x)|<l (- oo <: r < + oo ), 

试证 ：|/ U )|<1 (- oo <a: < +~)•(北京师范大学） 

证 （ e - TUD ^ e - i / U )— e -:/( x ), 

[(e”/ ⑴ ) , 叫叫： e- f |/(0-/(r)ldr<J e- l dt=e-\ 

. 、 ( 1 ) 
因 /( x ) 有界 ，3 M >0,| e - Y ( x )|< e - x M -^0 (当 ⑺），故 

(1) 式即为 e i |/(: c )|< e _ x , 所以 |/( x)|<l (- oo < x < + oo ). 
(mathstu 提供） 

*例 1.3.23 设 /(0) = l 试证明 

Hm △义二 /⑴ =k •(浙江大学） 

卜0: b _ a 

证（希望把极限式写成导数定义中的形式） 

/(6)_/U) _ 6 ， /(6)-/(0)_ a ， / (a)-/(0) 

.b — a b - a b b - a a . 

(拟合法思想 :把要 证的极 限值々 写成与此式相似的形式） 


k = ^ k ^ b ^ k - 


两式相减0< 八 . b ) 一八 a) 

b _ a 


-k < 


/⑻-/⑻ 


b - a 


一 k 


a 

一 a 


/U)—/(0) 


一 k 


因^ o ' 卜 o ' 所以有 6>0> a ， A . 占 


< 1 . 
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又因 /( O ) = I 故当 a ^ O ' ,6-0 + 时右端极限为零•原极限 
获证. 

最后,作为方法的综合应用，下面介绍一个经常要用的重要 
结论. 

☆例 1.3.24 设 n — + ~时为无穷大置？若用 A ,《 

民表示无穷大量的阶高于 人的阶 ，即 lim ^ = 0. 试证 ： n — 

+ 00时，下列无穷大量有如下关系：（ (2 〉1,0<«<1，々61\) 
lnln n《ln n 《 n a 《 ! 《 n ” 时） • 

证 l 0 lim 与二 0 明显•因 0<# 〈丄 —0 (当 n —+«>)• 

n-*°° n n n 

2° 证 lim < = 0 .记 n Q = U ] (不超过 a 的最大整数），则 . n > 

”+ ooTl : * 〆 

n 。时 • 0< ； T^T ， ...^T <1 ， 0< S = m .…. i'^Tl •.… 




注本例结论很有用，最好能记住. 

极限问题是数学分析的基本问题之一.它贯穿着整个数学分 
析.为了不打乱本书的体系，本章只对极限的基本问題进行讨论, 
以后各章，再分别讨论在微分学、积分学、级数和多元函数里所出 
现的极限问题：除了上面介绍的几种求极限的方法之外，下两节将 
介绍用 O.Stolz 公式求极限和递推形式的极限. 

/ 练3 1.3 

该类问题，常出现在卷首或卷中，难度不大.如有困难可参看前面相应 

例题. 

1.3.1 求 极限! M 1 一士 " M 1 — + )..• (卜 •(北京航空航天大 
学，中国科技大学） 

提示 1-去 =^ + - 1 ) ，进行变形. 

☆ 1.3.2 证明 Vieu 公式： 



提示利用 COS -J- - »COS -y A-COS 0 及例 l. 3 . 2 ,lU 

结果. * • 

1.3.3 求 U ,6， C >0) •(东北师范大学）</&》 
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☆ 1.3.8 设 /(or) 在 [-M] 上连续，求 


•(华中师范大学） • 

x-o 3 — 1 Jin J 

提示可用等价代换求 . 

☆ 1.3.9 设极限 lim( a , + a 2 .+ …+ ) 存在，试求 

瓣 ，oo 

1) iim 丄 （ a, + 2a 2 + …+ zia ”） ； （ 0 》 

n - *oo n 

2) lim (n ! a, m a 2 .a”）+• • • ' (0) 

H-^co 

提不 1) i 己 S n = ^ a *, 则丄 ^ 务 a * = 丄 D [(i•+ ( n — k)) a k — 

*-i n *-i n * T | 

k - 1 

2) 0<( la , .2七•••••如„ + 似' 、. 

n 

1.3.10 设 A = maxi a, ， a 2 •… ， a m I >0 ( 务 =1,2, …， rw ); 求 


W + … + a ：：. (陕西师范大学 ) <A> 

攀 

1.3.11 ^Iim7l + 2"sin'x •(内蒙古大学 ) <2sin i , 当 | sin ：r I >|; 
1 ，当 - +〈sin ; 不存在，当 sin :r = - 士》 


: r-fVdf 

1-3.12 求 lim — — •(中国科学院） 
i—o x sin Lx 

☆ 1.3.13 计算(+ ( a >0, a \ l ).( 中国科学院) 

当 a > l ; l ，当 0< a < l 》 



1.3.14 若 /(x) = 




= 0 , 


Jo cos t 2 dt 


，x > 0 

求 lim/(_r). ( 上海工业大学） ^ 


《不存在》 
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1.3.15 求 lim (/ZT^-^r^ ? )•( 华中师范大学 ) ， < T > 

I— ♦ oo 

☆ 1.3.16 证明 •• 当 0< 走 <1 时 ， • 

lim[(n + l ) 4 - n *] = 0. <°> 

ft— 00 

提示可用: r 替代 j ， 运用 Hospital 法则； 或用微分中值公式；或用 0< 


n 


lY - „*<_^;还可用等价代换 ：（i + »一 1〜知 -1 ，等等不闻 方法. 

1.3.17 lim (2-: r )< •(浙江大学） <e *> 

1.3.18 已知1昀4^^ = 2,求 a 、 6 •(国防科技大学） <2,•-8> 


1.3.19 lim (^^m + ^n^l-2^^)•( 华中师范内学）卜 & 

T 一 ♦ 00 • • • 

提示提公因子:之后令: y =^； •后可用多种方法求 • 


1.3.20 求 lim ^ ( sin \/ x + 1 一 sinv ^ ). (武汉大学) . 《0》 

提示 可用微 分中值公式，或和差化积. 

☆ 1.3.21 设/是 R 上的可微函数 ， lim /(1)=八>0,试证 

♦ 00 

lim /( x )= + <». 

X 一 ♦ oo 

提示 /( x ) = /( x 0 ) + /( e )( x - x 0 )>/( xo ) + y ( x - xo )-+ 0 °. 

☆ 1.3.22 设/是 R 上的可微函数,试证 Jim TO ^^ = 0. 


提示 fill < 1^1 + 先让: r 。 充分大，再将 

•r x x 

它固定下来. 

☆ 1,3.23 x n > O t lim x 9 =0,试证 •• 

c ir^oo % 


” lim(I[ ^k) n =0; 

2) n x '**) T= °- 

(南开大学） 


提示 sup(jxsu? x .^) n 
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且 


6• 三 + 当 时广 

☆ 1.3.24 对 >0,pi >Pi> — >P ” ，/ h + />2 + … + A« 


=1 ，令 

F(x) = (p x a\ + p 2 a 2 + … 十户 ,07, 

试先 证明： . 

1) a„^F(x)^ai ;2) lim F(x) = a p ^ a p 2 2 •••<"• 

x—o + . 

然后求 lim Fix). 

± 00 

提示 1) 例如将 = 1，2 , …， n -1) 替换为 a 可得 左边不 等式; 
2) 先取对数，再用 Hospital 法則求 极限. 

再提示 (2 /> 〆 ） 


Hospital 法则 S a i n n 

lim In F(x) . lim - = ^ /),ln a, = In JJ a\ 

r —0 + 0 * p a x •" 1 i m 1 


F(x) = e IftF<x) -e ln ,r i ^ = fl ^ ( 当工一 0 ♦ 时 〉 • 


又 In F ( x ) = ^ln a ] 



+ + ln 卜+ 户 2 (艺） +••• + 



所以 .lim F(ar) = a , ，类似有 lim F(x) = a m . 

x 一 ♦ «> . x -^ - 00 

§ 1-4 O.Stolz 公式 


-In a , (当 


Stolz 公式可以说是数列的 L ’ Hospital 法则.它对求数列的 
极限很有用.本节专门讨论 Stolz 公式及其应用. 

一 、数列的情况 


定理1 (骂型 Stolz 公式) 

设 U w I 严格递增（即 V 沒云1^有0： |! <' + 1 )，且1如工 || = + oo . 

蕙 一 oo 
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若 


1) (有限数）， 

H^OoX rt 工 ”-1 

则 

Um 4= a ; (中国人民大学） 

2) a 为+ 00 或_ °°，结论仍然成立 • 

注（儿何意义）把 U „，％) 看成是平面上的点(如图 
1.4.1 所示），定理意义是，假设的横坐标 oo , 那么当 
的斜率以有限数 a 为极限时，则_的斜率也以 a 为 

极限. 



证1°目的在于 证明： Ve >0,3 N >0, 当时，有 

会一 a ⑴ 

记 (2) 

乂 X i» -1 

按已知条件有 limt =0,即 Ve >0, 37 V >0, 

n-^00 
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当；时，有 U n l <|. (3) 

现在的目标在于从 (3) 推出 （1). 为此从 （2) 解出 x 再代人 （1) •由 
⑵得 

y n = y n -\ + ( a „ ^ a )( x n - x H . x ) (再迭代使用此式 

= 义 -2 + (A-! + 0)(：!^ - + U n + fl)(X n - 工 ” -J 

=r • 

= 十 （ a N + l + fl )( x N+1 一 x N ) + …+ ( a ” + a )( x H — a :”-!) 

+ o ： n^\(^n*\ 一： r N )+ ••• + «”(x, — x”-i) + a(x” - x N )： 
两边同时除以再同时减去 a , 得 

4 

y n 〆 yN 一虹 n I 1 工尺 ” 一工 /J + … + la” I lx” 一 x”-i I 

工 ” \X n I t 

/ W 肛 /v 丄 e X n - x N 

〈 "X - + T 

I ： y N - ax N I e 

< ^~~ + T * 

将 n 再进一步增大，因 a ^+ oo , 故 3 NPN , 使得 扣有 

螫 

外一 ax N 〆 e 

■^ T - 〈！• 

于是 —-a <4- + 4- = e . 

x n 2 2 

2° (极限为+ CO 的情况）因已知+ OO , 所以 

w -«> a ： 爾 — 

利用1°中的结论只要证明％ 严， + ，则有 

^ n-l 

+ oo ( 问题得证）•因 x , 严，，要证咒严 ，只要 

n ~* ct3 y*i n-»«>x n 

证.事实上，= +⑺，所以对 Af = l ， 

X n ^n-l X n — X H ， X 
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3 N >0, 当 n>N 时， 有 乂: 即 

X n X n~\ 

n〉N 时，: y”-jy”-!〉：!：” - XhX). (4) 

所以当 n > N 时， ： y „ 严 /.(4) 式中令 n = N 十 l,N + 2, …, k ， 然 
后相加，可知 

yk ~ yN 〉 a - 工 n • 

令 oo , 知 y k ~^ + oo •证毕 • 

3 。 （极限为-⑺的情况）只要令- \即可转化为 2 ° 中的 
情况. 

注 lim % — % -1 = oo , — 般推不出 lim 亟 = oo •如令^ = n , 

n-*ooJC n — X„ ~ \ • n-^^X n 

bJ = |0,2 2 ，0,4 2 ，0,6 2 ，…I • 这时虽然 lim 氕= ^ = ~ ,但 

"―㈤ 工 ” X n-\ 

— = 10,2,0,4,0,6,.” l — oo . 

工 n 

定理2 型 Stolz 公式) 

设 M — oo 时 ％— 0,^严\0(严格单凋下降趋向零）•若 
• lim 一 ^- = a ，则 lim ' = a (其中 a 为有限数，+ oo 或 - oo ) • 

_ X ft-i 工 n • 

注定理1其名为言型，其实只要求分母 00( 严格单 
调上升趋向无穷大），至于分子％是否趋向无穷大，无关紧要.定 
理2则是名副其实的 | 型.因为定理条件要求分子、分母都以0为 
极限. 

Stelz 公式，对于求序列的极限十分有用，例 1.2. U 2), 如果应 
用 Stolz 公式，变得非常明显•因 lim a = a ， 所以 

= a .又如 

«-»<» Tl n —<» 丄 
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例 1.4.1 证明： 


p 


T (/> 为自然 数）. 


« l p +2〜“ + n p — 1 . • {n^lY 

^ ”巧 (n + l)，W 


=lim 


d^-ny 


心 (” lV + ^i^ n 〜 . + 1 夕 


Stolz 公式，必要时可以重复使用. 

SlnC / 

例 1.4.2 设 S ”=^—( 其中 G = 


一 n(n — !)•••(« - k 






求 lim S " • 


解因，，+00,应用& 0 1 2 公式 


n + l 


S ln ^i - 2 lnC * 


n + l 


S ln %r + In 0„ +1 
- 1 ^— 2；，1 - 


. S ln ^r 


2n + 1 


M *\ 


(n + l)ln (n 十 1) 一 ^Jln 是 
= - 2^Tf—" ——(再次使用 Stolz 公式) 

= \[ m (”十 l)ln (yi + 1) 一 nln ” 一 In ( n + 1) 

"― ~ (2n + 1) - {2n - 1)—~ ^ 

lft ( — I ': 

= i ™ 2 = T . 

有时问题经过处理之后，方能用 s^iz 公式. 

例I . 4 . 3 设! tWA” - 々,”）=0•试证 :极限 

- -- ^存在时，； 
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iim A” = lim 


A\ + A 2 + … + A, 






证因 A „ = ( A , - Al + "~ + —) + Al + : 上 么 1 ，只须证明 
第一项趋于零 • 为了利用 lim W (A n - U^O, 特令 a, = A w a 2 

w 一 oo 

= A 2 - A , ，…， = A n - ，…，则知 lim m2 ” =0, 且 

H — 00 

A=(A„ - A^J + CA^, 一 十 … 十 (A 2 - A,) +Aj 


，只须证明 


=a„ a 


a,. 


于是 


lim A” 一 


A ， 十 


«-♦«> 




= 靶(。,… a,)- fl i + U ， a . 2) + ；；. + Ul t ： 

= Um c (?- _ ”〜 (应用 Stolz 公式） 

n -*» • 71 - • . • 


+ a ”） 


= lim ( ^：- 1)Q A = lim^ 


^cofl 一 I W 一 


- •«» tl 


n - a n =0. 


例 i .“，(占 n 占厂…(异 ) 7 

解先取对数，再求极限 . 


In ^ln 


?^ ln + …+ 士 1 n 


2 " —1 


= 2^( ln 2^T + 2In 2^L + --- +r " 2ln ^ 


应用 Stolz 公式 , 


- 2f 2 


2 … In 


limln 二 lim^vri 1 U = lim In 




，”— 2"- 1 一 2 ” 


limin — • — z — 

一 2 -^t 


= lny. 
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故原式 = limx n = y. 


※二、函数极限的情况 


Stolz 公式可以推广到函数极限的情况: 
定理 r 型)若 了 >o 为常数， 


1) g(x+T)>g-(x),V x^a ; 

2) g ( x )~^ + °°(当 — + °° 时），且 /，g 在 + 内闭有 
界（即指： V6>a，/， 名在 [a,6] 上有 界）； 


3) 


/(J ： + T) -/(x) = 
+ T) - g ( x ) 


则 lim^{ = r (其中 / 为有限数，或 + oo, 或-⑺ ）• 

X ^* oog { x ) • 

证1°(/为有限数)要证明 lim ¥4 = /,即要证明 Ve>0, 
3z\>0, 当： r>4 时，有 





按已知条件奴 *r) 


，及奴 蘇朵裝卜 w 


0,3 A>0, 当 : c>A 时，有 g ( x )>0 9 

f ( x + T )- f ( x ) 


< 




( 2 ) 


g\Jo + T )：- g ( x ) 

至此，我们若能证明 Ve>0, 3 N >0, 当 n>N 时，对任意： r€ 
[A，A+ 了],恒有… ’ •， ， 


/( jHT )— 

g^x ^ nf ) 


< 


(3) 


则 U) 式获证.•事实上， Vy>A tWT , 总 3 n > N 及 《 r €[ A , A 十 
T ], 使得 


^ = X + nT • 
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从而由 （ 3) 式知 Vy>A + 7V ： r 有 


< £ . 


这表明 （ 1) 式成立 . 

剩下的问题在于从 (2) 式推证 （ 3) 式 . 我们采用本节定理 1 类 
似的方法 . . 


nT )- _ 
+ nT) - g{x + (n 一 1) 丁） 


⑷ 


则 


/( x + wT ). 

= /(x + (n - 1) 了 ） + [g(«r + nT) 

-g(x^(n-l)T)](a n ^l) ( 反复使用此式 ) 


= /(x + (n - 2)T) + [^-(x + (n - 1)7 ) 

- g{x + (n -2)T)](a fl _, + /) 

+ [g(x ^ nT) - g(x + (n - l)T)](a n + l) 


= /(x+ T)-f-[g( x + 2T)-g(x+ T)](a 2 -Z) 

十 [《（*r + 3T) - ^(x + 2T)](a 3 + Z) + … + [g(x + nT) 
- g(:r + («-l)T)](A + /) 

= /(x + T) a 2 [g{x ^2T) - g{x ^ T)] + ••- 
+ ««[^(^ + wT)-^(x + (n-l)T)] 

^ l[g{x + nT) - g(x + T)] f 

再除以 gU + nT ), 减去得 

f(x+nT) , ^ fU±T)-lg(x^T) 丄， 1 
Jlx^ nT ) 〜 gix-^ nT) ]g(x+nT)\ 

x 1 I a 2 1 | 发（工 + 2T) — g(x 十 "T) I + ••• 

+ 1 a” 1 |g(a: + nT) — g(x + (n — 1) 丁 ）1 1 • 

由 (2) 式知 U 4 |< 音 U = l ,2, … ，”）， 注意定理条件 1), 
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卜才右 /( 工 + T)-/g(3：-H T) 

上式石萌 $ g(x + nT) 

丄 g( j + nT) - g(x + T) 
2 g(x + nT) 


<T /(i + 了）一 Igix + T) 丄 
g(x + nT) 2 . 


按条件 , /U + T )- Zg(x + T ) 在 [ A ， A + : T ] 上有界，即 3 M >0, 
使得 I/U + 了） - 输 (x + 了 ） I < M •于是 

上式右端 <TK^TTT + f 
但 g ( x )—+ oo (当14 + 00时），故3〜>0,当 n > N 时有 


所以 


M/ g(x + nT) | < 


T * 


2 。 因 lim g («r ) = 




，故 


VAf>0,3 A>a, 当 x>A 时 ，发 (x)>0, 

/(o: + T) -/(x).. 


>2M. 


从而 Vn 6 N , 有 ^ 

g(x+nT)-^(x + (n-l)T) 

由此 

/(x+ nT)>/(x + (n -l)T) + 2M[^(x+ nT) 

-g(x + ( n -l)T)] (反复使用此式） 
•>/(x + (n-2)T) + 2M[^(x + („-l)T) 

- g(x + (n -2)T)] + 2M[g(x + nT) 
-gU + (n - im] 

>/(x) + 2M[^(x+ T)-^(x)] + - 
+ 2M[g(x + wT) - g(x + (n~l)T)] 
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= fix) + 2M[g(x + nT) - g(x)]. 

两边同时除以 g(x + nT) 9 

半 巧 观+ f{x ) 二义(/上 • 

gKxr^ nT) g(x + n I ) 

注意到 /U)-2Af g U) 在 [A,A + 了 ] 上有界，而 g(x^-nT)-^ 

+ ° o ，所以 3 N >0, n>N 时， d ; 巧冬 () 子) 〉 - M ， 

于是 

J(^T) >2M - M=M - 

因 V ： y>A + ATT ， 3 及 [ A , A + 了 ] ，使得 


y = x nT. 


故 


f(y) = f(x^nT) 

Y(y) nT) 


>M. 


此即表明 lim 4^= +cx> - 

X— * g \ X ) 

3° / = - oo 的情况，可考虑- /(：r) 化为 r 的情况. 

对I型的 Stolz 公式，有类似的推广. 


定理 2' (苦型)设 T >0, 且 

1) 0<g(x+ T)<g(x) {\J x>a); 

2) lim f(x) — lim g ： (x) = 0; 

X— + 00 ^ 00 


3) 


lim 4^ 
: —<«g ■(: r + 


了）- /(:) _ 
T)-g(x)~ 



则 lim 4^1 = / (其中 / = 有限数，或 + oo, 或一 oo). 

X-* ^ oo g\X ) 

有些问题，用上'述定理可变得十分容易.如 


*例1.4.5 ( Cauchy 定理）若/在 U , + ~)内有定义，且 
内闭有界（即▽[^,沒](=(心+ 00)， / 在[心 /? ]上有界 ） ，则 

1) li m Zi^2：= li m [/( 工 + 1)— / ⑴] ;• • 

■T— + 00 JC J-* + OO 
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2) lim [/(x)]i= lim ) (f(x)>c>0) 9 

_r—■ ♦ oo - x -* + oo J \X ) 

当右边极限存在时成立. 

*例1.4.6设/在 [ a , + oo ) 上定义，内闭有界， 
lim /(X + I ) r /U) = / (/ = 有限数，十 oo ,- oo )， 则 

广 * + oo X 

lim A^r = ^4 l ：- 

X— 4-00 ^ W 十 1 

证 lim lim /(X + 1)「/( I ) 

X-+OQ x r—+oo(x + 1) — X 

=lim _ /(x + l )-/( x ) 

卜 + ~U + 1)/ + ^V\ 

1*2 


=lim 


/(x + 1) -f(x) 

n 

X 




X 


(/ 为 + oo , 一 oo 也成立 .） 

/ ^ a 1.4 

☆ 1.4.1 求 limz , ,其中 

1) 设 A =^n ; 

2) 设 _ 


提不取对数 G 再用 Stolz 公式 
☆ 1.4.2 求 

n -* o > n 

1.4.3 已知数列|:^|满足条件 


< 1 > 

< 0 > 


.(华中师范大学） 


< 1 > 


1;111( < 1„-1”_ 2 ) = 0，证明 ： 1;01 


n 


= 0•(四川大学，国防科技大学） 
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☆ 1.4.4 设 limjr ^ a . 

” 一 TO 

1) 若 a 为有限数，证明 ：lim 


• T , +2 x ： 


w v n 


2) 若 a 为十 oo , 证明： 


.( 南京大学) 


☆ 1.4 .S 证明：若数列丨收敛于 fl , 且 lim p k = + °° ypk ^ 0 (k 

颺 — 00 ^"T 


) ，则 


^jPkdk 

lim ^ — =a •(东北师范大学） 

一 * 以 
“1 

n 

*1.4.6 已知 lir ^ D 〜存在为单调增加的正数列，且 

” A -I n—® 

+ U = l ，2, …）， 求证： 


Pi a, + p 2 a 2 + - + 


= 0.( 北京师范大学） 


提示记 S „ = 乂〜，则 

a - 應 

Pka k = 2 Pk(s k - s*.,) + />,s, = s k (Pk^i - p k ) + s H p n 


再次提示 lim -5 


n I 

2.氏 （ ~ Pk ) 


= lim (- S ”- 


• 4.7 若 0 < A < 1, a , 〉0,且 lim a " = a ，试证 lim ( a 


Xa 


+ ^ a Q ) = 


-r 


提不令 = a + ，再用石型 Stolz 公式. 
再次提示 lim ^] A * a ,..* = limg 




=lim - 
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提示 2) 通分之后再用 Stolz 公式. 


☆ §1.5 递推形式的极限 



有些数列，常常是利用递推的形式给出的.如何计算这类数列 
的极限，是本节的中心问题. 

此类问题在考研中比较常见，应多加注意. 

☆一、 利用存在性求极限 


要点假若用某种方法证明了递推数列的极限存在，则在递 
推公式里取极限，便可得极限值 A 应满足的方程.解此方程，可求 
极限值 

证明数列的极限存在，常采用两种 方法： 

1) 利用单调有界原理. 

若有上界，或有下界，则收敛. 

判断单调性，通常方法 是：. 



V n € N :工歸”一 


po , 则 
1<0,则 


⑵ 


VrzeN 


则 A ，, 
則: r 入 


⑶若 Am 


当时 yX n / \ 

当 时 ,X n \. 

(这是根据 X，” - x n = /(x, ) - f{x H . x ) = /($„)( X, 
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Am ) 利用数学归纳法得到的)此外数学归纳法以及常用的不等式 
都是证明单调、有界的重要工具. 

2) 利用“压缩映像”原理 

定理 r 对于任一数列 uj 而言，若存在常数 r , 使得 Vne 
N ， 恒有 

|〜i - 工 ” 丨 < 厂丨工 - 工 ”-1 I ， 0< r<l, (A) 

则数列收敛. 

2°特別，若数列 U „ l 利用递推公式 给出： 
x n ,^ f ( x n ) U = 1,2,…），其中/为某一可微函数，且3 r 
€ R ，使得 

l /( x )|< r<l ( V x € R ), ( B ) 

则 I 收敛•（华中理丄大学，东北师范大学等） 

证 1•此时 U … 一及|< f ^ 

= Ij ：〗- 工。 丨 • r 、 _ r r < U | - 

应用 Cauchy 准则，知 U ” I 收敛•或利用 D ， Alembert 判别法，可知 
级数-^-。绝对收敛，从而序列 •• 

n 

工”二2 (A - I卜1) + 工 0 (n = l,2, …） 

收敛. 

2°若 ( B) 式成立，利用微分中值 定理： 

I A +1 - 文 ” 丨 =I /( A ) - /( x" • | ) 丨 

= l /(6)(. r n - ) | 

<r 丨 :r” - x n , x I , n =2,3,— 

即此时 (A) 式亦成立，故由1。知 U„l 收敛. 

注若 (B) 式只在某区间/上成立，则必须验证 ，|〜 j 是否保 
持在区间 J 中（如例 1.5.6). * 
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☆例 1.5.1 证明数列 x 0 = l , a: n + l = ^/ 2 x n y n =0,1，2,…有 
极限，并求其值 .（ 中国科技大学，华中师范大学） 

证 I 1。显然 1<1。<2 ; 若 1<〜<2则 l < x „ + 1 =/^< 

v ^ = 2 .故一切 neN , 有 l < x „<2. 

r 因 ，故工， •... 

3°利用单调有界原理，知 I 收敛.记 A t limi ,在= 

中取极限得 A = v ^ X , A =0 或 2. 

4。因 OCo ：,， ，所以 A =0 不合题意•极限 . 

蹭 —CO 

证 I 记 / U ) = v ^ u >0), 有 / U ) = ^=> o , 故 

• 2 v x • 

/(• r )/, 从而由 a >&•, 可推出 x n ^= f ( x n )> f ( x H . t ) = x n . 

今有 X , =>/2 >Xo = 1，故 A < x 2 〈々〈… a /. 其余同证 I • 
■证 I (利用压缩映像），如证 I 已有 l < x n <2, 对 >(0；) = 
%/2 i , 有 

lru)l = 27 ^ < r <u 

即 ( B ) 式成立满马压缩映像条件，故收其余同证 I • 

# ^* 1 . 

证汉 x„ = /2x h ~ x =V 2 /2x n f 2 =V - -4l 

= 2 士少 一古 

• =2 卜 ( 当 n — oo ) •(写 出通项求 极限） 

☆例 1. S .2 设 a >0, 取:用递推公式 

〜产 士十， * 

0 ■ 

来确定 孓为正整数）•（北 

，7!， 



京师范大学，武汉大学) 


提示利用“算术平均值>几何平均值”: 


(p — 1) 工” + 


P 


^fa • 考査 + 1 - •!：„ 易证 


以上的作 法是： 先证明 X n + I =/(：!：„) 所给数列单调有界，然后 
取极限，指明极限是方程 尤二八幻 的根.下例将看到 ：先求 出方程 
式 ：r = /(« r ) 的根反而有利于单调有界的证明. 

☆例 1.5.3 (不动点方法）已知数列 U , l 在区间/上由 
工” ”=/(:”) (n = 1,2,…） 给出，/是 J 上连续增函数，若 f 在1 
上有不动点 x •(即 

满足 （A _/(々 ））（ X | - i • )>0， （*) 

则此时数列 U n I 必收敛，且极限 A 满足 A == /(八）.若（ * )式 “彡” 
改为“ >”对任意 A € /成立，则意味着： *；• 是唯一不动点，并且 
A = . 


特别，若/可导，且 0</ U)<l (当则/严增，且不 
等式 （*)(“> ”可改 为“〉 ”）会自动满足 （ v^e j ). 这时/的不 
动点存在必唯 一 ，从而 A = X ' 

证（分三种情况进行讨论） 

1。若 •，则 x 2 ^ f ( x x )> f ( x m ) = x m ，一般地,若已证 

到•，则 x w + 1 =/( xJ >/( x -) = x # ，根据数学归纳法，这 
就证明了，一切•(即 x •是 X ，之下 界）. 

另一方面，由 （*) 式条件，已有：由/，知 x 3 
= / U 2)</( h ) = x 2 , …•一般地若已证到•由//知 
A + •这就证明了〜\.再由单调有界原 

理，知 UI 收敛. 

在一^ =/ UJ 里取极限，因 /( x ) 连续，可知 U rt | 的极限 A 
适合方程 A =/( A ). 

2°的情况，类似可证. 



3。 若，则一切，结论 自明. 

最后，假若 0</(o:)<l( ViG J), 由压缩映像原理可知 
U„ 丨收敛•事实上，这时也不难验证 （* )条件成立 .如： 对函数 
FU)E*r-/(o;) 应用微分中值定理（注意到 F(x # ) = 0,r(x) 
>0), 知在/与 o ： 之间，使得 

x - f(x)=F(x) = F(x m ) + F 7 (^)(j ： - x m ) = F'(^)( x - jt # ), 
可见 （o: - /(jr))(ar —:^)>0. 

即条件 （* ) 严格成立，故 • - 

H-^OO 

练习设 + 为常数），求 li m 〜. 

C T X” n ，oo 

(云南大学，南京航空航天大学，武汉大学，华中师范大学等） 

解 I (用单调有界原理） r 若々="，则 x.=v7 (Vne 

N) ， limx„ = V 7. 

IV—CO 

2° 若 X, >"， 因 = c - 严入故 v „ 

因而由々>77可推知一 切工”>^/7 • I . _ 

_ 2 • 收敛 • 

又因 A + 1 - 八 =^£ jl < 0 , 知 X ” 严 、 j 
同理可证， ( XxiCV ? 时，一切〜〈/^〜严入总之^单 
调有界，极限存在，在工…=二 ?:> 中取极限，可得 lim X w = 

C 了工” n— «» 

r c . 

解 I (用压缩映像）因1>0,且 ： C>0 时， /u) = 

. £ v^ 2 L = f ^ >o '^ c>1 ^ 
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0</(x) = 


c(c 一 1) 
( c ^ x ) 1 




c 


卜 |<nvx>0 )， 


故心 +1 =/(：0为压缩映像，1：0收敛，同上”1迕〜 = ^^ 

解 I (利用不动点）显然一切 A > 0 ,令 

尸 （ 1)三£^_£1 = 0；， 知不动点•而/，且 I 一 

* C +工 


C 


(1 +工 


C + X 


X 


-/ c ) = 


CX 十 X 


C — CX 


X 


C -T X 




X 


十 77 


C -r X 


U - 


心) 2 >0， 

表明 （* ) 条件严格成立，根据不动点方法原理 lirnx ^ =/?. 

n -*°° 

注1°递推函数/，，保证了 《 r n 位于不动点 I •的同一侧 
(如:/ < x n => x ，> =/(«r • )</( 1 ” ） = 

. 再加上条件 （* ) :(x - f ( x))(x - x m ) >0 ( VarGf 〉， 意味 
着 工„ 向 :c • 步步靠近（如：若 ：r • < ：!：„，则 工„ >/(工„ ) = x „ + 1 ，又如 
上述， //，工 • < x n => x # <:*:,♦, ，故有 x * < x n ^, < , V w GN ). 

2°例 1.5.3( 不动点方法）对部分难题相当有效，请参看本 
节末的习题. . 


*例1.5.4设 :ri = l , j ： 2 = 士， o: w + 
分析假设极限存在，值为 A . 则 


X , 


，求 li 


mx 


A = 


A 


， A 2 +A - 1=0, 


A = - i |^ = 


0.618 … 
-1.618 

因 x „>0, 负数不合题意，故 A =0.618".. 
我们来研究 a 的分布情况. 


若 x „< A ，则 x s + 1 = = A , 
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若 a > A ,则 x n + l = 


< 


=A, 


一 A 1 + 八 

即〜在焱的左右来回跳动•而：^ = 1>0.618…，故知 


^ \ 9^3 * -^5 * *'* « X 2n 

^2 9^4 » ^6 ，•籲 > ^2 h 


癱泰 ♦ 


- •• > A , 
<A. 


⑴ 


若收敛于 A, 则 U 2B U：T 2>t + 1 l 亦然•因此我们猜想 ：是否 
U 2li 丨在 A 左端，^，|*2： 2|| + 1 |在 A 右端为此我们来考査 
X „ + 2 一 A 的符号： 




X . = 


x t 


- X - X 


x m = 


+ r ^ 


X. 


2 + x . 


⑵ 


而1 - X - X 2 =0的两根为 X 丨. 2 = 


一 - l ± y [5 


2 


0.618 …， 
一1.618〜 


故 1 — x *• a: 2 = (1.6；^" + o:)(0. 618… -：r). (2) 式变为 

(1.618 -## x n )(0. 618 …~ x n ) 

〜 2 一工，- 2 TT n - 

>0 .(若 x„<0.618 - = A) f 

<0 (若 jt ” >0.618山= A )• • 

式 （1),(3) 表明， U 2ll l/nj A 为上界 • U 2ll + I |\ 以 A 为下界•因 


⑶ 


此二子列收敛•记 = a , = 尽，在式 x 2ll = 


^2 n - 


及工 2 i » + l 


工2 


里取极限得 


1 + 沒， 


卜 TT ^ 

由此解得 《 = A=A=0.618 …•既然 U 2 J 与 Uw] 有相同极限 
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由例 1.2.13 知= A=0•618…• 

”-，oo 

解 （利用导数）设 

F'(x) 二 (/(/(:)))' =( 货 ) 、旧 ^>0 〜 i=FU-i). 

I 2» iO — 工 2 i » frl = F (€)(12«41-工2”-1)(冬在' 2： 2|« - 1 与工2” + I 之 
间）.此式表明 （12；* t 3 -工201 ) 与 （ 尤2” + 1 — 工2”-1 ) 同号（” =1， 

2,…）.又因 o：3 = F(.r 1 )-y<a: I = 1•因此递推知 U 2w + I I又 

明显有下界0,故 U 2 ^,l 收敛. 

同理可知 U 2n |，， 明显有上界1,故 U 2 „l 也 收敛. U 2 J, 
U 2 „ + I i 都收敛，故 U„l 收敛（例 1.2.13) .在递推里取极限，得极 
限 

A = A=0.618 … （负数不合题 意）. 

小结 至此我们实际已得如下 结论： 

(不动点方法之二)设数列 U n l 由=/(^)给出，递推下 
去取值范围不超过 /，/( x ) 在/ 上/(^)<0(/严\4)，若/有不 
动点 or •，则 U 2 n 丨、 U 2|| + 1 I 分别在工'之两侧•这时 FU ) = 
/(/( X ))是它们的递推函数，且 F / ( x ) = f ( f ( x ))- f ( x )>0 
( F ( o :) 严 /). 因此，我们可按例 1.5.3 的不动点方法对卜 2 „丨、 
1心,, + 1 1分别进行 处理. 

以上我们讨论了已知递推公式，证明它收敛.现在来看一个反 
问题. 

例 1.5.5 已知数列 U„l 由关系 u x = b ， 

u n ^ v - u\^ {\-2a)u n -^ a 2 {n^\) ( 1 ) 

给出，问当且仅当 a, 6 是什么数时，数列收敛？其极限等于 
什么？ 

分析 我们首先考 査：若 收敛，应满足什么条件.从 
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(1) 式知，若 lim 、= A ，则 

n — 00 

A = A 2 + (1 ~ 2 a)A + a 1 ，从而 A — a . 

又按 （1) 式 、 + 1 = + (、 一 ( n > l )， 

因此 U n |， A . 故一切 u n <A = a . 

从而 d 十 （1 — 2 a ) M ” 十 a 2 - a <0， （2) 

但 (2) 式左端的二次三项式 x 2 + ( l -2 a)x + a 2 - a 的二根为 
(^-1)与心1 2 的系数>0，故(2)当且仅当 

w n €[ a ~ l , a ] (3) 

时成立 . = 6,这样我们得知要极限存在必须 

a — . (4) 

反之，假如 (4) 式成立，按二次三项式的性质应有 

u 2 = u \ + (1 - 2 a ) u , + a 2 6[ a - l , a ]. 

如此递推,用数学归纳法，可得 

有上界.故由 （1) 式取极限，可得 w U^ W|l = a . 

下面着重讨论压缩映像的应用.^ ~ 

☆例 1.5.6 .证 明：若 / U ) 在区间 / = U - r, a + r ] 上可 
微， 

|/(工）|<«<1 且 |/ U )- fl |<( li ) r . (1) 

任取0：。€ J , 令 a 二/心❶），：，/^:^),…，^” t / Xid ), …，则 
\ imx H = x ^ ,/为方程工=/(工）的根（即 i •为/的不动 点）. 

n-^°° # 

证已知 J . 今设则 

丨工 ” + 1 - al = |/( ： 0-/(a) + /(a) - a| 

^1/($) I I J ：. - a I + I /( a ) - a I ($ 在 x ” 与 a 之 
间） 

[由 （1)] ^ar + (1 — a ) r = r , 

即〜 +1 €厂这就证明了 ：一切 x n ei . 
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应用微分中值定理 ，3$ 在 + 1 之间（从而 ?€/)： 

lx B + J -X n \ = \f(x„)- f(x n . l )\ = |/(e)(x„ - 

I - x n _! I (0< a < 1). 

这表明是压缩映像，所以 U » i 收敛.因/连续，在 A 
二 /( x „-,) 里取极限知 UJ 的极限为 a ： = / U ) 的根 • 

例 1.5.7 设数列 I 久 I ， it ! 满足 

Pn^i = Pn +2q„ ， q … =fi m + q H9 pi = «i = l. 

求 lim — . • 

n — q， t 

提示记〜 =△ ，则 

U , …- A I <^ U ” - a n ., I . 

压缩映像条件 U„ M - x n KrU n - 丨，其中常数 r 要求 
满足 0< r *< 1.不满足就不能用.如下例就很容易发生错误. 

例 1. S .8 设 / U ) 映 U ,6] 为自身，且 

\f(x)-f(y)\< :] x-y\, (1) 

任取 X , € [ C 2，&], 令 

+ i + ./(工” )]• (2) 

求证数列有极限满足方程 f ( x m . (北京航空航天 

大学，西北师范大学） 

证 （1) 式表明 / U ) 连续•只要证明了 U „ l 单调，心€[心 
6] U = l ，2, …），自然 U „ l 有极限，在 （2) 式中取极限，便知 U „| 
的极限，满足 /(?) = /. 

因为 / U ) 映 [ a ,6] 为自身，所以当& eU ，6] 时，由式 (2) 知 
A + l € [ a , 6] 亦然•既然: [ a , 6], 故一切 n , 恒有 x n ^[ aM . 


剩下只需证明单调性•事实上，若〜《/(心），则 * r 2 
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f ( x x )]^ x x ，而任一 n ,若 时，便有 

f ( x n X ,\ f ( x H ^)- f ( x n )\^\ x n ^ 1 - x H I - x n - x ”- i . 
将带负号的项移到不等式的另一端，然后同除以2,即得 

Jc n = +/( A -,)]<+!>. +/( xJ ] = x. M , 

故：同理若)时，可证心\. 

注由（1)、(2)式可得 

I - xj <| X „ - X„„J I . (3) 

此式很像压缩映像的条件，但实际不 
是，因为 （3) 式相当于厂=1，不是0<厂<1. 

如果用压缩映像做，是极大的错误.因本题 B 的就主要考査这 
一点.此外本例还说明压缩映像条件是充分的不是必要的.虽然压 
缩映像原理不能用，但极限依然存在. 

附注该题的几何意义，可用图 1.5.1 表示. 



图 1.5.1 


二 、写出通项求极限 

要点 对递推序列，有时可以通过递推关系写出数列的通项 
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表达式，从而可以应用前几节的方法求 极限. 

工 十 3 C 

☆例 1.S.9 设 

(浙江大学） 

注虽然可以证明此数列是压缩的， jx „ l 收敛，但在递推公 
式里取极限，无法求出极限值.但每项是前两项的算术平均值，因 

此从图 1.5.2 可以看岀： : c 3 = l - + + 去，: r 4 = 
1-士 + + - j ， … •很容易写岀 X - 的表 达式. 



图 1.5.2 


解 ♦ 1 ~ X n 

反复应用此结果， 



于是 







例 1.5.10 设4 0> ,4 0> ,4 0> 为三角形各边的长，令 
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(1) 





证明 ：lim a ^ = 

k ~* + °o 


一 ai 0 W ) 〜 


3 


= 1,2,3).( 南京大学) 


证 [分别求 af (£ = l ,2,3) 的表达式]由式 （1) 知 

+ = a ” + { " + { ° 

记 


⑴一 1 / .(*-1) 


ar =4(a 2 


2 


T 


w ) + d 0> 

』 r u ) 


jur 2> +4 卜 2> >+ 冬 ur 2> +“r 2) ) 


.2 




(k-2) 


由此 


(20 _ 


去屮…屮> 


T 


l 

4^ 


a 


( 0 ) 


1 - 


T 




(当 k —、 


同理⑷ —1( 当是 


)• 


所以 aj 2 * + ,) = y ( a2 2>) + a \ 2 k ) 卜+ ( 当 k — oo ) ， 


同理 # + 1) _| 42 “ 0 — 4 ( 当是 


)• 


故 


lim a ：* ; =^-= 

4 + 00 ^ 


一 I _a\ 0 ) ^a[ 0) ^a 


( 0 ) 


3 


通项并不总是轻而易举地能写出来，有时需要引人适当的 


参量. 
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※例 1.5.11 设 A >0,/ >(),〜，〜 为已知常数， d +以\ 0, 
数列 U ， l 由关系 

; + | ^ ka n + la n . x ⑴ 

给出，试求 lim -^-. 

解（首先我们先看看，假若 lim 存在，其值应为什么？) 

tt-^oo a n . j 

在递推公式 （1) 中，除以,，得 


⑵ 


< 1 . 


设 i 收敛，记 X=lim 1，则由 （2) 得 

a„-i 、 ”一 ^1»-1 

X 2 = kX + I ， (3) 

k ^ y / k 2 +4/记 

-2- 5=1 a , 众 

X lt2 =^ 显然互 <1. 

2 9mmp, 

(至此证明了 ：若所 求的极限存在，则极限值必为 a 或 /?. 为了证实 
该极限存在，自然希望把1表成的函数，为此我们把递推公 

a n-\ 

式里的々，/变换成《，/?)利用韦达定理，由 （3) 

々 = a 十 /?,/ = - a(3. 

代人递推公式 （1) 得 

a n + 1 - aa n =/?(a n - aa..,), 

o r o \ U=2,3 , …）， 

a n*i - 恥 ” ： a{a n - pa n . x ) 

反复使用此式，得 

a„ + l - aa n = /3"' 1 (a 2 - aa l ), 

0 n - X( n 、 （ n =2,3, …）. (4) 

a n + i - ^a n -a (a 2 -^2,) 


w =2,3, …）， 


in =2,3, …）. 


⑷ 



可见 : r 若〜 ，则^ 

故 1守1 收敛， 



2。若〜\和 1 ，则由 （4) 可得 



从而可写出 &11 的表 达式: 


a n (a 2 ~ ^a\) ^ ^ (d 2 ^ aa i) 



注意吾 > l，n 充分大时，吾^ > a -~~ ，故此 

P P a 2 - 

上式一 g = ”¥~ L 4 ! (当 oo 时）.解毕. 

为了写出通项，有时可联系对偶的问题来考虑（这也是数学中 
常用的思想方法） .如： 

※例 1.5. 12 设 [ or ] 表示不超过 o : 的最大整数，记号 
•r ~ [ x ] 表示 《r 的小数部分，试求 lim I (2 +^3)"| .( 国外赛题） 

n -*oo 

解 i (2+^ ri 是 (2+^ r 的小数部分，自然，将 （2 +^r 

中的整数项去掉，不会影响它的值.将（2 +乃）”展开，合并同 
类项， 

(2+73)-= 2 Ct(^) k 2 n ^ k = A m +B n V 3 9 

»-0 
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( 1 ) 



其中 表示々 为偶数的各项之和 ，氏 是々为奇数的各项之和, 
可见 A „ , B „ 都是整数.去掉第一项 A w ，不影响小数部分， 

f(2+^3)M = |B^|. (2) 

为了进一步求丨 A 乃 | 的表达式，打开思路，考虑对偶问题.与 （1) 
比较，我们有 

0<(2 - >/3) n =A n -B„73. (3) 

由此，我们发现，即 A, 是比无 理数艮 71大的整数，而 
且⑶中 

0<2 - 乃<1， 

故由（3)， 

A” 一 B b /3 = (2-/I) n — 0 (n-^oo). (4) 

这说明 A„ 不仅是比艮乃大的整数，而日.是与氏乃无限接近的整 
数.故的小数部分 

I.B n 73l=B n y 3-( A n -l). 

联系 （2),(4), 

!(2+^3)"1 = | B m V^I = B , v ^3-( A ,-1) 

=1 一 （纪 ( 当 时）. 

三、替换与变形 

要点对递推形式的数列，同样可以进行变量替换与变形，使 
变成已知极限，或易于计算的极限 .. 

例 1.5.13 设 U w 丨为 Fibonacci 数列，8卩 a, = 1 ,a 2 = l,a„ f2 

= + i + a”（ W = 1，2,…）.记： c ” = 111, 求 （华中师范 

a n rt~*oo 

大学） 

解由已知条件知 ^ = l + + 1 = i 十丄•令> = 

a n + l a n*l X H 
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此即 

yntl = Try m - 

且 =1 = ^ = 1这就是本节例1.5.4.故1&%=0.618-， 

x, a 2 "一 

limx ” = lim ~^~= lim(l + ： y ”） = 1.618”.. 

n —«» »，oo 

例 1.5.14 证明数列 

2,2 + +，2 + ―^，… 

• 2+ t 

收敛，并求其极限.（华中科技大学） 

解 从数列特征可以看出，相邻两项的关系是 

工《 + 1 = 2十士- 

^ n 

因此，设 I 收敛，则极限 A 满足方程 

A=2+ ^ 

考虑到 A >0,所以 A = 1 + V 2. 

令 = A + a n = 1 +^2 + a n . 

将 (2) 代人 （1) 得 

. .—(1 - yf 2 ) a n 
…•:卜 一 1+々+«”• 

至此,我们已将满足 （1) 的数列 UJ - A , 的问题，化为满足 （3) 的 
数列 U . I —0 的问题.事实 上，： 

。丨 = - A = 1 ^*/2 9 1 a l I < 士， 


( 1 ) 

⑵ 

⑶ 


由 （3) 应用数学归纳法，易证 
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I I 

故 limx „ - lim(l + V ^ + a ”）= 1 

n -*«> . »-*«* 

另解因 z „>2( V «€ N )， 

故 Ul 收敛，极限 A : A =2 + ^, 得 A = l +^. 

※四、图解法 

上面几种解法都是分析解法，论证严谨，思想性强，但不够直 
观.下面提出一种图解法，可给人以整体观念，做到一目了然.有些 
问题，用此法可帮助我们看出 I 的变化情况. 

要点设 y = /(* r ) 为严格单调的连续函数，已给定且心= 
/(' m ) •为求 lim 〜，在 xCb ； 平面上，作出 函数 ： y = / U ) 及其反 

n -^oo 

函数 • pMx ；) 的图像，如图 I . 5 . 3 在 : r 轴上取点 A " 使寧 牟坪为 

x = q ，过竖直线，与尸 /( x ) 的图像交于八 2 点，则 A 2 & 纵 

y = f ( a x ) = a 2 ;H 八 2 作水平直 线与 ; y = g U ) 的图像交点 

八/,则 A 3 的横坐标 

• • • 

g' X (y) =/U 2 ) = a 3 . 

尸“2 

过 A 3 作竖直线与 ：y = /(: r ) 的图像交于点 A 4 ，…，如此无限进行 
下去•例如图 1.5.3 所示的情况，点 A w 的极限位置 A * 是 j = 
/(X) ，：y = g (: c) (及: y = :r) 的交点 ，A • 的坐标 

X- =/(x-) 

便是1的极限. 

※例 1.5.15 设尸 + 
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lima n . 

it 一 oo 

按此法在 z 轴得 

>-..> 工 ** ， 

在 : y 轴上得 a 2 < a 4 < …< a 2ll < …< :r • , 

极限满足方程 x * : -A , , 

1 十 X 

X . 二 二 -- 1 ^^ ”^…. 

图 l . 5 . 3 ( b ) 就鸯按本题作出的 •从择 ] 上不难 看出 ，当 〜取 x>x - 
的任 何一值 ，所得结果与 ai = 1 的情况相同， l /: c - ,| a 2 „ + I | 
•.当 时，情况 * U 2 ”|\ x *， U 2 … ••当 ai = 

尤 • 时，厂切 a" = j ： • • • h P : .. • ， • 

⑷ •，例 1.5,16 (切线 法逼近求根） 设 /( x ) 在 [ a ,6] 上二次 
可微，且 / U )./(6)<0,/( x )>0,，（ x > i >0, V ： reU ,6 j:a 
明 ：数列 


- 8K - 


+ l = X n - ， X, € [a t 6], n = l ， 2, … （ 1) 


有极限，且此极限为方程/(2) = 0之根•（中国科技大学） 

证因/在 U ,6] 两端点异号， [ a ，6] 上 /(« r )>0, 故 /( x ) 
= 0在 （ a ， 6) 内存在唯一的根 c : / ( c ) = 0. (下面的目标证明 
limx ^ cr ) 由 / "( x ) >0，改写式 （ 1 ) : 

n — oo 


o < ru ”）= 


/ u ”） 


/UJ 一/⑺ 


f (匕）（工” 一 C) 


(匕在 A 与 C 之间）, 


此式表 明：若 能证明 


⑵ 


X n >c (n =2,3, …）. (3) 

则必有…）•从而有下界，故有极限，记为 
A, 由式 （1) 取极限可知 /(A) = 0, A = c. 下面来证不等式 （3) .事 
实上，利用微分中值定理，我们有 


X n ,x 一 C 


式⑴ /(工”） -/( C ) 

— f ( x n ) 

- 、/"(工”）一/(7”） 


=( 工” 一 c) 


TT^J 


= ( x n ~ c ) 


/ u ”） 




⑷ 


其中 v ” 在 a 与 c 之间， c 在& 与 Vn 之间•因 /, r > o , 故可推 
知工 》+ i 〉 C (不论 X H ^> C 或•因此 : Ti >(:时 一 切 A > C ; 若 


工 1 < c ， 则 x 2 , X 3 »••• > c . 


最后若 A = c ，显然 —切:^ = c, 亦有 lima^ = c. 

n 

注本例的几何意义是用切线法逼近求根.因为 /(：rj = 
tan 〜其中《是曲线尸八一在&㈠ 八义”处的切线与工轴的 
夹角•如图 1.5.4 可知 .•• 

f(x n ) = {x H -a: M + 1 )*tan a = (x n -x B + l ) / (x n ), 
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这就是式 （1). 

利用此进行迭代可求 /( o :)=0 的根的近似值. . 

※五、不动点方法的推广 

设 z = / U ，： y ) 为二元函数，我们约定，将 z = /( x ，： c ) 的不动 
点，称为/的不动点（或二元不动点）. 

※例 1.5.17 已知 z = f ( x ， y ) 为 x >0,： y >0 上定义的正连 
续函数^分别对 I 、对: y 单调递增，假若：（1)存在点6是 /( x , 
x ) 的不 动点； （2) 当且仅当： c >6 时有: r 〉/( x , or ). 令化= 
f ( a 9 a ), a 2 =/(^i » a ) (a >0), 

a " =/( a ” … a ”- 2 ) ( n =3,4, …）， （1) 

试证 UJ 单调有界有极限，且其极限 A 是/的不动点. 

证只需证明收敛.因为这样就可在 （1) 式中取极限，知 
A 是/的不动点.下面分两种情况进行 讨论： 

r 若•由/对： r , 对； y 的单增性知心= f { a ^ a )> 
，进而 a 3 = /( a 2 ’ a , )>/( a , ,aj )^ f ( a x 9 a ) = a 2 . 
类似••若已推得，则 

+ i =/( a ” , a n .i )^ f ( a n ^ 1 ， a ”_ 2 ) = a , ( n = 3,4, …）， 
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如此得(单调递增）. 

又因 fll =/ U , a )> a , 按已知条件这时只能否则 
6按已知条件(2)，应有 = q ，产生矛盾），进而 q = 

f ( a ， aXf ( b ， b 、= b 9 a 2 = f ( a l 9 a )<： f ( b 9 aXf ( b 9 b )= 

6, … ，用数学归纳法可得一切 a”<b •总之 ^单调递增有上界.故 
收敛. 

2 •若 类似可证有下界 6， UJ 收敛. 

注按6的条件可知6是/的最大不动点 ， ar >6 时不可能再 
有不动点•情况2°时极限 A > b 是不动点，表明此时 A = 6. 

※例 1.5.18 ^ a >0 9 a x = (a + , a 2 = ( a , + 

a ” = + aj . 2 ，…， 试证： 

1) 数列 U „ l 为单调有界 数列； 

2) 数列 U n 丨收敛于方程 a : 3 = :r + 的一个正根.（广西师范 

大学） 

证（利用上例）设 z = / U ,： y )= ( a ：+ ： y 士）去•显然/当工> 
0,7>0 是正值连续函数，对单增，只需证明 ：（1) 3 6使得6 
= f ( b ， b)i (2) a :>/( a :， x ) 当且仅当 a ：>6. 


r 注 意到： /的不动点，亦即是方程的根•分 
析函数 = I 3 - X - X 士，因 〆 （.!：）= 3工 2 - 1 一 - i 27 J , g "( x ) = 

6 工 + ^ 57?> 0(' r > 0 时），发’（ 0 十0)= - °°, g '( l )>0, 可知发在 


(0，1) 内有唯 一 极小点 c . x > C 时 〆 （ a :)>0, g •严 /， g ( l )<0, 
容 (2)>0,故尺在 (0,1) 内有唯一零点 6( 即/的不动 点 ）. 

2° 时 尽（工）>客（6)=0,即 ： c >/(： r , x ) ; 事实上，在 x > 

0 的范围也只有在 a : >6时才有 : r >/ U , a :). 因为 g (0)=0, g (6) 
= 0,在 （0“）上 g (: t ) 严 \，（ c ，6) 上 g ( ar ) 严八 所以 （0,6) 上 
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发 ( 工） < 0 ,即 X<f(x y x). 

六、 Stolz 公式的应用 


☆例 1.5.19 对于数列 x 0 = a 9 0<a<^ 9 x n = 

= 1 , 2 , …）. 

证明： 1) limx n =0; 

00 

2) lim^a: n = l, ( 复旦大学，中国人民大学） 

证 1) 因 0<a <|,〜 = a ，递推可知 

0<x n =sin x m . x <x._, <y (n = l,2, …) 
表明有下界 0, limo^ 存在 . 记 limA = A , 知 A = 

n -*ao N-^OO 

0, limx n =0. 


2) ( 用 Stolz 公式）要证 = 即要证 

lim nx\ =3 或 lim-^— = 3. 


用 G 型的 Stolz 公式 


lim —r— = lim 






x 


- sin 工 


sin x H _j x\. 

2 • 2 . 
x sin x 


1. %A^ \JKll 


x - sin x 


=lim 


x 


-o ( x + sin x ) ( x ~ sin a:) 


=lim 


x 


° (2x + o(x)) 


(t + o(x3) ) 


sin x n ^ x (n 


sin A , A = 
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= lim - y ~\ - r = 

(2 + o(l))(-~ + o(l)] 

☆例 1.5.20 设 ( Xa < 1 ，:!：… =: r„(l 一 x”），n = 1 ，2，一 
证明 ：1) 2) limn : r n = l •(北京师范大学） 

n-*o° 

提示 1) 0< < 1 ( W = 1,2,… ）， : r” + i - X M = — :r 2 ” < 0, 



2) lim nx n — lim 



x ” 叫 x n . x Kl - x n ^) x n , x 


/ 练 3 1.5 


☆ 1-5.1 已知 i =-/6 ， a " = 76 + a ” ( n = 2,3, …）•试证 ：lim 存在， 

”一 oo 

并求其值 .（ 中国科技大学，北京大学，哈尔滨工业大学，北京邮电大学等）<3》 
提示利用例 1.5.1 中证法 I 、 n 、111以及例 1.5.3 的方法均可. 




• *^舎 I 




证明： U ” I 收敛，并求 lim a • 

(哈尔滨工业大学，华中理工大学等） 

t 

提示因而可用多种方法求解. 

v. 1 + ->* / ^ 


1. S .3 设0〈 c 〈 1， a ， = 了， a” ‘ i = 了 + ， 

证明： U „ l 收敛，并求其极限.（武汉大学，华中师范大学） 

提示用数学归纳法证明 ： 0<、<1 (n = l ，2, …）又 


2 


U „ + ,-〜）， fl 2 > ai 推知•或利用例 1.5.3 的方法，这里 fix ) 


= j + ^ •有 0</(* r)<l (当 0<« r<l 时）. 


☆ 1.5-4 


设 ^>0,0< 尤 ，<“，1 + , ==：*:• (2-^) (” = 1，2,…），证明 
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收敛，并求其极限.（华东师范大学) 


> 


提示 Vrz 有0<1<、^*>1. 

再提示已有0<4<(2,若则 • 

- ~-( j 2 „ - 2 ojc h + fl 2 ) + • 


1-5-5 设 x , = « > 1， = 士 ( or , +士)，试证|0：” I 收敛，并求其极 


限 .（ 华中理工大学，厦门大学，工程兵学院） 


提示 





(/a) 


或在 [ vG , + 00 ) 上应用例 1.5.3 的方法. 

15.6 : Vo, =：y”（2 -:yJ,0<：y。<l,求证：Hm：y• = l•(武汉大学） 

鳄- 

提示0<3^<1，^*>1 ( Vn € N ). 

jy ” • 

*1.5.7 证明：1)存在唯一的 ce (( M ) 使得 C = e -f ; 2> 任锥 ie (0, 
1) 定义 x B + l = e 〜》, 则有 Um a = r •(中 国人民 大学〉 ，. 

躓 - • ♦ » 

提示可用压缩映像原理. 

再提示 1>/ U ) = e ” 在 [0,1] 之竭点异号，且 / U )<0; 

2) 用数学归纳法可证 x , € ( e — 1 (” =2,3,…），号用 Lagrange 微 

分中值公式有 . 

• • 

- 1 

• + i ■ l<e_* lar, - x ! I ， 

从而由压缩映像原理可得 I 收 教，. 

1. S .8 设= 1 + 2,证明数列 I 收敢. （北京师范 

大学） 5 ' :: 


提示 


1< j ll <2,/(x) = l + 


x 


,/(x)>0. 
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.5.9 设0：。>0，：1： 1| + | =2 + ^=，求11111：^.(武汉大学） 

V x n ”一 


wTVS - v^TS 》 


提示 lx … 


1- S .10 设 = 数列 ui 由如下递推公式 定义 ： A = 1, A + , 
= /(^J («=0，1，2,〜）.求极限1^ 1.( 浙江大学） • </2> 

霉 4 ♦ oo 

☆ 1. S .11 设〜 =3，“ 2 =3+4， M 3=3+— ^，…，如果数列 UJ 收 

3+ t 

敛，计算其极限，并证明数列收敛于上述极限•（武汉大学） 

提示丨 M nfr , - M ,_, - wj . 

1 .5. 12 设 Jr 。 = w , I , = m + esin x 0 $ x n = m + csin x n _, ( n = 2, 
3,…），其中 ：0< e < l , 试证 ••limi = f 存在且为克普勒方程: r-esin 1= w 
的唯一根. " • 

1. S .13 &\ x ^ 2 - x ^ l \< k \ x n - x n . l \ (0<々<1)，试证 ： U n | 收敛. 
提示可参看本节要点中的证法. 

☆ 1.5.14 设是二正数，令 



试证： U w | 和 U”| 均收敛，且 Umi = lim6 n •(大连理工大学） 

歸 -^» 颺 -^oo 

提示由式 （1) 可知 6” + ,> a ” + l ( V «)，从而= 1，2,…）•故 
W ， 有下界 a { ; a n ^ = v / a H b H > y ~^ n a m = a n ， a n / 有上界 \ . 

• 1.5.15 设 〜和心是任 意两个’正数，并且兑 < 6 ,， 还设 a y 

，〜 = VU ,-， （” = 2,3，.“）. 

求证： U"U 6” I 均收敛，且极限相等 .（ 中国料学院，安徽 大学） 


提示 


可用变量替换 


=士，％ = 士转化为 上题. 
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1.5.16 讨论由 x , = a , x a = px 9 . x + g ( p >0) 所定义的数列的收敛性. 
(南京大学） 

提示可写出通项 a = 再分不同情况讨论. 

1 一户 I-p 

(当 0 </>< i ) ;a (当 /> = 1,9 = 0 ); 不存在（当 />>1 或/> = 1 ，分\ 0 )> 

1-5-17 设 R 中数列 UJ . UJ 满足 

a …= 6 n - q 、 ， n = 1 ， 2 ,…，其中 0 < g < l , 2 明： 

当 I 乂 | 有界时有界 .（ 清华大学） 

提示可递推写出通项. 

再提示 （ 1 ) l 6 j < M P a m ^= 2 (- 1 ) V6 --* + (- 1 )» 

&-0 

各 • 

I Q n *\ l < M(l + ^ + g 2 + ••• + q n ~ l ) + 9U1 q I 有界 • 

1. S .18 设 x 0 - 1 = x n x n ~ x ( n > l ), 求极限 limi ” • 

提示取对数作变貴替换. """ 

☆ 1-5.19 设 \ + | + a ; l ( n > l ), a , =1，则 

0(# - ， • 

1) lirn ^ a , = 4- oo ； 2) ^ a^ 1 = + «> t 

(中国科学院） 

提示 1 ) 〜 > 1 ,/,且不可能有 上界； 

歸黷 r r 

2 ) S ' = 2 ( a fi 一 a * > = + i - A — + oo (当 n—• 十 oo 时 ）. 

**=« *-i 

☆1. S .20 设连续函数 / U ) 在 [1, + oo ) 上是正的，单调递减的 ，且 
d n = 5]/(^) - /( x ) cLr . •• . • •： 

明：数列 4 j 2 , …收敛 .（ 淸华大学） 

* V -*4 0 • 

提示-尤 < o,oo (可用积分的性质或用积分中值定理） 
1*5.21 已知 q = a • 6i = (a >/?) , 

证明： ! L$ a ”及! t 6 ，存在 且相等.并卞出板.限值 .（ 内蒙古大学） 

提示消去\可得 - an = +( ait — 
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再次提示 \ ima n = lim 


S ^T( fl 2 - a,) 


a +2 卢 
3~ 


lim b „ = lim (2 d ” M - a n )= lima n . 

19 OO 00 II CO 

* 1.5.22 证明 ：数列 

_ x n ( x 2 n + 3 a ) 


j 0 >0, x h + i = 


3 a :.. + a 


( a >0) 


的极限存在，并求其极限 .（ 国外赛题） 

提示可用例1.5.3(不动点方法） 

再提示 = 是不动点. 

JX -r a 


1 若 1()<>/^则0：| ~ /( Xq )^： f ( V~a ) = V ~ a ，进而可知一■切 •!：„ ^/~a . 又因 

2a^2xo=>3a - a^7>x\ - x 0 =>3a + x^7>x\ + a=>x Q < + Xo ) = X] , 

3x 0 + a 

进而利用//递推出于是心/有上界 A， 故有极限，记为 A … 

2°若0<工。</^类似处理. 

*1.5.23 设是如此 数列： 

jt 0 =25，x” = arctan or 歸 -| ( n = 1，2, …）. 

证明 UJ 收敛，并求其极限 .（ 国外赛题） 

H - 1 

* 1.5.24 •设 S: = ln a , a > 1 f S„ = In (a — S A ) (”=2,3 r ”）， 

砉 -i 

求 lim S ” • 

n-*oo 

提示以上二题仍可用例 1.5.3 方法， 

本题 S n41 - S w =In (a - S .), 不动点为 a -1. 

* 1.5.25 设： r, >0^^, =ln (l + :r”）， 证明 a —0 且 《r 〜 i ■(当 n — 

n 

oo 时） • 

提示第二问可用 Stolz 公式证明. 

*1.5.26 设 A=l，〜 = itU 卜， + 1), 试 计算： 

以( 1 + 去)- 


(国外赛题) 
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*1-5.27 设正项级数 ^〜收敛 ，数列(” = 1,2 ，…） 由下式 

« = i 

确定： 

: y, = 1 ， 2y n ^\ = yn ^ Vy\ + a m (” = 1 ， 2 , …〉 

证明 l ： y，l (n = 1,2 ，…） 是递增的收敛数列.（福建师范大学） 

提示 2^., *2^=-=^= —>0=>%， 

Vy ： 鳙 + 夕 _ 

数学归纳法 . a . 

已知条件===^ >■ > l => jy „♦ 丨 ->• < 丁 

2 a - + ^ 1 - 

• 1*1 

* * §1.6 序列的上、下极限 


导读本节主要适合数学院系学生，非数学院系学生从略.内 
容不是考研热点，此次未作修改.数学系学生可以正文为主，习题 
机动. 

本节讨论序列上、下极限的有关问题.序列上、下极限.通常可 
用 e — N 语言，用子序列，用确界极限等方式描述.现在我们来讨 
论这些描述方式，以及它们的应用. 

一、利用 8-N 语亩描述上、下极限 

要点序列的上、下极限可用 8— N 语言来描述 如下： 

数指如下两条件 成立： 

« 一 00 

a) ▽£>0,工„终<芦 + ^(即\/€>0,3~>0当 时，恒 

有 x „< 户+ € )(此条等价于：V 终 <c); 

b) ^>0，工”常>户- € (即\/6>0，¥尺>0, 3 rz > N , 使得 
〜>//- e )( 此条等 价于： \^</^1常>(：). 
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同样， 意指： 

n—oo 

O ▽€>0,工 (| 终>义- € ; 

匕）\/€>0,0：”常<义 + £. 

另外，当且仅当 U „ I 上无界时，规定 = + «>;当且仅当 

ir_oo 

J 迚 X ”= + CO 时， 规定 ㈣ + ⑺； 当且仅当 UJ 下无 

oo «— 00 

界时，规定 iilOA = - °°;当且仅当11111：^= - oo 时，规定= 

n -»oo n 

lima ：” = 一 00 • 

■" _i 作 

n 一如 

利用这些容易证明上、下极限的不等式和估计式 • 

例1. 6 .1 . 证明••当不发生 （±00) + (? 00) 情况时如下不等 
式成立： 

n -°° 轉—勿 .1.-00^" 

证 r (证明第一个不等式） 

若”%工” = 一 °° ( 或聲火 = -°°)时，在不发生（土 oo ) + 

( + °°)的情况下，左端 lim x n + lim 乂 = - 0 °，不等式自明若 

”一 00 » T -*» •切 

= +°°，自然 P 汛工” =+ 00 •在要求不发生（± 00) + ( Too ) 

的情况下，此时应有> _ °°，因此 乂 下有界，从而1巧（心+ 

X ) = 十°°，„%(工” + 乂 ） = + 00 ，左边不等式自明；同= 

+ ° o 也如此.剩下只要证明与1%丨有界的情况 

设 a = _ x ”， 沒= 扭⑴ 

现证 f 为此只要 证明 ： V e >0有 Ha + 乂） 

>a + 0- e 即可•事实上由式⑴， 

VeXJjN ，。，”〉' 时， x ”> a - 音， 

3 N 2 >0, n > N 2 时， y n >{3-±. 

因此，取 N = maxiN " N 2 | ,则时， 
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故 ！im (工- + ： yJ>a + #- e . 

It CX > 

由 6>0 的任意性，即知 l ^ U .+ h ) 彡 a + 疼 

2 。 （证明后一不等 i ) 无界的情况，证法与 r 类似•下证有 
界的情况. 

设 + ^ n ) = = a , lim . v , =6 现证 + 6( 用 

m -*oo H —OO Jt—oo 

反证法）. 

设; + 在 A 与 a + 6 之间任 取一点 ，例 如中点 c = 
a + jU (我们 来证明，-方面& +火终 > c ; 另一方面 X|| +%常 
< c ，矛盾）. • 

取 g = A 一 （ ^ L U , 由 ㈣ （〜+火）=义知 

Z n -*oo 

时. 

X H ^ y a >X - e = c ; (1) 

另一方面，由 lim x , = a 知： VNjX ), 彐 n 〉/^ 使得十 

由]|运儿= 6 知： 3 iV 2 >0 当 n > N 2 Bi 儿 <6 +音•因此 VM > 

iV 2 , 彐 n 〉％ 使得 x ” + jy - < a + 6 + e = c . ， (2) 

(1)、(2) 式矛盾.证毕. ’’ 

☆例 1.6.2 证明：若〜 >0 U = l ,2, …），则 

• (同济大学） 

舞-*>«» »，》 CL n 

证 - (1) 

一 a, ' ’ 

若 a = 十~不等式自明•只要证明 0< a < + oo 的情况.要证 

只要证明 V e >0,有 <a + e •由 （ l ), Ve >0, 

H-^OO m-»oo 

彐 N >0, 当 i > N 时， 
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+ ( 2 ) 

任取 ”〉 iV , 上式中令7 =〜，^/ + 1，...，《-2，”-1，将所得咋 
„—]V 个不等式相乘，得 - 


+ 1 


<( 


M(a 


此即 

a w <a N (a + e)" _N# (a + 6 

其中 . M = a N (a + e ) - '从而 * 

^ a 7<*\7 M(a + e ). 

令 w — 取上极限，得 

lim«7a7^ limA/M( a + c ) = a + e . 

由 s > o 的任意 i , 即得欲的不等式. 

例 1.6.3 证 明：对 任意正数序列 UJ , 有 

\ I 

并举例说明右端数1是最佳估计（即把右端1改换成任意比1大 
的数，不等式不再成立）. 

证 r (用反证法证明不等式）•设 

— /1 + 工” + 1 

urn n \ - 一 

”一 V 工” 

则彐 N >0, 当 n > N 时 


< 1 . 


此即 


^ ( n = N ， N + l ， …, N + k - l，".h 


这是无穷多个不等式，将前 A 个不等式相加得 


1 / X N 一 • r N+ * / 工 N 

WTk ^ JT^fTTk W 


N 
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此式应对一切^>1成立，但实际上，左端当 4-00 时，极限为 
+ 00, 矛盾. 

2° (证明1为最佳估计） Va >0, 令〜二⑽，则 
K „( 1^111 - i )= = il £ > i . 

»-oo \ x n / !.-« an a 

因 i im .可见， vc > i , 可取 《> o 充分大使得 

a -*- + oo CC 

” 一 oo \ x n la 

二、利用子序列的极限描述上、下极限 


要点 1. (Bolzano ~ Weierstrass 定理）任一有界数列，存在收 


敛的子序列（以下称之为致密性原理）.任何序列都有广义收敛子 
序列（广义收敛，意指极限允许为无穷大）. 

2. 序列 U w l 的上极限的特 征是： 

U-^oo 

a ) 3子序列|«1： % 1使得 

lim x ” = lim x n ; 

身一 »oo k n-*oo 

b ) 对于 U n I 的任一收敛子序列 I ，恒有 


limx. ^ lim x H . 

裊一 CO k OD 

同样,下极限 ㈣ ^特 征是： 

Jf-^ op 

a') 3 子序列 I j:' } ,^limx % = lima:,; 
b') V 收敛子序 列！ 0 ： % .1, 有 4 1|^^>1^ 
3. 若 U w . I 是 UJ 的子序列，则 ” 


limx ^ ^ lim x n 

裊 _»00 k n-^°° 

limx ^limx,,. 

芩 —GO M H 一 oo 

利用这些，我们可将上、下极限的问题，通过选子序列的方法解决. 
例 1.6.4 证明在不发生 （±00) + (? OO ) 的情况下，有如下 
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不等式 成立： __ _ 

limx H + lim y n < lim ( x n + y H )^\ imx n + lim ： y ”. （1) 

„ - -oo ft-^oo H—oo II—CO n-^oo 

证无界情况可用例 1 . 6.1 证法中的方法证明•这里只考虑 
有界的情况. 

1° (证明第一个不等式）在 bnl 中存在子序列1,使得 


注意到 


lim y = lim . 

k^OO 身 K_^00 

limlima:,, 

n 一 00 4 一 00 k 

lim x. 十 


⑵ 


在 i & J 中存在子序列 I ，使得 


lim 


=lim 


由式 (2) 


lima:” + lim y n ^ lim x m + lim y t 


2 # (证明式 （ l ) 中第二个不等式 ）3 U , lcU „+ xl 使 


lim ( 


)= limU ” +： y ”）. 


⑶ 


Y\mx n + limjy n ^limx n + limy” • 


(4) 


在丨中存在子列 I 使得 1^0：' =]^：^，从而 (4) 式右端 


limx + limy > limx 十 \\my (5) 

身 -^oo 身 身一 OO * 夕， oo 广 00 kj 

在 |~! 中存在子列 b I 使得 lim% , 于是 (5 ) 式右端 

h J k J t * — «» *> t . >+ oo kj 

)^ x v +喪、 = !迚' + 


=lim( 


)=lim ( 


= lim (^ +^ M ) (因式 (3)). 
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联系不等式 (4)、(5)、(6) 即得 


\\mx n + iim y n ^\im(x H + y”）. 

n _»oo If-* 00 , 

三、利用确界的极限描述上、下极限 

要点序列的上、下极限，可利用确界的极限来描述： 

limx, = limsupa:* = inf supx" 

ii—oo n -*°° k^n - n k^n 

lim x n = lim inf x k - sup inf x k 

n -»oo n-»oo 奏 n n 

(式中 k > n 改换成不影响等式成立）.利用这种描述，关于 
上、下极限的不等式，可以通过建立确界的不等式，取极限得到. 

例 1.6.5 设 x n ^0, y n ^0, ( w = 1,2, …）试证： 

1) lim x„ • lim y n ^ lim x m y n ^ Hm x n • lim y n ; 


2) Hm x „ • lim y H < lim x n y n < lim x n • lim y H . 

ra -»oo !«-♦«> «-♦<» !«-•«> n-»°o 

证以 1) 中第一个不等式为例•，进行详细证明. 

任意固定〜则有 

inf Xj ^： x k9 infyj ^： y k . 

因 x n ^0 9 y n ^0 (n = 1 , 2 广 0 ,故丨 1 ^： 1 ：,> 0 , 11 ^ < >;,> 0 .于是由上式 
可知 

(inf x > ) • (inf yj )^ x k y k . 

此左端为常数，右端是任 意的， 因此有 

(inf ^ ) • (inf y } •)< inf x k y k . 

由于该式对一切 n 成立，令 — ~取极限，得 f 

此即 

fi-*oo l»—00 n —OO 

类似地 利用忠 f 势执（ V 是 >71): V 、 

得 jgf sup3 ；* ，得后一不 等式. 
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四、利用上下极限研究序列的极限 

要点任一序列 I 收敛的充要条件是 

\\ mx n = lim x m , 

且此时 limx n = lim x n = limx , • 

If—» n ^oo 

因此我们可利用序列的上、下极限来研究序列的收敛性，及求 
极限的值. 

例 1.6.6 设 A >0 (n = 1,2 ，…） 试证:若 

= /( 有限数），则 limv ^ r ^ = /. 

n~*°o X n »-♦<» 

证 Ve >0( 取6</),由1101^^ = /,3；^>0,当 时 

鱒一 oo X n 

有 

/ - g< —— < / + e ( 々 = A/, /V + 1，…） • 

x k 

设 W > N •将灸 = N，N + 1, …， n - 1各式相乘， 并开” 次方，得 
•7^( 卜 e ) 1 ^ < ( I + e ) 5 ^. 

在此式中令 + oo 取上、下极限，注意； ^-1, 

得 / - + e . 

lf-»0O n~*°° 

因 e >0 的任意性，可知= Um >7^ = I 收敛，且 


⑴ 


( 2 ) 
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例 1.6.7 证 明：若 心 >0, 且 Vl y J 有 

lirri ( x n y H ) = lim x n • lim y n , 

”**' 00 «-*oo 

则 U n | 收敛. 

证为了证明1^|收敛，只要证明 

lim x, = limx n . 



为此，我们设法构造序列 1^.1， 使从 （1) 式可推出 （2) 式.首先，在 


|0：„|中有子列1*^|,使得 


Iimx „ = limx , 


如此，作序列 I 如下: 


: V ” 以 


这时， limjy „ = 1，且 


yn 


1，当 7 ?= 〜时, 

0. 当 n \ 时. 


〔，当；2 =〜时 
、0，当 时， 


因此 

故 （1) 式成为 


lim x n y n = limx - , 


linn = lim . 


注意到 


limx ^ = limx ^ = l \ mx M , 

(5)、(4) 联立便得欲证之式 (2) .从而 I 收敛获证 
例 1.6.8 设满足条件 

X m + ^< X m +0\(饥，72 = 1，2,…）， 


⑶ 


⑷ 

⑸ 



试证 lim — = inf ^-. 

n— » n n n 

分析为了搞清式 （1) 的意义，便于想像，暂时不妨设 m = 
10,这时任 一 ，例如 0：" = X 10+1 ^^10 + »^22 = ^20 + 2^2 x l0 + 

，…一般地，任何自然数 H 总可写成 

n. = ^*10+ r (r = 0 ， l ， 2, … ， 9) (2) 

从而有 

x n <^r 10 ^ x r9 (3) 

这里 6 = ^^—+oo (当 《 — 时）.由 （3) 知 
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此式对一切”成立为常数)，令 + ⑺取上、下极限•注 

意+一▲(当”一~时），我们有 

inf — ^ lim — ^ lim —. 
n n n w-oo n 1U 

m 取别的自然数，类似推理照样有效，相应得 

(m = l ,2,3, …）. 

n n n n m 


由此， 

inf 

n n n !.-« n m m 

故知 

lim — = lim — = inf —. 

jt-^oo tl Tl n Tl 


X 存在且 x 

所以 

lim — r inf —. 

«-oo n n n 


五、上、下极限的运算性质 

在结束本节之前，我们讨论一下上、下极限的运算性质.我们 
知道，普通的极限，具有四则运算性质，即 •.二 序列的和、差、积、商 
的极限，分别等于它们极限的和、差、积、商（除法要求除数不为 
零）•这一重要性质，对于上、下极限不再成立.例如和运算，例 
1.6.1 与例 1.6. 4指出 

+ Uffi 乂 +汄）， 
lim(o: ft + y H Xlimx” + limjy” • 

事实上这里的等 4 可以不发生对 11 ~ 

UJ = U,0, 1,0,1,0,-|, 

1^1 = 10,2,0,2,0,2，“.|， 

这时 丨 = ll,2 ， l ， 2,l ， 2,.”|, 
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lima :. + lim y H =0< lim ( x n 十 ）= 1 ， 

n —<» n — oo ”一 00 

lim ( x , + y n ) = 2< limx n + limy ” =3. 

fj —^ OO n OO ff 00 

同样对于乘法运算，例 1.6.5 中的等号也可以不成立.但是这 
两个序列，若其中只要有一个收敛，则等号一定成立 • 

例 1.6.9 证 明：若 收敛，则对任意乂 （n = l ，2, …），有 


1 ) lim { x H ^ y n ) = lim + lim ^ ; 


2) lim x n y n = limx n • lim ( x n ^0) 

鰐 一 ^00 ri00 n00 

(这里限制在不发生 0-( ± oo ) 的情况）. 


证 1) 在例 1.6.4 中，我们已有 

limx , + Iim ^^ IimCx ,, + y n Xlimx ” 十 lim y n . 

u -»oo n*»°° n-»oo 

注意 I 收敛，因此 lixsA = V \ mx n = Y \ mx n .所以上式即为 

»-»oo n-^°° »«♦«> 

limx rt + limy / lin ^ j ：” + Xlima ：, + lim y n . 

It-^00 fi-^oo n^oo • n-^oo M ^oo 

故欲证的 1) 成立. 

2) 仿 1) 的证法，应利用例 1.6.5 中的不等式，但例 1.6.5 中 
要求二序列都为非负的•而现在的条件为任意序列.为此我们 
分三种情况 讨论： 


1°若 lirTi ： v n >0, 则中有无穷多项大于零.作新序列 

n-*<» 



max I y n ，0| = j 


: y ” ， 

0, 


当乂 >0 时, 
当时. 


则: y : >0,且 limjy ” = limy : •对 lx 」， j ： y : 1 应用例 1.6.5 2) 中的 

It-^OO ff—OO 

不等式 (2) 有 


lisa X ” • lim 3^1 ^ lim x H yl ^ lim jc ” • lim 

n-*® n-^°° n-^co «-»ao n-*oo 

因丨收敛 ， linn = = \ imx H ，故上式表明 


limxj : = lim x n • limjy : 

n—00 n-^00 it 一 00 

=lim x , lim y n , 
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但 limxj: = \im{x n y n )^ (S x n >0) 

rr^oo n 产 



所以 Hm x n y n - limx. • lim y n . 

n -»oo If—oo n-*oo 

2° 若，在限制条件下 >0, 因此 n 充分大 

n -»oo 

时有 A >0, 这时等式明显成立 . 

3° 若 - 00<1^%< 0 , 可取充分大的正常数 c >0 , 使得 

lim(jy„ 十 c)>0 , 如此应用 1 。中的结果， limx" ( 乂 r + c) = lim x n • 

w-^co ^ ir^°° 

1^(% 十 c) 再据 1) 中的结果，此即 

w -^oo 

lim x„y n + lim x n * c — lim x” lim jy” + lim x” • c , 

»-•« n — °° «-•«> n-^oo 

从而 

limx” 乂 f = \\mx„ limy”. 证毕 . 

n 一 oo oo 鍔一 oo 

/ ^ >} 1.6 

( 习题机动） 

1 . 6.1 用不同的方法证明以下不 等式： 

1) lim x M + Hm ^ ^ lim (^ y„)^ ： \una: n + \im y n ^\hn(x n + y n ) 

n - 參 00 n —°o n ， 如 n-^oo 

^ lima*, + lim y n 

在不出现 （ ± «>)+( + «o 的情况下成立 . 

2) 设 1>0 ，乂 >0 U = l ， 2, …〉 ，则 

lim 工 ” • lim y n <Tim ( x n y n ) <Tim x 

00 n^°° !»-♦» i»—co n-«oo n n -^oo 

在不出现 0 《 + OO> 的情况下成立 . 

1.6.2 证明： 

1) limx w - limh < lim (or” - y n )<limx n - lim v_ ; 

n — oo ** — ® n—« 

2) 若 、 jy„ >0, 且細％ >0, 

u 一 ao 

则 hmxj lim y„ ^ lim (xjy„) < limx n / lim ： y” • 

oo n-® «-« ^7^, 

1.6.3 证明：若 :1^>0 (w = l ， 2 , …）及 
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lim x n lim —— =1. 

则序列 I 收敛. 

1.6.4 设 x ”>0 (” = 1，2,…） 试证： 

㈣ £lli < 砲 li m 

„-*oo J^ n »—OO ■- *°° n—OO X n 

并由此推出，当 = / 时，则 

u —oo X n n-*oo 

1.6.5 试证 ：若] = A ，则对任意固定的整 数〜有 

I = A • (北京理工大学） 

16. 6证 明：若 则 


1^1 + \ c n | ^ 1 + I cl . 

1-6.7 给定正数序列 UJ , 证明 

国外赛题） 

1.6.8 证明••集合 M = | + ±2^…= 1,2,… | 只有聚点 0,1.( 国外 

赛题） 

1.6.9 序列 U ”| 定义 如下 ： a = x 是闭区间 [ oj ] 中的某—点，如果” 
>2,那么序列 


(当 n 为偶数时）, 


工”= 


[ ―2^ (当《为奇数时） 
可能有多少个聚点？（国外 赛题） 

1.6.10 证明： 若序列 :r •(” = 1,2 ，…） 有界且1注（0；“ 
序列的聚点之集合是区间 [ GIJ , 其中 

/ = Urn x H 9 L .= lim x m . 


- A ) = 0 .则此 


1.7 函数的上、下极限 


本节可供数学院系优秀学生选 择阅读 
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作为极限的一种推广，上节我们讨论了序列的上、下极限.平 
行地，我们还可建立起函数的上、下极限.本节我们对函数的上、下 
极限的定义作等价描述，并对其主要性质进行介绍. 

一、函数上、下极限的定义及等价描述 

为了引进函数的上、下极限，我们先来定义函数的子极限. 
定义设 a 为集合£的一个聚点①，函数/在集合 E 上有定 
义•数 a 称为 /(* r ) 在&处的子极限（或部分极限），当且仅当3〜 
E ( j： n \ x 0 ) (? i -1 ,2,…）使得 a — j :。 ，且 f ( x H ) — a (当 n — oo 
时） • 

例如 1) 函数 /(: r )= S in 丄在£= UU 今0|上有定义，此 
时 - 1，1]都是此函数在 ar = 0 处的子极限. 

2) 当 工 -0 时 /( a ：):; sin 丄的图像在^:^与 y = 0 之 

x OC X 

间无限次振动，故 a :— 0时，任何都是/(1)在：1：=0处的子 
极限. 

3) Dirichlet 函数 

1，当* r 为有理数时， 

0,当 * r 为无理数时 

在任意点 ： r 处 ， a =0,1都是 D ( x ) 的子极限. 

现在介绍上、下极限的定义. 

定义设 /( x ) 在集合£上有定义，^是£的一个聚点，当 
且仅当数 A 为 / U ) 在 a :。 处所有子极限的最大者时， A 称为 f ( x ) 
在 X 。处的上极限，记作 A = lim fix ). 

x ^ x o 

当且仅当 / U ) 在心附近上无界 （即： V ^>0 t VM >0, 

①即：至少存在一个序列： r ”6 \ j ： o , 使得⑺时 ， ar „ — a .注意，£的聚 

点不一定属于 £：.• 
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3* r €£,0< U - 使得 / U )> M ) 时规定 ll ^/( x ) = 

x *^ x o 

+ oo. 

类似，子极限的最小者 B 定义为/( I )在 《 r Q 处的下极限，记作 
•当且仅当 / U ) 在 A 附近下无界时，规定 11 m / (工) 

= — oo 

当且仅当 lim /( o :)= 十 oo 时，规定 ， 

lim f ( x ) = lim /( 工 ）=+ °o • 

对 lim / U )= - oo 有类似规定. 

下面介绍函数上、下极限的等价描述. ’ 

定理 1若/( X )在集合 E 上有定义，^；。为£的一个聚点, 
/( X )在 X 。附近有界，则如下三条 等价： 

i . lim f ( x ) = A . 

ii . /(0：)在 。附近满足 条件： 

a ) Ve >0,35>0, 当 x €£,0< U - x 0 |<5 时， 

- 有 / U)<A + e . 

b ) Ve >0, V 5>0, g . rGE ： 0<| x - x o |<5, 

. 使得 / U )> A - e . 

iii . A = lim sup fix ) = inf sup f ( x ). 

s ^ o * o <\ x - x 0 \<8 a > oo < u - x 0 l<d 

证 r ( i => n ) 

因 = A •所以 3 x n eE , x n \ x 0 (n = 1,2,…），使得 

工”—工 0 ，/(* rJ ~^ A (当 n — ⑺时） •.故 Ve >0， V 5>0, 3 N >0, 

l <^, l /( xj-A I ◊•从而 Ve >0, 
V 谷>0, 3乂£：,既 0 <U - xj 〈夂又 / U)>A — e •此即 ii 中 
条件 b ). , 
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现证条件 a )， 用反证法.设 3€。>0, V 5 n = j ， €£，虽 


然0<1〜-0： 9 1<5，但/(尤 || )>八 + €() 0 = 1，2，一）.因有界性, 
用致密性原理，有收敛子列 l /( a ^) l— c > A + e 。 （其中 c 为某一 

常数）.与 A 为最大子极限矛盾.条件^之幻获证. 

2° (证明 ii => iii ) 


要证明 lim sup /( a :) = A •亦即 

> — n + 0< I : - I </ 


e £ 


Ve >0, 要找心>0,使得0<5<心时，有 


A -e< 


sup 

0<lx-x ft l< 


J\x)<A^e 


( 1 ) 


1) 由已知条件 a ), Ve >0,3 & >0, 当： r €£,0< | x -: r 0 


〈心时，有 /(x)<A + 音 . 


故 


sup 

I … 0 i < 

xeE 


/(x)<A 


s 

T 


< A + e , 


于是，当 0<5< A 时，我们有 

0<|/ U P,</ (j：)< c<u SU P,<， I /U)<A + e - 

x6£ x6E 

2) 由已知条件 b ), V e >0， V 5>0,3 o ： G £， 有 0 <U 
<5，/ U )> A - e . 从而更有 

sup f ( x )> A - e . 

0<|x-x 0 l</ 

x 6£ 

联立 (2)、(3) 式，这就证明了式 （1) .因此 

lim sup fix ) = A . 

^ 0 ^0<| x - x 0 l </ 

* x^E 

因为 M ( d )= sup /( x ) 是 S 的增函数，故 


⑵ 


- I 


⑶ 


€ 


lim 


o<l 


sup f ( x ) = inf sup f { x ). 

x - J 0 )< a ^>0 0< lx-J 0 |< / 

x€E 


3° (证明 
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已知 lim 

^ 0 + 0< 

sup / ( a ： ) = A •故 V 丄 > 0, 3 1 > 0 

1 x - x 0 1 < a n 

(不妨取 谷 ” 〈去 ) 

，使得 0<5 <乂 时，有 

从而有 

1 sup f{x) - A \ 〈丄. 

0 <\ x - x o \<d n 

x€E 


0< sup fix) - A< —. 

o < Ii - j q i < 浐 n 

x^E 

故 

A< sup /( ： r)<A + 丄. (4) 

0 <|^-^ 0 1 <« n 

x €£ 

由此 3 〜 e£ ， 0<U n - 1 。丨<^<丄，使得 


n 


A </( x n )<A + 丄 “ =1，2,…）， 

n 

即彐 x n G £， j n 蛉: To ，:*:”— a :。 ，/(〜）— A (当 n — oo 时），故 A 为 
/( a :) 在: r 。 处的子 极限. 

最后来证 A 为子极限的最 大者. 设 B > A 为任一大于 A 的 
实数•则/!充分大时， A +1< B •据 (3) 式，有 

n 


o< I 


sup ^^f(x)<A + -~<B. 


于是对一切0<丨0：-0：。|<5,：1^£,恒有 


/(x)<A + —<B. 

n 

所以不存在 x ” dx , ^ a : 0 ,： c ”— x 0 , 使得 /( xJ — b •故八是子 
极限的最大者. 

对于函数的下极限有完全类似的结论. 

定理 1 ; 若 /(* r ) 在集合£上有定义，工。为£的一个聚点， 
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/( X ) 在:^附近有界，则如下三条件 等价: 


i. lim f(x) = B. 

ii. /U) 在： ^ 附近满足 条件： 

a) Ve 〉0,35>0, 当： re £：，0<| j ：- x 0 |<5 时有 

B - E< f(x). 

W) Ve >0, V 5>0,3* r €£,0 <|:r — x 0 |<5, 使得 


/( x)<B + e . 


iii. B = lim inf 

0<lx-x 0 ! 
x 6 E 


9 -0 


</ ( d 


sup inf 

8>0 0<\x-x n \ 




推论 


1) 若 /( X ) 在〜附 近有界，则 /( X ) 在 A 处一定有有限的上、 
下极限. 


2) 不论/(幻在 X 。附近是否有界，下式总 成立: 


lim /(x) = lim sup /(x) = inf sup f\x) 
m 0 s „ 0 * 0 <lx-J <a s>0 0 <\x-z \<8 


e ； 0 


lim/(x) = lim inf /(x) = sup inf f(x) 

〜 0 ^ 0 + 0<|x-x 0 l<f a>t) 0<|x-x Q |<«f 

x€E x 6 E 


3) B = lim / (xX lim fix) = A. 

广气 


4) 对于任一子极限 a , 恒有 

5) Ve >0,35>0, 当： *：€£：，0<|0：-0* 0 |< 占时，有 

B - €< f{x)<A + €. 

6) lim/(x) = A 的充要条件是 

x ^ x o 


lim f(x) = Wm f(x) = A . 

工 〜 o : 二 7 0 

7) 


/U ) = max I lim/( x n ) \ x n ^ E 9 x„^x 0 (x n k x 0 ) \. 

lim /( x) = min I lim /( x J U n € £ , ^ x 0 ) I. 

"一 00 
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二、单側上、下极限 


在函数上、下极限的定义中，若 X 。仍为£：的聚点，但增加限 
制(或 o :< a : Q ) ，那么上面定义的上、下极限，便是 /( a ：) 在 
or 。 处的右上下极限（或左上、下极限）.容易 证明： . 

lim /( x ) = max { lim fix ) 9 lim f ( x )\ 9 

—o —o' 

lim /( x ) = mini lim f ( x ) 9 Hm /( x ) I . 

三、函数上、下极限的不等式 

跟序列上、下极限一样，关于极限的四则运算性质，不再成立. 
但是关于极限的不等式性质，仍被 保持： 

设 / u ), g ( x ) 在£上有定义，工 0 是£的一个聚点.若3 
0,当0<|：*：-尤 0 |<5, < 2：€£：时，/(：1：)<尽（：1：)，则 

lim lim g { x ) y 

lim /(xX limg ( x ). 

x ^ x o 

函数的上、下极限，与序列的上、下极限有完全平行的理论，二 
者有着密切的内在联系•关于函数上、下极限的问题，一般可以仿 
照序列上、下极限的方法来处理•或者利用推论 7) 中的关系式，把 
函数上、下极限的问题，转化为序列上、下极限的问题，通过序列 
上、下极限的相应结果求解. 

例 1.7.1 设/(0：),奴：1：)在£上有定义， x 。 为£的聚点，则 
+ lirng ( x )^ Um ( f ( x ) + g ( x ))< lirn /( x ) + limg ( x ). 

证 I V 5>0， Vx €£,0 <|x — : r 0 |<5 时，有 

inf /(x) + inf g( j:)</(x) + ^( x)<sup f ( x )^ g ( x ) 

(其中确界是在 o ： e £,0< U - a ：。 丨 <5的范围里取的，下同）.所 
以 
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inf /(x) + inf 《 (x)<inf (/(x) + g(*r )Xsup f(x) ^g(x) 9 

从而有 

inf /(x) + inf g(x)^in{ (fix) + g(x)) 

^sup f(x) + inf g(x). 

最后令 5-0 + 取极限，便得欲证的不等式. 

证 I 先利用上节序列上、下极限的相应不等式（例1.6.1.)， 
对 E 中任一趋向: r 。 的序列 U „| 有 

iim /(I” ） + iis g(^n )^lim(/( x n ) + g(x n )) 

<lim ,( ) + lim g(x,). 

然后利用上面的推论 7), 在此式自左至右取最小、最大值，容易得 
到欲证的不等式. 

注例 1.7.1 中的等号亦可以不发生，例 如：对 

2,当 * r 为有理数时， 

J 0,当 o : 为无理数时， 

0,当为有理数时， 

8 1,当： r 为无理数时， 

有 

Hhl/Xx) + limg(J：) = 0 <lim( f(x) + g(j：)) = 1 

ar -^0 x -*0 : r —0 

< lim/(x) + limg(x) = 2. 

:一 0 7=^0 

/ ^ a i .7 

1.7.1 试将 §1.6 中关于序列上、下极限的例题与练习改变成函数上、 
下极限的命题，并加以讨论. 

*§1.8 实数及其基本定理 

导读本节主要适合数学院系学生，非数学院系学生可从略. 

本节将对实数的引进作概括性的介绍，重点讨论实数基本定 
• 116 • 



理的相互推证方法.关于实数理论，可参看人民教育出版社1981 
年出版的王建午、曹之江、刘景麟合写的《实数的构造理论》一书， 
该书以不大的篇幅对实数理论作了比较全面系统的介绍. 

一、 实数的引入 

人类最先只知道自然数，由于减法使人类认识了负整数，又由 
除法认识了有理数.最后由开方与不可公度问题发现了无理数.可 
惜无理数不能用有理数的开方来引进，事实上有理数开方所得到 
的无理数，只是无理数中的很小一部分.为了让实数与数轴上的点 
一一对应，充满全数轴，必须用别的方法. 

方法之一是用无限小数.我们知道任何有理数都可表成无限 

循环小数（例如 1=0.9999 …=0.9)，我们可以把它的反面——无 
限不循环小数定义为无理数. 

—个无限不循环小数 x , 取其 w 位小数的不足近似值〜，与 
过剩近似值凡，则^，久皆为有理数，且 

足一 Qn = W ~^° 9 [〜， A ] oo ). 

口 J 见以尤限不循环小数定义无理数，等价于承认每个以有理数作 
端点的区间套，必有且仅有唯一的公共点.例如柯朗 （ R . Co Urant ) 

所著的《微积分和数学分析引论 > 就是利用有理数为端点的区间套 
来引入无理数的. 

历史上引进无理数的传统方法主要有两种 ：一是 戴德金 （ De ¬ 
dekind )， 用分划法定义实数 ，二是康托 （ Cantor )， 用有理数的基本 
序列之等价类来定义实数. , 

戴德金分划法的直观性很绳•其直观思想是，每个有理数在数 
轴上已有一个确定的位置•假如数轴上任意一点处将数轴截成两 
段，那么全体有理数便被划分为上、下两个子集•凡上集无最小值， 
下集无最大值时，就认为这一分划定义了一个无理数，此数夹在 
上、下集之间•如此定义的实数（有理数与无理数的全体），很自然 
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地有“序”的概念.定义四则运算等等（可参看北京大学数学系沈燮 
昌编写的《数学分析》2,高等教育出版社， 1986.) 

康托用有理数基本序列的等价类来定义实数，虽然不如分划 
法直观，但其思想在近代数学里十分有用，影响深远. 

有理数列称为是基本的，是 指： Ve >0, 3 N >0, 当 m ， 
，i>N 时，有 

I - X J < € . ( A ) 

两个（有理数的）基本序列 I 与 U / l 称为是等价的，是指它们 
满足 

Jim ( x B - x /) = 0. ( B ) 

将相互等价的基本序列作为一类，称为一等价类.条件 （ B ) 表 
明，同一等价类的基本序列其极限只能相等.任何一个有理数 
常数序列 a ， a , …， a , …自 然是一个基本序列， a 是它的极限值. 

也是与之等价的所有基本序列的极限•再如 71( 中学里已证过它 
不是有理数），它的近似值序列 

1.4,1.41，1.414，1.4142广- 

也是基本序列•同样把有理数写成无限循环小数，其近似值序列 

(例如 1=0. 9的近似值序列为 

0.9,0.99,0.999 ，…； 

过剩近似值序列为 

1.1，1.01,1.001，…） 

也都是基本序列. 

我们看到，同一个有理数可以写成许多有理数序列的极限，这 
些序列都是基本序列，它们都彼此等价•因此每一个有理数都对应 

了一个等价类，可以说这一等价类刻画 了这一 有理数.同样像力， 

也是如此•因此我们可像 m .. 代表同—有理数那样，认为： 

“每一（有理数）基本序列的等价类代表一个实数•”当此序列对应 
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的不是有理数时，就认为它定义了一个无理数.这正是 Camor 定 
义的无理数.这种定义的实质是让每个（有理数的）基本序列都有 
极限，当它不以有理数为极限时，它就定义了一个无理数. 

有了实数定义，再用基本序列的运算来定义实数的四则运算， 
以及序关系. 

以上关于实数的各种定义，虽然形式不同，但彼此等价.它所 
定义的加、乘运算及序关系，都像有理数一样，满足 
1 •域公理 即 VujGR (实数域）有 

1.1 交换律 x ^ y - y ^- x y = y x . 

1.2 结合律 （：r 十 y ) + z = + (jy + 2 ), 

( x 9 y ) 9 z = x 9 (y z ). 

1.3 分配律 x # (jy + z ) — x m y + x 9 z . 

1.4 有两个特殊的成员 0 与 l , V * rGR 有 

x + 0 = x ， x • 1 = x • 

1.5 每个 尤云只有关于“ + ”的逆元-心关于“-”的逆元 
，、使 得 

工十 （-工 

2. 与加“ + ”、乘“•”运算相容的全序公理 

2.1 VuGR 以下三种 关系： 

x < y 9 x = y 9 y<x 

必有一个且仅有一个成立. 

• • 

2.2 传递性若 x <： y ,： y < z ， 则 x < z . 

2.3 与“加法”相容性若 x <; y ,; rGR , 则 

x + z < y ^~ z . 

2.4 与“乘法”相容性若 《 r <： y ， z >0, 则 

x % z < y z . • 

3 - (Archimedes 公理） V i >0,>>0, 3 neN ， 使得肛 
与有理数不同，实数具有 完备性 • • 

4. 完备性公理••有上界的非空集合必有上确界. 
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人们发现，用什么方式定义实数并无太大关系，只要有了以上 
四组公理，数学分析全部理论也就可以建立起来. 

于是人们干脆以公理系统定义实数.所 谓实数 空间是这样的 
集合 R : 其上定义了加“十”、乘“•”运算，以及序关系“<”（由序关 
系就可定义上、下界与上、下确界），满足上述四组公理 . R 中的元 
素称为 实数. 

注意，完备性公理等价于说，如果把实数分成上、下两集，当下 
集里无最大值时，上集必有最小值.这说明实数具有连续性，填满 
了整个数轴（没有空隙）. 

实数7个基本定理以不同形式刻画了实数的连续性，它们彼 
此等价.下面讨论它们相互推证的方法. 


二、实数基本定理 

注跟一般书籍写法不同之处在于 ：下面 我们着重讨论“七大 

定理”彼此相互推证的方法. 

• • # • 

定理 1 (确界定理）任何非空集 ECIR ， 若它有上界，则必有 
上确界 siipEGR •(等价地若有下界，必有下确界 .） 

定理 2 (单调有界原理）任何单调递增、有上界的序列 U„l 
C ： R ， 必有极限 G R . (等价地，单调递减、有下界也必有极 
限 •）（ 所谓有极限，指有有限极限，下同） 

定理 3 ( Cauchy 准则）序列 | x n [CZR 收敛的充分必要条件是 
Ve >0,3 N >0, 当讲，；2>〜时，有 
\ x „ - x m \< e . 

注意，该定理的必要性，由绝对值的三角不等荩可直接推出. 
反映实数连续性，与其他基本定理等价的，只是此^理的充分性： 
实数组成的基本序列必有极限. 

定理4 (致密性定理）任何有界无穷序列必有收敛的子 
序列. 
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定理 5 (聚点原理)任何有界无穷集，至少有一个聚点. 

定理6 (区间套定理)任何闭区间套，必存在唯一的公共点. 
详细地说:若 a n 9 b n \ 9 a H ^ b n , b n - 〜—0(当时），则 
丨[〜，6„]|称为闭区间套，这时必存在唯一的使得 

V n€N). 

定理7 (有限覆盖定理）闭区间上的任一开覆盖，必存在有 
限子覆盖.详细地 说:设 Ml 是一组开区间，若 VxGU ，6], 3皂 
6141,使得：6 4,则称|4|为闭区间[心6]的一个开覆盖.定 
理指出， 6] 的任一开覆盖 UI 中，必存在有限子集 Ui ,^， …， 
次 ICUUd ,, …，41仍为 [ a , 6] 的一个开覆盖（称之为有 
限子覆盖）. 

定理1〜6属于同一类型，它们都指出，在某一条件下，便有某 
种“点”存在•这种点分別是 ：确界 （点 ）（ 定理1)、极限点（定理2与 
定理3)、某子序列的收敛点（定理4)、某聚点（定理 5), 公共点（定 
理 6) .定理7属于另一种类型，它是前六个定理的逆否形式.不论 
用前六个定理来分别证明定理7,还是用定理7分别推出前六个 
定理，都可用反证法完成•而前六个定理，可以直接互推. 

☆例 1.8.1 用区间套定理证明定理1〜 5. 

证都可用二等分方法证明. 

1° (证明确界定理）设 M 为集合 ECZR 的上界[即 Vo ： e£, 有 
来证 3 e = sup £€ R •若£有最大值，则最大值即为上确 
界•现设 E 无最大值•任取一 0：。€£,将[：^,从]二等分，若右半 

区间含有£中的点，则记右半区间为 [ a , ，心],否则就记左半区间 
为[^，心 ]. 然后将 [ a ,, \]再二等分，用同样的方法选记 
[心，6 2 ]，如此无限下去，我们便得一区间套1[〜，^ ]! ，、，，乂 

、，乂 =+(]^-工。）40(当 n — oo 时）•由区间套定理，可知 

存在唯一公共点66[^,6”](” = 1，2,〜）.不难证明6正是£的 
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上确界. 

2° (证明单调有界原理)设 a /, 且: r n < MU 二1,2,…），用 
上面同样方法剖分[4, M ] 区间，可类似得区间套和公共点 I 这 
时易证 lim : r „ = 

„#oo 

3° (证明 Cauchy 准则的充分性）只要注意到基本序列必有界 
= 1,2, …），然后对 [ m ， JVf ] 进行二等分，选含 j xj 
无穷多项的那一“半区间”作为[^，心].如此无限剖分下去，得区 
间套和公共点这时有 lim x n = ^. 

4° (证明致密性定理）方法同3°，这时6的任一邻域含的 
无穷多项，因而可知 U „ l 至少有一个子序列以6为极限. 

5° (证明聚点原理）请读者自证. 

☆例 1.8.2 用定理 1 〜 5 证明区间套 定理. 

证1° (用确界定理证明区间套定理 ） 为区间套 
(即 〜 — 0)令£ = Ia „|, 因它有上界6,故由 
确界定理知存在 6 = sup £, 易证$为[4人]的唯一公 共点. 

2°类似地，用单调有界原理, Cauchy 准则的充分性，致密性定 
理，聚点原理分别可证|^|有极限（或| \ | 有极限），(或 
存在收敛的子序列（从而有子序列的极限 点）， £= (J 

有聚点，它们正是区间套的唯一公 共点. 

例 1.8.3 定理 1 〜 5 的相互推证. 

证除定理1可简单地推出定理2之外，其余的证明都可用 
二等分方法完成. 

1° (用定理1证明定理 2) 设心夕有上界 M ， 取£= U n I ,(不 
论|心|是否有无穷多项相同）由确界定理知，有 

6 = supx ,, GR . 

并易证”4 00时）. 

2° 定理 1 〜 5 都可以用二等分方法完成•如证明定理 i ，可采 
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用例 1.8.1 中证1°的方法，设£ 为有上界 M 的非空集.任取一点 
&€£，采用例 1.8.1 中证1°的方法，将[0：。，从]不断地二等分, 

作区间套 \ [ a n , b n ] \ y a n / y b n \, b n - a n = - 工。） - ►()( 当 

⑺），用定理2,3都可证明 I 收敛(用定理4 
可知有收敛子序列以某 f 点为极限，用‘理5可知 U „ 丨 U | 至 
少有某一聚点 $), 且？正好是£的上确界. 

类似可证明定理 2. 

定理3〜5也可类似证明，所不同的仅是剖分时采用例 1,8.1 
中证3°的原则选取 

☆例 1.8.4 有限覆盖与其他定理的相互推证. 

证.用反证法. 

1°用有限覆盖定理证明定理1〜 6. 

(证明确界定理）设 £ CR , V : re £ 有工<从.任取一点 
« r 0 G £, 考虑闭区间 [ x Q , M ], 假若£：无上确界（最小上界），那么 

V xG [ x 0 , M )： 

i ) 当 o : 为£的上界时，必有更小的上界々<0：,因而 x 有一 
开邻域其中皆为£的 上界； 

ii ) 当 x 不是£：的上界时，自然有£：中的点 ： r 2 >: r , 于是 o ： 有 
开邻域其中每点皆不是£的上界. 

[• r 0 , M ] 上每点都找出一个邻域它要么属于第一类（每 
点为上界），要么属于第二类（每点皆不是上界）•这些邻域 
乏[0： () ，妨]|,组成闭区间[： 1 ;。，从]的一个开覆盖，由有限覆盖定 
理，必存在有限子覆盖 U ,， …，•注意， Af 所在的开区间，应为 
第一类的，相邻接的开区间欠有公共点，也应为第一类的，经过 
有限次邻接，可知： c 。 所在的开区间也是第一类的•这便得出矛盾. 

类似地可用有限覆盖定理证明定理2〜 6. 当用反证法，假定 
欲证之定理不成立时： 
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对定理 2、3、4, 每点： r 可找到开邻域使得中除中心点 
可能与中的项相同之外，其余与 U „ l 不 相交； 

对定理5,每点： r 可找到开邻域除中心点可能属于原集 
合£之外，再无£之点； 

对定理6,每点 o ： 可找到开邻域,使得至少有某一 
[ a % ,6„。 ] 与乂不相交，从而” > n 。时， [ a „ ，6„ ] 更与 4 r 不相交. 

然后利用有限覆盖定理找出矛盾. 

2°用定理1〜6证明有限覆盖定理. 

(用反证法与二等分方法）先以定理 6( 区间套定理）为例进行 
证明： 

假设某一闭区间 [ a ， 6] 的某个开覆盖 U 1 无有限子覆盖，将 
U ，6] 二等分，则至少有一“半区间”，它不能用 Id | 的有限子集盖 
住，将此半区间记为 [^,6,] (如果两个半区间都如此，可任选其 
中的一个）•然后将 [ a t , 6,]再二等分，重复上述步骤，无限进行下 

去,便得一区间套 1 [ a M ^ b n ] \ ： a n /, b n \ y b n - a n = *(b - a )一0 

(当 m — oo 时） ，每个[^， 乂] 皆不能用的有限个所盖 • 

利用区间套定理，可知存在一点 匕为 [〜，\]的唯一公共点: 
则 e 点处产生矛盾，因为 [ a ,6], 所以存在一开区间4 = 
(a \A \ ，使得 a < f </?,但由于 lima n = lim \ = f ，所以 n 充 

n 一 oo n-*«> 

分大时有 

这表明 [^，6„] 已被 A = UI 所覆盖•与 U „，^^ I ]的本性 

矛盾. 

同理可用定理 1 〜 5 证明，所不同之处分别只是 $ 为 〜的上 
确界，极限，某子序列的极限， Ujuth ! 之聚点. 

实数的7个基本定理，在理论上非常有用，这里只是开个头， 
以后各章各节还将反复用到它们•如例 4. 2. 5,例 4.2. 11,例 
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5.2.14, 例 5.2.27 等. 

/练3 1.8 

1.8.1 设函数 /(: r ) 在有限区间 J 上有定义， 满足： Vo：e J , 存在 r 的 
某个开邻域卜-5,0* + 5)，使得/(： ? *)在（^;-5，：1：+5)0/上有界. 

1) 证明••当 l =[ a y b ](0< b - a < +⑺）时， / U ) 在 J 上 有界； 

2) 当 / = U ，6) 时， /( o :) 在/上一定有界吗？ （厦门 大学 ） • 

提示 1) 可用有限覆盖 定理; 2) 不二定 .例如 /( x ) = : r , g (: r ) = 丄在 J 

x 

=(0，1)上满足条件但/有界无界. 

☆ 1.8.2 设 /( o *) 在 [ a ,6] 上有定义且在每一点处函数的极限存在，求 

证： /( x ) 在 Uj ] 上有界■(哈尔滨工业大学） ； 

提示根据极限定义，按已知条件 Vie U ，6], 3心七0,使得（: c -匕， 
1+^)门[(2,6]内有|/( >2 ：)-/(1±0)|<1,从而有|/( >1 )|<|/(0；土0)| + 

1 (/( or ±0) 表示 lim / U )) •然后冉用有限覆盖定理. 

☆ 1.8.3 设 / U ) 在 u ,6) 内有定义， U ，6), 3占 >0,当 o：e 
u -5， f +5) n ( fl ，6) 时，有 

/(:)</(?) (当 x<f 时）; /( x )>/($) (当 ； r>f 时）. 

求证： /( z ) 在内严格递增. 

提示只要证明当时必有 / u ')</( n , 即可 • 
为此可在 [ e '， r ] 上每点找出题设的开邻域，组成开覆盖，用有限覆盖定理. 

再提示应用有限覆盖之后，所得的有限子覆盖里，保留（没有就添加） 
以为中心的开邻域，删去多余的开邻域，每两个相邻接的开邻域里选出 
一个公共点，整理后的《个子覆盖中心点及 „ - 1个公共点顺次记为 & , 
x 2 ，•••，：”，则 

5'= 々 < 乃 < … 〈: Thd =< ,[z 2 H 为中心点，•为公共点 （ i = 1 , 2 , …，; 0] 
于是 /( f ) = / U ,)</ U 2 )< … 

1.8.4 用有限覆盖定理 证明： 任何有界数列必有收敛子列•（西北大学） 
提示可用反证法. 

再提示设（” = 1,2,…）无收敛子列=> 

3占>0使得 U - Lx + <5) 中最多只含 U n | 的有限项.应用有限覆盖定理^ 
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[ m ， Af ] 存在有限子覆盖 （a - 5,, x ( - + (£ = 1，2, •••，々）=> U „ 1只有有限 

项.矛盾. 

☆ 1 . 8,5 试用区间套定理重新证明 §1.1 练习 1 . 1 . 13:“设 /( x ) 在 
[0,1]上，，/(0)>0,/(1)<1,试证：3々€(0,1),使得 / U d ) = i 2 .( 福建 
师范大学）” 

提示 l ^ g ( x ) = j ： 2 - f ( x) f m g (0)<0， g < l )>0, 将 [0,1] 二等分，若 
分点处 War ) =0,问题已解决，否则取端点异号的子区间再二等分，如此下去 
组成闭区间套，唯一的公共点，即为所求. 

再提示所得的区间套记为[^,匕 ] (n = l ,2, …），按作法，每次 gUJ 
<0 ( 即 a 2 n < f ( a n )) y 

g ( O >0( 即 f ( bJ < b 2 J ， 

据区间套定理 ，[〜 ，6,] 存在唯一公共点 [ A,U = l ,2,".)，| a "-$| 
<|乂 一 |—0,即 ^ — 当 ”一<» 时），同理， 匕 —f (当- **00 时）. 

因 /，，故 a 2 "</ UJ </( e 〉</(6 j <6 2 ”U = l ，2, …）•但 n 一⑺时， 
« 2 n — f ，6 2 n — $ 2 ,故 / u ) = e 2 . 

注本题难在叙述清楚. 

相关的练习如下练习 2.1.25 至 2. 1.28,可参阅. 
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第二章一元函数的连续性 

本章我们主要讨论连续性的证明，连续性的应用，一致连续, 
半连续与函数方程等方面的内容. 

*§2.1 连续性的证明与应用 

注方法是数学院系学生的重点，非数学院系学生不作 
太高要求. 

* 一、连续性的证明 

要点 要证明一个函数/在某区间/上连续，只要在区间里 
任意取定一点0： ( ^/，证明1^/(^：) = /(0：。>.为此,我们可以 ： 

1) 利用定义， 证明： 

Ve >0, 3 5>0,当 u — X 0 | 〈占时 ，有 |/ U )-/ U 0 )|< e ; 

2) 利用左右极限，证 明： 

/(x 0 +0) = /(x 0 ) = /(o：o -0); 

3) 利用序列语言，证 明： 

V 有 /( o ：” )一/( x 0 ); 

4) 利用邻域的语言， 证明： 

Ve >0,38>0, 使得 

/ [( x 0 - 5, x 0 + 5)] d (/( x 0 ) - e ,/( x 0 ) + e ); 

5) 利用连续函数的运算性质，连续函数与连续函数经过有限 
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次 +，-, •，+(除法要求除数不为零），复合（内层函数的值域在外 
层函数的定义域内），仍然是连续的. 

☆例2 • 1 • 1 证明 Riemann 函数 

n , 、 j 丄 •当 ： r = 2 为既约分数，<?>()， 

R(x)=< Q Q 

lo , 当 * r 为无理数 

在无理点上连续，在有理点上间断 .（ 浙江大学） 


证 1。 设々 为有理点兩(为既约分数）， 9 >0,则 R ( x 0 ) = 

^>0. 由无理点的稠密性，3无理点列 U , (当⑺时），但 

\R(x tt )-R(x 0 )\^ 0 -丄 =->0 ( Vn6N), 

Q Q 

即 R (: r 。） •故 RU ) 在有理点不连续. 

2° (证明在无理点上连续)设 〜 e [0， l ] 为无理点.则 R ( x 0 )= 0 . 
首先,我们从 KU ) 的定义可以看出， Ve >0, K ( x )> e 的点 
• r ， 在 [0,1] 上最多只有有限个（事实上，要 R (. r )> e > 0 , x 必须是 


有理点，若 : r = f,K ( + ) = 则0</><9<去 


.可见满足此 


不等式的有理数克最多只有有限个） •如此 ，可取 d > 0 允分小，使 
得 U Q - +幻不含有 R ( x ^> e 之点 ，此即 

这就证明了只 （ X ) 在[0，1]内的无理点上连续.又因为 i ? U ) 以1 
为周期①，所以尺 （ o :) 在一切无理点上都连续. 


①若0：为无理数，则 + 为互质整数），因 

1 +工=$，又（/> + 9) 与9为互质整数，故： r 为有理数时亦有 

R(x^l) = R(x). 

总之，尺 U ) 以1为周期. 
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注 K (0) = 1, 因为要使0二 f 为既约分数，且 g >0, 故只可 
能 q = l ， p =0. 

☆例 2 . 1.2 设 /( o :) 在 U ,6] 上连续，证明函数 
M ( x ) = sup fit ) , mix )- inf f ( t ) 

在 U ，6] 上连续•（湖北大学） 

这里只就 M (: t ) 进行证明， m (« r ) 的连续性证明留作练习. 

证根据连续函数在闭区间上必达上、下确界的性质， M ( x ) 
在 [ a ， 6] 上处处有定义.又因上确界随取值区间扩大而增大，知 
故每点处的单侧极限存在 . \^。€[心6]我们只要证明 
下面等式成立 即可： 

M(x 0 -0) = M(x 0 ) = M(x 0 +0). (1) 

由 MU ) 单调性，我们有 Mix , - 0)< M ( x 0 ) •又因 
V xG [a ,: r 。] 有 /( a：X = M ( x )< iW (: r 。—0), 所以 

M ( x 0 )= sup /( O ^ M ( x 0 -0), 

故 （1) 式左边等式成立•下面用反证法证 （1) 中右边之等式.因 
MU ) 单调，討(0：。）<从(：1： (> + 0).假若 MU 。+0)> M (: r 。）， 则 
可取充分小的£。>0,使得 M ( x 。 +0)>乂（0：。）+ €。.于是 Vx > 
I 。有 

fl SU|/(0 = M(x)>M(x 0 +0)>M(x 0 ) + € 0 - 
由确界定义使得 

/(O>M(x 0 ) + e 0 >/(x 0 ) + e 0 , (2) 

但在 [ a , a :。] 上 / U )< MU 。）， 所以 （2) 式中的•这便 
与 /(： r ) 的连续性矛盾.证毕. 

例 2.1. 3设 / U ) 在 （0,1) 内有定义，且函数 f / U ) 与 
在 (0,1) 内都是单调不减的•试 证: / U ) 在 (0,1) 内连续.（北 
京师范大学） 

证1。因 e _ / u V ， 所以工>工。时有 • 
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( 1 ) 


e /< V > e / ⑺， f ( x 0 )> f ( x ). 

此即表明 /( x )\. 所以 Vx 。， /«)，/«)存在 • 

2。由 e 7 U )/^: i > x 。 时67(工）>。/(々）•令 — ， 

得 e T ° f ( x ^ )> e ! 0 f ( x 0 ), 

/(. r ；)>/( x 0 ). (2) 

3° 在 （1) 式中，令 : r — orj 得 

/(• r 。）>/«)• (3) 

式 (2)、(3) 表明 /( x 0 )=/(. r ； ) •类似证 /( x 0 ) = /(&) •从而 / 
在处连续.由 I 。的任意性，知/在 (0,1) 处处连续. • 

*例 2 . 1.4 设 /(: r ) 在（-00, + 00) 内有定义，且 （1) 具有介 
值性 （ B 卩 ••若 /( a ) < p </(： c 2 ), 则3 $位于&与々之间，使得 
/(^) = ; ,)；(2)对任意有理数 r , 集合 U : / U ) = r | 为闭集•试 
证： / U ) 在 （- oo ，+ ⑺）上连续 .. 

证 （反证法）若/在某一点 X 。处不连续.则3%>0,使得 

V ^>0,3 x n , a ^| x ,- x 0 |< l f fi |/( xJ -/( x 0 )|> e 0 .BP 

丨工”|-^工 0 ，但|/(工”）|在(/( 0 ： 0 ) 一 6。 ，/(： r 。〉 + e 。） 之外•从而在 
(/ U 0 )- e u ,/ U 0 ) 十 e 0 ) 之外至少一侧（例如右侧）含有|/(^)| 
的无穷 多项： 

/( J0n k ) >/( 工 0) + 6 0 U = 1 ,2,…） • 

/( 又 o)_ f o r f(x 0 )^o 



图 2.1.1 


在 （/ U 0 ),/ U 0 ) + e 0 ) 内任取一有理数 r: 

/( x 0 )< r </( x 0 ) + 6 0 </(^ ). 
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由介值性条件，对每 一 , 3色在々与、之间，使得/(色）= 

r U = l ,2, …）•因工 0 ,所以工 0 (当 6 — 时）•这表明 

: r 。 是 U : / U ) = rl 的一个聚点•据已知条件 （2), 知 x o e U ： 
/(: r ) = H 即 /( 0 ；。）=^与/( 0 ：。）<^矛盾，证毕. 

例 2.1.5 设函数：^ = /(1)在 U ,6) 内有定义，具有介值性 
质，并且是一对一的（即若，则必有 
试证：1) /( x ) 是严格单调的，值域为某个开区间 

2) 厂 Ujy ) 在 J 内单调，而且也有介 值性； 

3) /( or ) ，厂 Vjy ) 连续 • 

证 1) 由/是一对一的，假若/不严格单调，则必 

< o : 3 使得 

/(工1)</(工2)， /( 工2)>/(工山 

或 f(x x )>f(x 2 ) 9 /(x 2 )</(x 3 ). 

下面只就前一种情况进行讨论，后一种情况类似可证. 

仟取一数 / i , 使得 maxl /( x ,),/( j ： 3 )| < fx < f { x 2 ) . 由介值 
性知： 

彐 6 (x t ,x 2 ), 

尽 2 € ( 工2，工 3 ) ， 

使得 /(6 1 ) = //=/(f 2 ). 

这就和/的一对一的条件矛盾•故/只能严格单调.为了确定起 
见,下面不妨假设/严，.由介值性，显然/的值必填满某区间 
(可以为无穷区间，但必为开区间！）.记为 /• 

.2) 因/严八故厂 1 亦严，（不然3 % 〈: y 2 使得 r l ( y x )> 
厂 1 (力），则义=/[厂 1 (%)]>/[厂 1 0 2 )]” 2 矛盾）.厂 1 的介 
值性明显[因 V /' 1 (: V , ) < $ <厂 1 (; y 2 )( 据/，）有 
3^ i =/[/ ， (^ i )]</( e )</[/' 1 ( y 2 )] = h ，记户 = / U ), 则 
/ _l (/0 = f •这即表明，对于任意二值厂 1 (%)与/—(力）之间的 
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每个值 I 必存在 p = 在力与 h 之间，使得 = 



图 2.1.2 图 2.1.3 • 

3) (/ 的连续性） 

记 

V X 。 € (a ,6 ) ，V 邻域 (/( I 。） 一 e ,/(* r 。） + e )=== U 
(因 / 的值域为开区间，故不妨设(/(1。）-6,/(工。）+幻(^/).因 
厂 1 严，，所以 

/" 1 f /( x 0 ) - e ] < x 0 < /' 1 [/( x 0 ) + e ]. 

取汐 =mini x 0 - /' l [/( x 0 ) - e ][/( a : n ) + e ] • a：o I » 

记 V = ( x 0 - d 9 x 0 ^ 8) 9 

由 / 的单凋性，知 /( VOCt ；. 所以 / 在 U ,6) 上连续. 

类似 可证厂 Vy ) 在/内连续 • 

*例23.6 证明定理: /( x ) 在实轴 X 上连续 ㈡ 任何开集的 
逆像，仍为开集（即••设 O 为 Y 轴上的开集，则 厂 1 (0)= 
U :/ U )€ CM 为 X 轴上的开集）①. 

证1° (=>) •要证厂 1 (0)为 X 轴的开集，即要 证明： Va： o e 
厂 VCOdSM ), 使得 


①集合 G 被称为是开集，指它的每个点皆为内点 ，即： 0,3 6>0,使得 

(x 0 ~5,xo + 5)CZO. 
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( x 0 - S 9 x 0 ^- S ) C ： r l ( O ). • 、 . ⑴ 

由 / M ( o ), 知外=/(1。）€0-既然0为开集，所以 
3 e >0, 使得 

(/( x 0 ) - e 9 f ( x 0 )^- e ) = ( y 0 - e 9 y 0 + e ) CZO . (2) 
据 / 连续，对: V 。的邻域(: V 。- e ，： y 。 + e ) , 3 5>0， 

使得 / [( x 0 -5, x 0 + 5)] C ( y 0 - c ,> r 0 + e ) CO . 

从而 ( x 0 - d 9 x 0 + 8) CZr l [( y 0 -€ 9 y 0 ^ t )] Cir l ( O ). 

厂 ^( O ) 为 开的. • 

2° (<=) .已知任何开集的逆像为开集•故 VxoGX , Ve >0, 
(设 ^0 = /(^0 ))(^0 一 e ,： y 。 + e ) 的逆像厂 1 [(: y 。 一 e,：yo + e )] 为 
开集•由此对于0：。€厂 1 [(3^- £ ,> + £)],3 5>0,使得 

(工 0 - + S ) Clf ' x [( y 0 - e ， y 0 + e )]. 

故 /[(:。一5，工0 + S )] CZ ( y 0 - e 9 y 0 + 6 ) = (/( x 0 ) - £ f /( x 0 ) + e ). 
所以 / 连续. 

评述该定理具有重大意义，因为它实际上给出了连续性的 
另一种新的定义方式，这种方式可以摆脱 e - 夂利用邻域、开集的 
工具，建立抽象空间里的连续映射理论.这正是后来点集拓扑学的 
思想渊源. 

*例 2.1.7 设 / U ) 在 （- oo , + oo ) 上有定义•证 明： /( x ) 
连续《 V c € ( - 00 , + oo ) ，集合 l：r :/(: r ) > c | 与 l ： r :/(: r)<cl 为 
开集 .. 

提示必要性可利用连续函数保号性证明.充分性， 

(一 00 ,十 oo ), ^>0,工 0 €1工 ： /(工）>/(工 0 )-，1开集. 

下面让我们讲几个利用运算性质的例题. # 

六例 2.1.8 证明：1)若函数 / U ), g ( x ) 连续，则函数 
( p { x ) = min [/(: r ), g ( x )]，4(: c ) = max {/(: c ) , g (: c ) | 亦连续 •. 

2)设/\(0：)，/ 2 (*2：),/ 3 (0：)在[〜6]上连续，令函数/的值 
/( x ) 等于三值/ 1 卜），/ 2 (0：)，/ 3 (工）中介于其他二值之间的那个 


- 133 - 



值.证明 / 在 [ a ,6] 上连续 .（ 西安电子科技大学） 

3) 令 ’ 

f 一 n ， 当 一 ri 时， 
w w ( x)=j x , 当-时， 

1* w ,当 x > w 时. 

/ U ) 为实函数.试 证明： / U ) 连续的充要条件是 g n { x ) = 
〜 [/( x )] 对任意固定的都是 o : 的连续函数 .（ 四川大学） 

证 1) 

(p ( x )=z /(I) + g(J) - \f(x) - g(x)\ 

_/(x) + g(x) +^|/(x) - g(j)l 

2) /(x) = /, (x) + / 2 (x) + / 3 (x)-max|/ l (x),/ 2 (x),/ 3 (j：)| 

'min|/ l (jr),/ 2 (x),/ 3 (x) I . 

3) A(:)= u n [f{x)] 

(利用 2)) = — ” + /(:r)+n — maxi - n ，/ (x) , n I 

一 mini - n ， / (x) , n I 

~ f(oc) - maxl/(x) , n I - min|/(x) , - n | 

(利用 l)) =/( 3 ； )-- n -l/<5)-^ 2 i/(^)-"i 

— —n ^ fix) - \n +/ ( 工 ）I 

: 2 

— 丨 72 + /(x) 1 — 丨 n 一 f(x)\ 

2 • 

以上由连续函数的运算性质，即知它们连续 . 3 ) 的充分性留作练 
习. 

例 2.1.9 设 / U ) 在 Uj ) 上至多只有第一类 间断点 ，且对 
V x 9 y ^： (a ， b ) 有 



x + y 

~ 2 ~ 
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求证: / U ). 在 u ,6) 上 连续. 

提示在 （1) 式中 4 令= X 。取较限;令 y<x = 

a :。，： y — 工。取极限；最后令 • r ; = x 0 + / i ,： y =: c 0 - / i ，/ i — 0十取极限. 

思考本节开始介绍的证明连续的五种方法，在以上9道例 
题中是如何应用的？ 

二、连续性的应用 


上段我们主要讨论如何由给定的条件，证明函数连续.现在我 
们要讨论相反的问 题：假 定所论的函数连续，证明在某些条件下， 
有什么结果.或者构造适当的函数，把别的问题转化为连续函数的 
问题. • 

*例 2.110 证明 ：（ 非常数的）连续周期函数，必有最小正 
周期•（南开大学，南京大学） 

分析若有最小正周期： T 。， 那么乃便是所有正周期的下确 
界•反之，若能证明全体正周期的下确界仍为一个正周期，则这个 
正周期自然是最小正周期•因此我们的问题只要证明如下三点即 
可:1。 inf }/ 的正周斯 I = 存在; 2 # T 0 仍为 f 的周期 ;3. T 0 >0. 

证1°因为集合1/的正周期1有下界0,据确界存在定理 ， inf 
1/的正周期 l = T 。 存在 • 

2°证明乃€|/的周期 | •据确界的性质，3 1/的正周 

期 1(” = 1,2,…)，使 T ,— T 0 U — oo ) •如此 ， VorGll 有 

/U + T 0 〉= /u + ! i ^: rj ' it/u + T n ) = f ( x ). 

此式表明了。是/的周期/ 11 ° 9 . 

• 

: • 3•因 了— T 。 （当 oo ), 所以 •假若 T 0 =0, 

则乃 〜0(当 oo ),/ 的周期网点（指等于周期整倍数 的点） 在 
实轴 R 上稠密•从而， Va ： eR ,3 UJ — x (其中是由一些周 
期网点所组成的序列）.于是 

f { x ) = f { limo：J = \ imf ( x n )= lim /(0 + ^)=/(0)； 

m-^oo n-^oo 
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即 / U )=/(0)( 为常数)矛盾.故 T 0 > t ). 

☆例 2AAI 设 /( i ) 对（一 00 ，+ 00 ) 内一切工有 

/ U 2 ) = /( x )， （1) 

且 / U ) 在工=0,0： = 1连续，证明/(0：)在（一00，+ 00)为常数. 
(华东师范大学） 

证1°设1>0,由条件 （1) 

/( X ) = /( X 士 ）= /( X 士 ）=…= /( JC 尖 ） =…, 

因此 

f { x )= lim ) = /( limx 7 " ) = /( I ). 

u 一 OO ft 一的 

2 o x <0 时 /( x ) = /( x 2 ) = /( l ). 

3 。 x = 0 时 /(0) = Hm /( x ) = /( l ). 

故 /( x )=/( l ) (常数）: 

上面二例都是利用连续函数的定义， lim /( x ) = /( x 0 ) = 

x 〜 0 

/( lim : t ) •下例是利用连续函数的性质. 

例 2.1.12 设/:[0,1]— [0,1] 为连续函数,/(0)=0,/(1) 
= l ，/(/ U )) = ： r •试证 f ( x ) = x . 

分析1°要证 /( x ) = ： r , 自应有/( X )，实际上，若证明了 
/( x )，， 利用 /(/( x )) = : r ， 立 即可证 /(1)=^.因7工€[0，1]， 
要么 /( x )> i ， 要么 /(： c )<: r . 由 /( x )， 知， 

fU)>x 时，有 ar = /(/ U ))>/( x ); 

/( x)<x 时，有 x = /(/ U ))</ U ). 

故总有 / U ) = I •问题归纳为证明/( X )，. 

2°例 2. 1.5 告诉我们，有介值性与一对一性就可得到单调 
性,再利用/(0)=0,/(1) = 1,便可得 / U )， 剩下问题在于证明 
/ 为一对一的•事实上， V [0,1]，若/(々） = /(々），则利 

用条件 /(/(: r )) = « r 可知 

工 1 = /(/( x ,)) = /(/( x 2 )) = x 29 
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故/为一对一 的. 

例 2.1.13 设 /: U ,6]- U ,6] 为连续函数.证明： 3芒€ 
U ，6], 使得 /($) = $.( 上海师范大学，复旦大学） 

证若 / U ) = a 或/(々）= *问题自明.否则，由 
g ( x )= f ( x ) - X 连续， /( a )> a ,/(6)<6 
知 3$ GU ，6) 使得 g (6)=0 .即 /($) = ?. 证毕. 

例 2.1.14 已知函数/在圆周上有定义，并且连续.证 明：可 
以找到一直径的两个端点 a 和6,使 /( a ) = /(6).( 国外赛题） 

证以圆心为极点，以某个半径作极轴，于是圆周上的点可一 
意地由辐角0决定 •/ 便是0的函数，以 2 tt 为周期.至此问题归为 
求 一 0 使得 /(<?) = /(<? + tt ) •令 g (0)^ /(<?)- /(0 + 7 T ), 即要求 
g 之零点•若发 (0)=0 则问题已被解决.否则 g (0)\0, 由 g ( n ) = 
/( tc ) - f ( 2 it ) = / U ) - /( O ) = - [/( O ) - / U )] = - g (0) 知 g ( Tt ) 
与 g (0) 异号.所以由介值性 3 06(0,70, 使 g (0)= O , 即 f ( d ) = 
/(0 + 7 T ). 证毕. 

例 2,1.15 平面上，沿任一方向作平行直线，总存在一条直 
线,将给定的三角形剖成面积相等的两部分. 

分析（如图 2. 1.4) 设 ^ ABC 为已知三角形，2为已知方 
向，以图示的方式取坐标系，以 S ( a :) 表示阴影部分的面积，则 
V x yX [ a ，6]有 



图 2.1.4 
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I S(x’）- S(x") I^OFl x - x\ 

(即 sum 足 Lipschitz 条件） . 所以 S 连续，有介值性•因 S ( a ) 
= 0,S(6) = 5 (△ ABC 的面积），故 3 :rG(a ， 6 )， 使得 

S( x) = 去 s • 


/练 


3 2. 


2.1.1 研究函数 = 的连续性 .. 


提示 


f ( x ) = 


1， lx|>l t / 

(+ ] 

0, x = + 1, 

- 1 ， lx| < u 

无意义， *r = - 1. 


1, - 1为第一类间断，其余处处连续） 


(成都科技大学〉 


2丄2设 


ln(l + x ) 
x 

f ( x )-< o * : 

V \ + X - 


, x>0 


= 0 , 


* ~ l ^ x <0. 


试研究 /(a：) 在 j ： = 0 点的连续性 .（ 东北重型机械学院） 

</(0 + 0) = /(0-0) = 1^/(0)=0可去间断> 

☆2.1.3 设 /( x) 在 [0,1] 上连续，且 /U)>0, 置 
= 0 |U| f ( y ) (0<x<l), 

GU 〉 = fe [紹] • • . 

试 证：当 且仅当 /(or) 在 [0，1] 上单增时， G 是连续的.（吉林工业大学） 

提示 （=>).//=>R = /=>G=l=>G 在[0,1〕上 连续. 

(<=) .注意 GU) 只可能取 0、1 两个值. 

再提示 

(<=)•/ 在[0，1]上 连续々 3x 0 6 [0，1]，使 f ( x 0 ) = max/(x) 

lo.i〆 

巧 /(:) = d/(:) = R(:o)=>G(j： 0 ) = U /U)<，i?U)， 则 G(x) 
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0, 故 G 只可能取 0、1 二值.既然 G ( x D ) = l , 且 G (: T ) 在 [0,1] 上连续，故 
G ( jr )^ l . 从而 /(1)二/?(工），知 

*2.1.4 设函数 /( x ) 在 [ a ,6] 上连续且恒大于零，按 e -5 定义 证明： 


^ 在卜一 ] 上连续 . （长沙铁道学院 ） • 

/U) 

注该题虽是基本题，但不易叙述严整 . 

证 I 因 /> 0 于 U ， 6 ] 上连续，知 3 A e U, 6 ] ， 使 0 < fix .) = 


记 



V*r 0 €[a ， 6 ] ， Ve> 0 , 取 5 > 0 ,使得 | 1 - ： 1 ： 0 |< 5 , ： |'€[ 0 ， 6 ] 时，有 
I /(*!•) 一 /( a :。） 丨 < w 2 e , 


1 1 


fix) - /(x 0 ) 

/u) /u 0 ) 


f(x)f(x 0 ) 


<-^1/( 工） ~/(^o)l <e. 
m 


所 以+在 [ a ，6] 上 连续. ^ 

l/(^)-/(x 0 )|< 1 / (^ 。 ) 、 从而丨 /( 1 )|>| |/(x 0 )l - |/(x)- 


fU ,) W > 


/Uo) 


.Ve> 0 , 3 心 > 0 ,使得 xe UU 0 , 5 2 >n[a ， 6 ] 时 

\ fU )- f ( x 0 )\< ( J -^ ))2 ^. 


于是取 5 = 0 1 岀 | 5 ,, 5 2 | ，则当 < 2 ^ au 0 , 5 )n[ fl ， 6 ] 时有 


7u) 7W 


〆 1/( 工 ）-/(I 。） I〆 
l n/ \ y y VI 


2 


l/U)./U 0 )| ^(Juj) 


tI /(^) _ /(^ o ) I <£. 


故厂 1 在 [ a , 6 ] 上连续 . 


注证 i 只适用于有界闭 区间； 证 n 适用于一切区间/,且不必要求 
/ >0. 只要 /( x 0 ) \ 0就在 or 。 处连续. 

2.1 .S 设 / U ) 在 [0,1] 上非负连续，且/(0) = /(1) = 0,则对任意一个 
实数 /(0</<1)，必有实数 1 0 (0<1 0 <1)，使 /( x 0 ) = /( x 0 + Z ). (上海交 
通大学） 


提示连续函数 / U ) - /U + /) 


< 0 ,当 x = 0 , 
> 0 ,当 x = l —/• 
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2 . 1 . 6 函数 /( x ) 在 （ a ， 6 ) 内连续 a < a ：| <» 1 ： 2 <〜< < 2 ： ># < 6 ，证明：在 
( a ，6) 内存在点 爸，使 

/(幻二 八^卜八七^…丄八工^ “华中理工大学上春理工大学） 

71 

提示平均值总在最大者与最小者之间. 

☆ 2.1.7 设 /( or ) 在 [ a,a + 2 a ] 上连续，证明••存在 ar €[ a, a + a ], 使 
得 

/(x + a )-/( a *) = ~[/( a +2 a )-/( a )] (北京大学） （1) 

提示如下函数在 U + a ] 上连续，端点处 异号： 

F{x)=f(x + a)-/(x) = -y[/(a+2a)-/(a)]. 

2.1.8 设/(0：)在（- 00, + 00>上连续，若11„ 1 / U )= + ⑺， 且 / U ) 在 

x -* ± » 

■r = a 处达最小值，若 /(“）< fl , 证明： F ( x > = /(/(:)) 至少在两点达到最小 
值 .（ 哈尔滨工业大学） 

证内层的/，在 [ a , + ⑺） 二端点的值 

f(a)<a 9 /( + oo) = + oo> a> 

故（由介值性） + 

从而 /(/(A )) = min . 同理在 （ _ 内 亦然. 

☆2.1.9 若函数 /( i ) 在 [0,1] 上连续， /(0) = /(1), 则对任何自然数 
n >2, 存在匕€[0,1]，使得 

/(?，+ )•=/(&)•(期北大学) 

证将 [0, l ] n 等分，记分点为: r , : 

0 = x 0 <«T| <:r 2 < — < : r. = 1 ， n>2. 

若 3 10,1，2, …， w - l |， 使得 F (_ r . )=/(々 + 去)一 /(々）= ()， 问题已解 

决•否则 FU ) MO 0, l , …，》-1>,若同为正，则得/(0)</( I ), 矛盾; 若 
同为负，亦导致矛盾•故 3 x ,、 a 使 FU . hFU ,) 异号，从而3 乞 
使得 f(u = o . 

☆2.1.10 设 

/ s (ar) = x + x 2 + … +*r"U = 2,3, …). 
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证明 ：1) 方程 /,( x ) = l 在 [0, + oo ) 上有唯一的实根 ： r „ ; 2) 数列1 
有极限，并求出 Hm 1.( 北京师范大学，吉林大学） 

1 一 ♦ oo 

提示 1) //( x )>0,/ ( l (0 V =0,/,( + oc )= + oo , 故入（：1：) = 1 在 （0, 
+ 内有唯一实根 • 

R «-1 

2) V n : 1 >< <1 >1 -|(否则1= y^x k m > Y ] xl-i = 1 不可能) ；: r _、4 有 

“1 *丨| 

下界0, 3 A = lim . 明显0<>1：:<丄一 0 •卜 f] x k H = 

(=) A = +. 

注此类考题，均可同样证明 .如： 

1) 设 /" ( X ) = COS I + cos 2 : + …+ cos " o :. 求证： ’ 

1 ) 对任意自然数 n , 方程/„(1) = 1在 ) 内有仅有 一根； 

ii > 设 fo , j ) 是人 （ x ) = l 的根，則 = (浙江大学） 

2) f n (x) = sin x + sin 2 x + ••• + sin " x . 

则 i ) Vn € N ,/,( x ) = l 在 ( +，+] 内有唯一根 • 

ii ) 义€( + , 是/_(1) = 1 的根，则(北京大学） 

*2.1.11 讨论函数 


/(■f ) = 


x(l - x ) 9 X 为有理数, 
x(l + x ), : r 为无理数 


的连续性与可微性 .（ 内蒙古 大学〉 


提示二抛物线: — （1) 


y 2 ^ x ) = x(l + x ) (2) : 

只有一个交点 : r =0 •其他点/分别在（1)、(2)上取值. 

再提示 Vo :。 \ 0由于有理点稠性，3有理数列 
%(：|：。） ； 同理3无理数列— ： y 2 (: r 。） •故： r 。 今0时，/不连续， 
更不可微.下面看 x o =0 的情 况：因 


/u)-/(o)_ 


x 


= 卜 i (当 1 =有理 数时) 


X 


:( 匕 :)-0 小 ^ (当 J = 


无理数时） 




—1 ( x -**0 时）， 

故 /(0) = 0，/ 在 o : = 0 处可微，当然 连续. * 

2-1.12 用 e - 5语言证明••如果 ;y = /(//) 在点 n 连续，//= 〆 :《:)在点 
0•。连续，且〜=^1。），则/[^0*)]在点: r 。 连续•（北京科技大学） 


2.1.13 


设 /( T ) = 


i —’二 ， ㈣ —，讨论 


/ UU )] 的连续性•（湖南大学） 

1,当 j:G [2 Aic ,(2 A + 

-1, 当 x 6 ((2 A + 1)开，2走71〉. 
= 々7 T 处为第一类间断 U 为整数），其余处处连续. 


提示 / UU )] = 


U 6 Z )， 


2.1.14 证明： 若函数 / U ) 在区间 J 上处处连续且为一一映射，则 
/( x /上必为严格单调.（华东师范大学） 

提示参看例 2.1.3. 

☆2-1.15 如果 ; y = / U ) 在： re [ a , + oo ) 上连续，且 j |'/ U ) = A(A 
为有限数），则 j = /(: r ) 在 [心 + oc ) 上有界 .（复 旦大学 ） X 

提示可令 1 = |-(1 一 a ) je (0, l ], 并令 = A . 

2.1.16 设函数 / U ) 在 （ a ,6) 上连续，且 
lim /(:r ) 二一 oo ， lim /(z) = - oo ， 

■ r-^a jr~*b ~ 

试证： / U ) 在 U , A ) 上有最大值 .（ 西北大学） 

提示任取定一点: r ,€ U ,6), 由端点的条件可知3 5>0使得当 «<x 
< <2 + 5和6 — 5<工<5时有/(1)</(1,)，则|^ + 5,6-5]上最大就是（《， 
6) 上之最大. 、 


*2.1.17 若函数 / U ) 在 D 上有界，令 

M f ( x 0 , S ) = supl /( x ): x € D , I x - x 0 I < 5| , 
m f ( x 09 S ) = inf \ f ( x )： x ^: D 9 \ x - x 0 I <5|. 

证明 ：1) 当 S —0 ♦时仏（0：。，5)- 的极限 存在; 2) 函数 / U ) 在 

x 0 处连续的充要条件是： • 


lim [ M f ( x 0 f 9) - rn f ( x O 9 S )]-0. (西北 大学） 

卜 o + 

提不 1) (注意 ：随着 取值范围减小 sup | …丨 inf | …1 / ) 时， 
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M / Xo ：。 ， 5) - 772/(0：。 有下界 0. 

2) (<=) •明显•因 l /(： r )_/(: r 0 )|< M / - m f -^0. 

(=>)•/ 在文。处连续=> \/€>0,35>0，当丨1 — 0：。丨<5，《2：€1)时， 

/(• r 0 ) - +</(* r )</( or 0 ) + +. 

取 sup ( •) 得 ) — + < /( j: 。）r -|- < /( x )^ M / ( x 0 » S )^ f ( x 0 ) + 

+ </(工0) + +• 

即 lM /(: r 0 ,5)-/(: r 0 ) l <^~; 

类似有 l / U 。） 一 m ,(: r 0 ,5)|< + . , 

于是 1 M / ko ，3) - m ，(\ r 0 ，占 〉 K M , - /( i 。）1 + 1/(1。） 一 m , I < + + + 
= e . 

*2.1.18 设函数> =/(尤）在区间[〜6]上有界，试证函数 
m ( x )= mf f ( t 、 ， M ( x )= sup fit ) 

在 [ fl ,6] 上左连续，并举例说明它们可以不右连 i . * 

提示（以 MU ) 为例证明左连续）•（明 显： MU ) 是 *r 的增 函数〉 按确 
界定义 V x 0 G [ a »6 ] , V e >0* 3 x , : a ^ x , < x 0 
使得 M ( a ： o )- e </( a * I XM ( x 1 XM ( x 0 )< M ( x 0 ) + 6. 

取 5= x 0 - xi >0, W 1 X |= r a : 0 -5< x < XoB ^, 

M(x 0 )-e<M(x l XM(x)<M(xo)<M(x 0 ) + €, 

即有 IMU 。）- MU )|< e . 故左连续. 

l , a :>0 时 f 

(可以不右连续）•如[-1 , l]_h ssgn ( x ) = ^ 0 ,*r = 0 时， 

-1, j :<0 时， 

此时 M ( x )= (0，1]±， 在 : r = 0 处不右连续. 

一 1，|_ _ 1，0 J 上 

☆2-1-19 已知 


f ( x ) = 


Xy O^JT< 1, 

* + 1, k <： x < k ^ l 9 


其中 /fe = l,2,3,-. 
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求函数 = 在 ; y >0 时的具体表达式，并指出 g (： y ) 在各点处的左 

右连续性 .（ 北京航 i 航天大学） 

钿-,、一卜[0，1)上- \ y , 0 < y<U 
提不 g ( y )- y>l — j ▲，务 <：y<A + 1 , A = 1 , 2 , … 

: y = 2,3, …时右连续、左不连续， [0，+ oo ) 其余处处 连续. 

*2.1.20 设 / U ) 在 [0,1] 上定义，并且有界， fl 、6> l 为二常数， 

丄时，有/(01*) = 6/(：1：),试证/在1 = 0处右连续. 
a 

提示在/(似）= 6/(：|：)中令1 = 0得/(0> = 0.因此只要证明 
lim f ( x ) =080可. 

再提示因 j 时，有 /(« x ) = 6/ U ), 即/(1) = ^£1,因此 

V N (诌然数> ,0<了<人时有 fU ) = =…= 1^1 

a o o 

) /(j )| = / 有界，即 3 M >0, 使 |/ U )|< M ). 

故 Ve >0, 取定 N (充分大）可使然后令5=人，則 0<: r <5= *4 时， 

baa 

有 ◊•即 

b 

lim /( x ) = 0= /(0). 

■r—0* 

* *2.1.21 设 : y = / U ) 为的连续函数， F * y 轴上的闭集，试 
证厂 UF ) 为 X 轴上的 闭集. 

证要证 / m ( F ) 为 X 轴上的闭集，即要证厂 ^ F ) 苞含它的一切聚点. 
设: r 。 是 / m 的任一聚点（指： 3 or . e 厂 I 。（当 n - oo >)， 来证 

•r o er 1 (F)4*± : :r li e/- 1 (F>=>/(:r >l >eF=^^Mim/U”）= 

n^°° 

/ U 0 )=>/( X 。 ） 是 F 的聚点 且:”集， /() € F =>: r 0 e 厂 1 ( F ) •由 I 。 的任 
意性，知 / _ *( F ) 为 X 上的闭集. 

*2.1.22 函数 /、 g 在 [ a ,6] 上连续，/单调 6] 使得 g ( x n ) 
= /(文《 + 1) (” = 1,2,…）， 证明： 彐1 0 €[0,6],使得 /( x 0 ) = g ( x 0 ). 

证1•若 3 n 使得与发 (〜，）- /U + 1 ) 异号，则由连续 
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函数介值性，知 3 & eu ,6], 使得 g ( x 0 ) = fu 0 ). 

2•否则 UU )-/(： OI 保持同号•例如恒正，则 /( x, M )-/(xJ = 
gU n )- fU „)>0 (n = l ,2, …）表明 I/UJIA 由/的单调性，知 U 1 单 
调，且有界.故 U „| 收敛于某点 o ：。， 在忌中取极限，由/、 
g 连续性得 gU 0 ) = /(: r 0 ). 

注有界无穷数列必有收敛子列，因此在中能取出收敛子列 

• r 0 (某极限点）•似乎可以删去/的单调性条件.但这种方法得到的子列，其 
邻项不能保证具有关系： #(•!：, ) = /(〜 + ,). 

*2.1.23 设 / U ) 在 U , + oo ) 内连续，有界.试证： VT ^ x .-^ + oo 
使得 lim[/( x n + D - /(x„ )] = 0. 

鐲 - 

证（记 g ( x ) = /(x + 了）— /(•!：), 来找 ：!：”-► + «>使得 g (* r ”）—*(>•) 亊 
实上，若0 ：/+ oo 时， gQ ) 无穷次变号，則问题明显.只需证明 z 充分大后 
发 U ) 保持不变号（例如恒有 g (_ r )>0) 的情况即可•由/的有界性 ，知： Ve > 
0 ，x 充分大之后，不能永远有发 （: r)> e [不然的话 /( x + ( n + 1) T ) = 

n 

十走了）十 /( z)=(n + l ).€ +/( x )— + 00 ( 当 ”400 时）与 / 有界矛 

k^O 

盾]•因 此:对 充分大的每个自然数；1,3：1： || >”，使得 /? (：1： (1 )<丄.证毕. 

n 

* *2.1.24 /在[0,71]上连续 （ n 为自然数）， /(0) = / U ) •试证 ：至少 
存在 n 组不同的解 （ u ) 使得 f ( x ) = y - x > 0 为 整数. 

证（用数学归纳法） r ；1 = 1时明显 .2 •(由”=々成立 =>n = A + l 成 
立 •） 考虑函数 g ( x)=/(x + l )-/( x).n = ife + 1 时，有 /(0) = /U + 1), 故 

k 

有 S 尽（0=0，可知总3托[0,*]，使得发 （ f )= o , 即 /( e + i )=/( e ),( e , 
»»0 

e + i ) 为一组解. 

作函数 

. /( x ), x €[0,$], 

93(工）= t 

/(x + l ) f x 6( f ,4] (平移相接）. 

这时 yKOjcfU ) 满足命題对 n = k 的条件，应用到 y 可得 A 组解•但 p 的 
解也必是/的解•且与 +1) 不同•如此获得/的„ + 1 组解得证. 

*2.1.25 用确界存在原理（非空有上（下）界数集必有上（下） 确界） 证 
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明：若 / U ) 在 u ，6] 上连续， /(«)_/(6)<0, 则存在一点 cG(a ， b )， 使 f(c) 
= 0.( 西北大学） ' 

提示不妨设 / U )<0,/(6)>0, 于是 A = U :/ U )<0| 非空，有上界 
6,由确界原理 


彐 c €[ a ，6]: c = sup lx|.=>V 丄 >0,彐 : r ”€ A : 

/<x)<o n 

c - ~< x n <c ( n = 1,2, — ) ’连# i lim /( x „ ) = /(cXO (因 /( x n ) < 

0)；3 Z . r + /(c + i -)>0,/( c ) = Jim/(c + ^-)>0, 


故 /( c )=0, cG ( a ， b ). 

*2.1.26 设 / U ) 在 U ,6] 上连续， /( fl )./(6)<0, 应用闭区间套原 
理 证明： 至少存在一点 6), 使得 /( f )=0.( 北京科技大学） 


提示将[^,6]二等分，若中点处/(£^)\0,两子区间，必有一个/ 

在端点异号，将其再二等分.如此下去组成闭区间套 |[ A ,\] |,其公共点 

?€■ [ a „ 9 b „ I (n = 1,2, …〉 ，必有 /( f ) = 0. 

*2.1.27 用有限覆盖定理证明连续函数的零点定 理：若 /( x ) 在 [ a , 

6] 上连续, /( fl )./(6)<0, 则存在技 U ,6), 使得 /( f ) = 0.( 四川大学〉 

提示（反证法）否则 [ cz ， a ]/ u ) \ o =>/ u )> o ^< o ) 

极限保号性 

■• 35 』 >0 , (* r - l，:r + 5,) n [ a ,6] 内 /U ) 保持同号，| U - 心， 
x ^- S r )： x ^ U ，6] I 组成 [ a , 6] 的开覆盖=> 其中存在有限子覆盖，相邻接的 
二开区间必有公共点=>相邻区间里，/同号同号 （矛盾）. 

*2.1.28 用闭区间套定理证明连续函数有界性定理•即若/( I )在闭 
区间上连续，则存在 M >0, 对一切 xe [ fl ，6],|/(： r )|< M •(华中师 
范大学） 


^ §2.2 一致连续性 


.导读一致连续性是数学院（系）学生的重点内容•非数学院 
(系）学生不作要求. 

本节主要讨论如何利用一致连续性的定义及其否定形式，来 
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证明函数一致连续与非一致连续.其次，讨论一致连续与连续的关 
系.最后介绍连续模数及一致连续函数的延拓问题. 

一、利用一致连续的定义及其否定形式证題 

要点 设 /(: r ) 在区间 J 上有定义为开、闭、半开半闭，有 
限或无限区间）.所谓 /(: r ) 在 J 上一致 连绣，意指： 

V €>0,35>0,^ /,/€/，|0：' — 0："1<5时，有； 

W) _ I < e. 

如此, / U ) 在 J 上非一致连续 

«3 e 0 〉0, V 在 >0,3* r 、， x " a €/: 

虽 — 但 l / U 、） 一/ ( oi >。 

㈡ 彐 e o 〉 0，V + 〉 0 , 彐 X 、，工 ' (n = l,2 , …）： , 

虽 I 乂-忒|<^■，但 i /( 乂）- /(， ji > € . 

特另 1 j ，若 9 e 0 > 0, 3 x\ , x" n 6 I , ( n = 1,2 ,•••), M lim x\ = 

把'•但 1/( 〆 《) — /(/”）1^0(« = 1,2, …），则可断定/ 
在/上非一致 连续. 

用定义证明/在 J 上一致连续，通常的方法是设法证明/在 
J 满足 Lipschitz 条件： 

其中 L >0 为某一常数•此条件成立必一致连续 • 

特别，若/在 J 上有有界导函数，则/在/上 Lipschitz 条件成 

立••： ” ： • ， 

•1 • - ^ 

例 2.2.1 设 /( o :) = |^ S in ^， a >0 为任一正常数.试 证： 

/( x ) 在 (0， a ) 内非一致连续，在 [ a , + °°)上一致连续（兰州大 

学) •， * * ： ^ 

证 1。证明/在 [ C 2，+ ⑺）上一致 连续. 
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w r 

^{uh? + ^a + l)) lx， ~ xl ^ LU， ~ xV ^ 

从而 Ve>0, 3 占 =£ •，当 Ix'-arHcf 时， |/(/)-/( 工 "）|< £ 

方法 II 证明 /( or ) 在 [ fl , + oo ) 上有界.略 
2°证明/在(0,«)内非一致 连续. 


取/” = 


/f 

^ n = 


2 n 7 T + 


2f2 7T - 


” =1，2,…），则 n 充分 


大时，且 


K 一工 ' I = 


A 2 2 兀 

4n tt - 了 


r^O (当 ” — oo 时） • 


\fU n )-f{x\)\ 


4n7T + 




4n7T - 7T 
2nir- 


>2 


故/在 (0, a ) 内非一致连续. 


例 2.2.2 证明 ••/(I): ■^ 在 （ o,l),g( x ) = :c 2 在 （ i, + io) 


内非一致连续. 
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证 


n n 


0 — 但 


I - 


1. 


1 


0, 


V w + 1 + 

但 I (V n + l ) 2 — (-/ n ) 2 1=1. 

故 / 在 (0, l ), g 在 （ l , + oo ) 内都非一致连续. 

☆例 2.2.3 证明： /(* r ) 在区间 J 上一致连续的充要条件 
是：对 J 上任意二数列|工„丨，只要 A - A — 0,就有 /( x J 
- /(: r \)40( 当 n — ~ 时）•（华中理工大学） 

证 1° (必要性）因/ 一致连续，所以 Ve >0, 3沒 >0,当 
、: c , ( r / € J , lx — : c ' l <5 时有 

|/(X)-/(X / )I<6. (1) 

但 - (当 n — oo 时），故对5>0, 3 N >0 当 n>N 时 

U ” - X 、丨 <汐， 

从而由 （ 1 ) f ( x \)\< e . 

即 / U ) -/( 〆 ”卜0 (当 n - oo 时） • 

2° (充分性） 


若/在/上非一致连续，则 3 e 0 >0, V 去 >0, 3 a € /,虽然 

lx” - 丨 〈去 ，但 1/(1”) - /(x’J |>e。. 

可见 A — a:、— 0,但 /(x_) - /(x\) — 0( 当 n — oo 时)矛盾 • 

☆例 2.2.4 设 J 为有限区间， / U ) 在 J 上有定义， 试证： 
/(I)在 J 上一致连续充要条件是/把 Cauchy 序列映射为 Cauchy 
序列① ( 即当 U.1 为 Cauchy 序列时，1 /(x J | 亦为 Cauchy 序列） • 


① Cauchy 序列又称基本序列，或自收敛序列，意指所论的序列丨，满足 Cauchy 
条件： V «>0, 3 N >0, m、《>N 时 | flw 
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(北京师范大学，西北师范大学，河南师范大学） 

证1。（必要性）已知 Ve >0, 3》>0,当：/， 

|工 / 一，|<8时有 

\f{x)-f{x)\<e. ( 1 ) 

设 | 为 Cauchy 序列，则对此 8>0, 3 N >0, 当 n ， m > N 时，有 
\ x n - x m \ < 从而由 （1) 式， 

l/(:J - /(«r m )l<e, 

所以 l/U„)l 亦为 Cauchy 序列 • 

2° (充分性）若 /(x) 在/上非一致连续，则3£。>0, Vl = 
j〉0, 3 u、 6 虽 |:r” - :r \ |〈丄， 

ri n 

但 1/(*0 - /(x'JI>e。（n = l，2, …）• ⑵ 

注意到/为有限区间，0^€/(” = 1,2,…），因此中存在收敛 
的子序列丨•因 - x'” |—0(当 n — ⑺时），故 | 中相应的 

子序列1：|：\ I也收敛于相同的极限•从而穿插之后，序列 



亦收敛，为 Cauchy 序列.但其像序列 

/(工”丨），/(:，），/(工” 2 ) 9 f ( x \ 2 ) ，…，/(工、 ） ，/(:’、 )••■ 

恒有 l /(')-/( x\)|> e 。， * 

不是 Cauchy 的，与已知条件 矛盾. 

注 I 的有限性只在充分性用到•对无穷区间，必要性仍成 
立. 

例 2.2.5 设 z = g(：y ) 于于 J 都是一致连续的， 
且 /(/)(=/ •试证 z = g (/(：r)) 在 J 上一致连续 •. 

提示可直接利用 定义； 当/、/有限时可利用 上例. 

二 、一 致连续与连续的关系 

我们知道， /U) 在区间 J 上一致连续，自然 /(>r) 在 J 上连 
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续，反之不一定.若 J 为有限闭区间，据 Camor 定理, / 在上 

连续等价于/在 [ a ，6] 上一致连续. 

现在让我们来讨论开区间以及无穷区间的情况. 

☆例 2 . 2.6 设 /( x ) 在有限开区间 U ,6) 上连巍 ，试证 / U ) 
在 U ，6) 上一致连续的充要条件是极限 lim / U ) 及 Um / U ) 存 

在(有限 ）•（ 山东大学，南开大学） I a " 

证 1° (必要性）已知 Ve >0, 3 5>0,当 x / , x " G ( a ,6), 
\x - x '\ <8 时，有 I /( x ’）— /( x ") |< e •故 Va :',: c "6( a ,6 )，a 
〈/〈a + 各，+ 汐时，有 

W) -/(x")| <e. 

据 Cauchy 准则，知 lim/U ) 存在(有限）.同理 lim /( x ) 存在. 

2° (充分性）补充定义 / U )= iim / U ), 

则/在 U ,6] 上连续•由 Cantor 定理， / U ) 在 [ a , 6]上1-致 连续. 
从而原/在 U ,6) 上一致连续. 

注 （1) 此例 表明： 在有限开区间上连续函数是否一致连续， 


取决于函数在端点附近的状态.应用本例，容易判明^ 



在(0，1)上一致连续•而 jy = s in = In x 9 y = ^ ^ 在 (0,1) 上 
非一致连续 • 


(2) 由此例还可看出， / U ) 在 U ,6) 上一致连续，则/在 U , 
6) 上有界•然而，在开区间上连续、有界，不一定一致连续.如7 = 



(3) 当 U , 6) 改为无穷区间时，该例的必要性不再成立.如 
f ( x ) = x , g ( x ) =sin x 在 （- oo, +⑺）上一致连续，但在端点 
± oo 无极限 • 对于无穷区间，充分性仍是对的. 请看： 

☆例 2.2.7 证明••若 /(x) 在 [ a ，+ oo) 上连续， l im /(a;) = 

• • a ： 一 ♦ oo 



A (有限），则 / U ) 在 U ，+ oo ) 上一致连续.（新疆大学，中国人民 
大学） 

证 1。因 lim /(工）=八，所以\/6>0,3厶>(2当 

x — + 00 

时，有 

\f{x) - f(x /f )\ <£ (1) 

( Cauchy 准则之“必要性”）. 

2°由 Cantor 定理，/在 U ,4 + 1] 上一致连续，故对此 e >0, 
彐谷，>03 + 时，有 

\f{x)- f{x f/ )\<t. ( 2 ) 

3。令5 = mini 1,5 山则 /, 0 ：">心| 0 ：'- x "|<5 时，: r ，， x " 
要么同属于 [ a , △十 1], 要么同属于 （△, + «>)• 从而由 d )、（2) 知 
1/(/) - /(/) 丨< e •即/在 [a , +①）上一致 连续. 

注如下的证明是错 误的： 首先利用以上证明的1°,得结论 
“/在 U , + oo ) 上-致连续”，然后利用 Cantor 定理， 

上一致连续，从而/在 U ，+ oo ) 上一致连续•其错误在于 i •中厶 
与 e 有关，由1°得不出/在 [ d ，+ oo ) 上一致 连续. 

☆例 2.2.8 设 / U ) 在 [ a , + ~)上一致连续 dU ) 在 [ fl , 
十 上连续， - p ( x )]=0 .证明 ：？ >(X) 在 [ a , + oo) 上 

一致连续•（上海交通大学，华中理工大学） 

证 1。因 | j '[/( X ) - y (: c )]=0, 所以 Ve >0, 彐厶〉 a , 当 

x > △时， |/ U ) - 9 U ) I 〈音 •又因 / 一致连续，故对 e >0, 

3心 >0,当 

A y\x - X f， \< A 时有 

I (p{x) - <p{x)\<\<p{x)-f{x) \ + 1/(〆 ） W)| 

+ l /<^)-9»(^) l<y + y + | = €. 

2° 利用 Cantor 定理，可知9?(文）在[0,4 + 1] 上一致连续，所 
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以对此 s >0, 3心>0, 当： + 1]，|：1： / -0：."|<》 2 时， 
有 

I < p { x ) - 9?(工 "） I < e . 

3。取 5 = mini 1, 心 ，1 时，则：*:'， [ a , + 00 ) ， I x ’ 一 工"| 
〈谷时 ，有 证毕. . ， 

我们知道 ，: y = x 在（-^^十 00 )内一致连续，但 : y = a : 2 在 
(-~，+ ~)内非一致连续①•我们 要问； 在无穷区间上 rr 敢连续 
的函数，当 x -± oo 时，阶次有何 估计. .. •:' 

* 例 2.2.9 设/(：1：)在（ - oo , + oo ) 上一致连续，则存在非 
负实数 a 与6,使对一切*2^(-00, +⑺），都有 

|/( x ) |^a I x I + 6. I ， . 

试证明之.（云南大学，南开大学） 

证因为 /(x) —致连续，所以 V e >0, 牙5>0,当丨/一 《 r〃| 
时，有 1/(/) -/(，）丨<£•现将 e >0,5>0 寧定•由于\/工 
G (- oo , + oo ), 3 mGZ (整数集），使得工 = W + i 。,’ 其中 x 0 € 
(一5,谷）•注意到 /( x ) 在[一谷 ，5] 上有界，即 3 iVf >0, 使得 

|/(工）|<]^(乂文€[-5,5]).因此， 

n 

fix )- 2 \ f ( k 8 ^ x 0 )- f [( k - l)d + x 0 ]\^ f ( x 0 ) 9 

I /( X)K i ； \ f ( k 8 ^ x 0 )- f [( k - l ) d ^ x 0 ]\^ |/( x 0 )| 

* = 1 

^ I n I e + M . 

由 z .= n 5 十 x 0 知 = Hn |, 代人上式 

l/(:)l<+U- 工。丨 + M<y| xl + (M+flx。!）• 


® 如令 A = V ~ HT \ 9 x h =， T , 这时 I I = 1 — ^一 0, 但 I d - 

V fi 1 +V n 

: r „ 2 | = U + 1- ”丨=1，可见 （• oo , + oo ) 内不一致连续 • 
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| x | + (M + e ). 

记 | = + e = a >0,6>0, 

\ fix) Ka |x|+6 (VxGC- 00 ,^ 00 )). 

此例说明，若 / U ) 在（-^，+ ~)内一致连续，则 ar-oo 时， 
f(x) = Oix). 

下面我们来看一个使用一致连续性的例子. 

例 2.2.10 设函数 /( x ) 在 [0, + oo ) 上一致连续，且 Vx >0 
有 lim / U + n )=0( n 为正整数）.试证 lim /U ) r 0!(江西大学， 

”一 00 I 一 + oo 

上海师范大学） 

分析要证明 lim / U )=0, 即要 证明： Ve >0 3厶>0,当 

I 一 ♦ oo 

时，有 I / U ) 丨 < e . 

已知 V : r >0, 有 lim / U + ”）=0 •因此对区间 [0,1] 上的每 
个点1€[0，1]，相应3义>0，”>乂时 l/U + n )|< e . 可惜这 
么找得的/^(0：€[0，1])共有无穷多个.无法从中找出最大的 

为此，将 [0，1； U 等分对每个分点 a = ^( f € 丨1,2,".,糾），相应 

R 

彐 〉 0,使得 n>N, 时 ， 1/( a + « ) | < e •令 N = max | N , , N 2 , 
…， N *| 则71>~时，有|/(4 + n)|<e 01,2,…，灸）•如此我 
们虽未找到所需的4>0,但至少在 [ N , +⑺）内的每个格点X,. + 
” （z = l ， 2, … ，々 ，n = N + l,N + 2 , …） 上，有丨 /(' + w )| <e •注 
意到 /(* r ) 在 [0, + oo ) 上一致连续，因此把分划取得足够细，使得 
格点足够密，可使二格点之间的函数值，与格点的函数值，相差任 
意小. , . . 

证 1。因 / U ) 在 [0, + oo ) 上一致连续，所以 Ve >0, 3 谷〉 
0,当 W |<5 ( x ', x ">0) 时，有 

1/(/)-/(工")1< 皆. (1) 

• 154 • 



2° 取将区间 [0, lU 等分•记分点 : r £ = f(i = l ，2, …， 
灸）•这时间距 A — Am = +<夂 ’ ‘ ‘ 

鲁 • * 

3°由已知条件，对每个 A = •^有把/(4 + n ) = 0•从而 3 % 

>0,使得 n > N , 时有 l / U ， n ) l 〈 + •令 N = m ^\ N i \ i mn > 
iV 时 


|/(xi + n ) I <^ - (i = l ，2, …， A ). (2) 

• 4 。 取△=^/>0，来证0：>^时1/(工）|<6.事实上，¥ > 2：>^/, 
记 n = [: r]>iV ① ，因 2 — ne [0， l )， 故 K 使得 

|(:r 一”）一 o :,|<(5, 即 |工一（71 十 x ,)| 〈占 ，由式（1),|/(工）一 


/( n + : r ,) 丨 < y • 再由式 (2) ， 

l /( x )|<|/( x ) -/(n + Xi )| + I/(n 十 a )| 


即 lim f ( x ) =0. 

+ 00 

由此例易 如：若 g 在 U , + OO ) 上一致连续 ， fi V ： T >0, 有 
lim g(x + n 〉= A , 贝! J litn g ( x ) = A . 

+ OO \ X _ + OD 

X ^ V : • 

三、用连续横戰描述一致连续性 { . 

定兴若 / U ) 在区间/上有定义，则 

w f ( S )= sup \ f { x r ) - f { x f/ ) |* 
i l ' x Z *- V?<a •: 

称为函数 / 的•可见 ovU ) 是关于 5 的非负、不减函数. 


① [： r ] 表示不大于 o : 的最大整数. 
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下面我们借助它来描述一致连续性. 

*例 2.2.11 若 / U ) 在区间/上有定义.则 / U ) 在 J 上一 
致连续的充要条件是 Um ovU ) =0. 

证1°必要性.因 / U ) 在 f 上一致连续，因此 Ve >0, 3心 

>0,当/，/€/，|1 / -/|<&时有1/(/)-/(/)|< + .从而 

出 /( 汐 1) = X . SU| f W ) -/(工。1<音. 

故0<5<心时， 

0^：( o f ( d )^( o f (8 l e . 

所以 lim eo f ( S ) =0. 

d -*0 4 

2。充分性.由 lim ov (占 ）= 0 知 ： Ve >0, 3心 >0 使得 
( XavUjCe , 故当：一，1<\有 

1/( 〆 ）— /( Z )|< /S 哭， |/( x / ) -/( x ") I = a > / (5 l )<6. 

所以 / 在 J 上一致连续. 

注由此可得一致连续的观察法.因为 CO / U ) 的值只与/的 
图形最陡的地方有关•若/的图形在某处无限变陡，使得 ，⑻ 
— 0 U — 0时），则/非一致连续•若/在某处最陡，但0♦时， 
此处的变差 1/(/)-/ (/ 01— 0,则/一致连续. 

例如 /( x ) = +( x >0), 在工=0处，图形无限#陡 • V 5>0, 

⑴ 十 00 • 5—0 ♦时 ov (5) — 0•因此/在任何区间 （0, c ) U > 

0) 上都是非一致连续的.但在区间 [c , + ( x 0 上， = l 在点 c 
* x 

处最陡，且 o > / ( i 5) = 1^- L_-o 时）•可见 /( x ) = l 

在 U ，+ oo ) 上一致 连续. 
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类似我们容易看出 In x , e x cos —, arctan x ， sin 丄的一致连续 

x x 

区间.留给读者考虑. 

※四、集上的连续函数及一致连缠函数的延拓问通 

前面例 2.2.6 告诉我们，若 /( x ) 在 U ,6) 内一致连续，则/ 
在端点 a , b 处有有限极限，因此若将极限值分别作为/在点 
的值，那么/被延拓到闭区间 [ a , 6] 上，且在 [ a , 6] 上一赛逹续， 
下面我们将此结论推广到一般的集合 £ C = R 上.为此，我们首先把 
连续与一致连续的槪念，推广到任意的集合£上. 

定义 /( x ) 在集合 £(= R 上有定义，所谓 / U ) 在 
工 0 处连续，指 ： Ve >0, 35>0,当 U -： r 0 丨 < 占 ， z 时，有 
|/(：0-/(0： () )丨<£.若/在£：的每点上连续，则称/在£上连 
续 • 

换句话说，定义与区间上连续的定义一样，只是把区间 J 改 
为了集合£•类似可定义£上的一致连续件. 

值得注意的是，按此定义，/在£的孤立点（如果存在） X 。必 
然连续•因3>0取得充分小时,0；。的5邻域(0：。-5,：1： () ~^)与£ 
只有一个公共点 x 。 •可见今后只需讨论/在£的聚点处的连续 
性 •.. 

按此定义，易知 Dirichlet 函数 

D 1,当 x 为有理数时， ， 

0,当 x 为无理数时 

处处不连续•但限制只在集合 Q = | 有理数 | 上考虑，则 D ( x ) 在 Q 
上连续. 

下面讨论延拓问題. 

**例2.2.12设£：为实轴 R 上的一个集合， 

的稠密子集[即 Vx €£, 3： c , €£： 〆 《 = 1,2, …） ，使得 a — 工（当 
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n — oo 时）] .若是 & 上的一致连续函数 （即： Ve >0, 3 谷〉 
0, 当 E x 9 \ x f - x ^\< 8 时，有 I /i ( i ’） - /i ( x ") I < e ) •则 

在 £ 上有唯一的函数 /( x ) 使得： 

1) /( z ) = / iU ) (当 • rGK 时）； ' 

2) /( o ：) 在 £： 上连续.特别£为有界集合时，则 /( x ) 在£上 
一致连续. 

证证明的思路如下 :已知 对任意〜€£：,可取出序列 U „! 
，使得 a—a • 我们来证明 limf x ( x H ) 存在，且极限值与 lx , I 

n-^oo 

的取法无关，函数 fU)i 

n-^oo 

在£上被一意确定•然后证明此函数在£上满足条件1)、2八并 
且符合此条件的函数是唯一的.具体 地说： 

1。 已知…），使得 a — a ：。 （当 „ 
•现证 l /, ujl 收敛•事实上，由于/，(:^在^上一致连续： 

▽ €>0,35>0，当/，工"€£ 1 ，|/一： ? ；"|<5时，有|/ 1 (0：，）一 
/ iU ") 丨 <6•由 UJ 的收敛性，对此占 >0, 3 N >0, 当 m , n>N 
时，有 U m - 心丨<(5,从而 — 

敛. 、’ 

2。 另设 X 、 e Ejn = 1,2,…）， j ：'” —： c 。 （当 n — oo ), 需证 
把， 1 ( /” ）= 把，1 ( 心广但这是明显的，因否则令 ^ u = x nf R 

…)时，有爻 二一&使得 i / 1 ( l )| 发 
散，这与 r 的结论矛盾 .： . 

至此，我们可以在£上一意地定义函数 

f ( x 0 ) = limf l ( x n ) ( Vx 0 6£), (1) 

其中 U J 是中任意一^趋于 《 r 。 的序列 .• 

3 '我们来证明 /( Z ) 满足条件1)、2)•亊实上， VreEi ，只要 

令工”=0：(” = 1,2广.）肩 ： •< 
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f ( 工） = lim/,(x n ) = / l (^:). 

H —oo 

这就证明了条件 1) .为了证明 / U ) 适合条件 2)， 我们只要 证明： 
“/(幻在£的任何有界子集 FC =£ 上一致连续这是因为， 
对于任意: r Q € f ：, 我们总可找到包含&的有界子集 FC £, 既然 
/在 F 上一致连续，自然/在^；。处连续.然后由 a :。 的任意性，知/ 
在£上处处连续.其次，若£本身为有界集合.则可令 F =£ :，便 
知/在£:上一致连续•剩下的问题在于证明/( I )在 F 上一致连 
续•即要 证明： Ve >0,3 5>0, 当/,/€广丨0： / -0："|<沒时，有 
1/(/) - /( x〃）|<e •实际上，已知上一致连续，所以 
Ve >0,3 A >0, 当 W |< 心时，有 


l / i (- r / )"/ i (^") l < y . *(2) 

今取5= 可以证明这时若 U ' -/| <夂则有 
1/(/) 一 /( x ")| ◊•因为对 

2,…），使得 x' n - ► X 、 X ' 4 / (当 n oo 时），/ ( /) = 

•1土/\ (/”），/( X ") = 11^/ 〆 ：!："” ） •从而对于 €>0与 1 >0,彐（充 
^大的） n 。， 使得 I ~ 



-x'l <y , lx* 



T 


I/( X ) - / 丨 (x w 。) I < 舍 ， I/(x") - /, (: r'。) I <y. 

^ l , l X， « 0 1^1 ^ - x \^ \ x - X f， \^ \ x - x \ I 


< 


A ■ I 


m 




于是由式 (2)， 有 


i / 1 (^ 0 )-/ 1 (^ o ) i <|. 


因此 
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|/(/)-/(/)|<|/(/)一/ 1 (工、）| + |/ 1 (工乂）-/ 1 (工"”。）| 

+ |,1(工"- 0 )-/(工"）丨 


问題证毕. 


< T + T + T = £ - 

/ ^ 3 2.2 


☆2.2.1 设/是 区间/ 上的实函数，试证如下三条件有逻辑关系 

=>2)=>3). 

1) /在/上可导且导函数有界，即 ：3 M >0 使得 |/ U )|< M(Vx 
6 /). 

2) / 在 f 上满足 Lipschitz 条件•即 ：3L>0 使得 |/(:'卜/(，）|<[ 
\ x ' - x ^\ ( V x / /). 

3) /在 f 上一致连续 • 

提示（1>，2))•用 Lagrange 中值公式，取 L = Af. 


(2)=>3))取 5 = 

☆2.2.2 设/(幻在区间/上有定义•为了检验/在 f 上是否一致连 
续，今设计如下的实验•.取一根内空直径为 e 的圆形直管（ € >0)，截取长度为 
S 的一段（<5>0〉,将直管中轴与： r 轴平行放好•然后让: y =/(or) 的曲线平移 
从管内穿过•若不论 € >0多么小，只要亊先将直管长度 d>0 取定足够短，曲 
线就能平移穿过此管，整过穿越过程，<5无需改变，那么/就在/上一致连 
续•否則就是非一致连续.问这种理解正 碥吗？ 

(注一致性主要体现在整过穿越过程，5无需改变上！） 《正确> 

☆2.2.3 函数 /( x ) 在 U 上一致连续，又在上一致连续，< 

6 〈(: •用定义 证明： /(x ) 在上一致连续•（北京大学） 

搛示 Ve>0, 在[一6]、[6，(：]上分别找到 在 >0(f = l，2)， 使得： r、， 
X'同 e[fl,6]， 或/ 2 ,«r% 网 e[6,c] 时，只要 |夂-<|<氏（* = 1,2)时，有 


1/(0-/(/,)1〈|.从而：|：«: / -/|<<5 = 111111|5,，5 2 |时，即令 x，，/ 分 

居 [a ,6],[6, c] 中，也有 l/(x )-/( x ")|< 1/( x 0- f(b)\ + |/(6)- 
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/ U，)l < + + + ”• 

2.2.4 设 / U ) 在 [0, 十⑺） 满足 Lipschitz 条件•证明 /( x *)(0 < fl <l 
为常数）在[0, + «0上一致连续•（武汉大学） 

提示内层函数 g ( x ) = x e 在 [0,1] 上连续，因而在 [0,1] 上一致连续 • 
在[1, 十 上其导数有界，从而 g 在 [1, 十《>)±也一致连续.故 g 在 
[0 ， + cx >) 上一致连续 （据上題）. 外层函败满足 Lipschitz 条件，所以也一致连 
续.从而复合函数/( 〆 ）也一致连续（例 2.2.5). 

2.2.5 证明： 在 (0, + oo ) 上一致连绫 .（ 武汉大学） 

提示 sin /7 在 [0,1] 上连续，从而在 [0,1] 上（自然也在 上） 一致 
连续.在 [ l , + oo ) 导数有界故 [ i , + oo ) 上也一致连续.所以[另证]也可用 
€-5 方法直接证明.（利用和差化积公式〉；或利用例 2.2.5. 

2.2.6 用不等式叙述 /( x ) 在 U ,6) 不一致连续 .（ 内蒙古大学） 

☆2.2.7 证明 4 U ) = S i n j 在 (0,1) 上不一 致连续 •（中 国科 学院） 

提示 例如可取 / = ^，，两 = v I / ■-八 卜0,但 I ) 
—0( 当 利用例 2.2.3). 

☆2.2.8 证明 ：函数 /(文）=1^[在每个区间 = U: — 1<:r<0| ， 

人= U :0<： r < l | 内一致连续•但在人 U / 2 = U :0<|: c | < l | 非一致连续. 
(北京航空航天大学） 

提示 （-1,0) 内部连续，端点为可去间断，补充定义可使 [-1,0] 上 
连续，利用 Cantor 定理可知在 [-1,0] 上，即/在 （- 1 , 0 ) 内一致连续 .（ 0 , 1 ) 
城然•但 （- 1,0) U (0，1)上非一致连续，因••如取点对 （<,&> = 

: •丄 

(-去， 4" 卜 0 ,有 W -)-/(0 1 = 2 1” 一2 今 0( 当 71 — 00 时).注意 

n 

跟 2.2.3 题比较. 

2.2.9 证明： 周期函数只要连续必定一致 连续. 

提示.设/有周期 T >0, 将 R 分成周 期段： /•• = [“，（i + 1 )： r ] ( i € 
Z ), 利用 Cantor 定理 / 在 [- T ，2 T ] 上 ： V e >0, 3 A > 0,当 | x ' - / | < <5 
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时，有 1/(/) 一 /(/) l < e ， 取 5 = ,了|,可证在 fe 上 |/一/|<5时 

恒有 1/(/)_/(/)1<£. 

2.2.10 证明： 在区间 J 上一致连续的二函数的和与差仍在 J 上二致连 
续. 

2.2.11 证 明：若 （- oo , + oo ) 上的连续函数 ：y = /(: r ) 有极限 、、 

lim f { x ) = A , lim f ( x ) = B . 

J 一 ♦ QO - oo 

则 ：y = /( ar ) 在（- «>, + oo ) 上一致 连续. 

提示可利用例 2.2.7 的结果或证法. 

2.2.12 设单调有界函败/在区间/[/;=(^，6)或 J =[ fl ,+ o 6)] 上连 
续，求证/在 J 上一致连续.（北京师范 大学） 

2.2.13 证明： 在有限开区间上一致连续的二函数之积仍一致连_.问 
商的情况怎样？无穷区间上关于积的结论是否还成立？证明之. . 

V - • f 

提示利用例 2.2.6 •可知二函数 /、g 有界 3 M >0, 丨 /(; r >|< M , 

I 发(: r )|< M ，从而 Vi '/ e / 有 

\f(^)g(x) - f{x^g(x 0 ) I < | - /(x")ir(x ) I + 

l / w〆 ）- w ，)| • 

I 

商可举反例 ：1 与: r 的商丄. 

QC 

2.2.14 求证: /( x ) = f 在 [0, + oo ) 上-致连续•(哈尔滨工业 大学） 
提示利用 Hospital 法则可知 /( + oo ) = 0. 

☆2.2. 设实函数 / U ) 在 [0, + oo ) 上.连续，在 (0, + «>) 内处处可导， 
且丨 〒八 （有限或+ °°)•证明：当且仅当 A 为有限时，/在[0, 
+⑺）上一致连续•（淸华 大学） 

提示当 A 有限时，可知/有界，从而/满足 Lipschitz 条件，一致连续. 
若 A = + CO , 对6。= 1，令 / + 丄 ，则 V ” eN， fl 充分大 

n 

时， 

有 W)-/(：OI = •去 > e 0 = i (5>户). . ， . 

故/非 t 致连 续. M , 、 • 

注此题结论给判断，致连续带来很大方便,请见下 面习® 2.,2.18 .另 
- 162 - 



外华东师范大学以及哈尔滨工业大学也曾用过类似考题. 

2.2.16 函数 / U ) 在开区间 6) 上有连续的导函数，且 Hm + / U ) 与 

lim / U ) 均存在有限，试证： 

1) /( X )在 （ fl ，6)上一致连续； 

2) lim f(x) 9 lim /( x ) 均存在. 

♦ - 

x^a 

2.2.17 若 / U ), 奴 : r ) 在区间 J 上有有界导函数，它们的乘积是否一 

致连续？为什么？ 

b # • 

提示否•如 /(• r ) = g (： r ) = > r ，/ / ( x > = /(: r ) = l ，/(: r )- g ( x ) = : c 2 在 
R 上非一致连续. 

☆2.2.18 讨论下列函数在所给区间里的一致连续性. 

1) 3^=77111 X ,在 [ l , + oo ) 上； （北京大学） 

2) ^二^:比:^在⑺^^^上“武汉大学） 

3) y 二 (中国人民大学） 

4) y- - 9 x 2 + 1 R 上； 

5) 尸夕？-: r 2 -x + l , 在 R _ t ; 

6 ) {，在 R 上; 

7) y= ( 8 + + cos 2 x ) sin 3* r ,在 R 上； 

8) ：y = ln (: r + V^TI), 在 R 上； 

9) >f = x + arctan x (1 + i ) ] f x >0; 

* 10) x = -~ p , y =^3 L r ( - oo < f < - 1) 所决定的函数 y ' yk )• 
提示 1) 0 (当 J ：— +00),/. =；1, 知 y ' 有界 i 

I 

2) y = + m ，利用习题 2.2.15. 

♦ oo 

4) ： y ( ± 00)=0,利用习题 2.2. 11 结果. 

7) 周期函数，利用习题 2.2.9. 
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10) 计算 〆 可知 ( 一 oo , 一 1) 内 X 、>0,/, <0, t 从-⑺/ - 1 时， 
: rU ) 由0，+ ⑺,: y (0 由 3 aV | a .[0, + oo ) 上 /,<0,： y (: i :)\4 连续，端点有 
有限极限.故一致连续. 

2.2.19 设 /( or ) 在 [ c ， 十 oo ) 上连续，且 x 一 + oo 时，/(幻有渐近线> = 
虹+6，试证/(1)在[(,+ 00)上一致连续. • 

提示利用例 2 . 2.8 的方法或直接利用结果. 

2.2.20 设函数 /(: r ) 在 [ a ，+ oo ) 连续，且 
\ unjf ( x )- cx - d ]^ 0 ( c,d 为常数），求证 /(; r > 在 [ a , + — 致连续. 

j 北京师范大学） 

☆2.2.21 / Cr )=< JUI (2 + - 士)，当 时， 

*0, 当 JT = 0 时 

在 R 上一致连续. k 

提示 / U ) 在 R 上连续，且 lim [/ U )-2: c - l ] = 0 

♦ °0 

lim (/( or ) + 2 :r + 1) = 0,即工， + ⑺有 渐近线 : y = 2 x + 1,:— - 00 时有渐 

- 00 

近线: y = -21-1.故11上一致连续. 

» 2.2.22 设函数 / U ) 在 U , 6] 上连续.求证 ：存在 一函数0在 （0, 
+ oo ) 上具有下述 性质： 

1) 0在 (0, + oo ) 上单调上升，且当时 ，#( r ) = 常数； 

2) 对任意 x ',: r "6[ a ,6] 有 

3) lim ^(0 = 0. (北京师范 大学） 

r — O f 

提尹令 ^(0 = ^ 4 】1/(工 〉 一 /(/) i , 

则1)/2》，3)明显(参见“ 2.2.11). 



为扩大眼界，对连续性作进一步讨论，本节我们介绍上、下半连续函数. 
主要包括上、下半连续的定义，等价推述以及它们的基本性质 .（ 可供有兴趣 
的读者选择阅读） 
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一、上、下半连续的定义与等价描述 


设函数 /(:r) 在集合 £： 上有定义，: r c eE 为£的一个聚点. /(x) 在 x 0 
处连续，用 £-5 语言来描述 ，即： Ve>0,3«>0, 当: 1^£ ，丨： 1 ： _*2 ： () |<5 时 , 


有 • 

/(x 0 ) - €</(x)</(x 0 ) + €. (A) 

若将此条件减弱，在不等式 (A) 中，只使用其中的一个不等式，那么就得 
到所谓半连续. 

定义设 /( X ) 在 0：。 及其附近有定义，所谓 / U ) 在0：。处上半连续，是 
指： Ve>0,3d>0, 当 o ： e£,l:r -: r 0 |<5 时，恒有/<1></(工 0 ) 十 e. 

所谓 /U) 在处下半连续， 是指： Ve>0, 3<J>0, 当 x€E,|x-x 0 l 
<5 时，恒有 /U)>/U 0 >-e. 

推论 / U ) 在 X 。及其附近有定义，則 / U ) 在 or 。 处连续的充要条件是, 
/<x) 在 :r 0 处既上半连续，又下半连续. 


例 2.3.1 Dinchlet 函数 


卜当 x 为有理亂 
|0,当： r 为无理数时 

在有理点处上半连续，但木下半连续.在无理点的情况愴恰相反. 

函数 /(: r ) = xD (: r >, 当 or >0 时，跟 D ( x ) 的结论一样 ，： r <0 时跟 D ( x ) 
的结论相反.0： = 0时，既上半连续，又下半连续，因 而在 : r = 0 处连续. 
Riemann 函数 


= X = ^ tP ^ q 为既约整败, g >0 , 

U , 当 = 无理败 

在无理点处既上半连续又下半连续•在有理点处上半连续，但不下半 连续. 
下面讨论上、下半连续的等价描述. 

定理1设 / U ) 在集合£：上有定义，：*：。为£的一个聚点.則如 
下断言 等价： 

(i) /U) 在 x 0 处上半连续（即 •• Ve >0, 35 >0, 当 E, 
U —; r 0 |<<5 时，有 /( o :)</ U 0 ) + e ) ; 

(ii) lim /(xX/(x 0 ); 
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( iii ) V lx ” I ••：!•” G £， 1 „-^工。 ， 必有 

lim / Cx , X /( x 0 ). 4 

it —» 

证1。 （（ i )=>( ii )) 明显，因 Ve >0, 35>0,当 

f ( x )< f ( x 0 ) + €. 

在此式里取上极限，并注意€> 0 的任意性，即得 （ ii ). 

r (证明 （ ii )4( iii )) 由§ 1 . 6 定理 r 的推论 7) 直接可得. 

3 - (证明 （ iiiXi )) (用反证法） 

设 /( x ) 在 * r 。 处不上半连续，则3£。>0, =丄> 0 , 3'€£,0< 

tt 

\ x n - x 0 \< S n = 丄，使得 

n 

/(• r , )>/( x 0 ) + e 0 . 

这与已知条件 ( iii ) 矛盾.证毕. r 

当且仅当 / U ) 在集合 E 中处处上（下)半连续时称 f ⑴在 E 中上（下） 
半连续. 

定理2设£为闭集,/(以在£上有定义，则 / U ) 在£中上半连续的 

充要条 件是： Vr 6(- oo , + oo ) 集合/^〉=1:€£:/(0：)>糾为闭集. 

证 r (必要性）.为了证明 F ( c ) 为闭集•即要证 

必有0：。€/^(：).此时1 >| €£，而£为闭集，所以0：。€£•要证: toGFU 〉 剩下 

只要证 /( •亊实上，由二6 知 /(•!••)>((« = 1，2,…），从而有 

•因 /( or ) 在 X 。处上半连续，据定理1有 /( x 0 )> lim f { x )> 
— … 0 

lim ^ jc , )^ c . 

r (充分性 ）•（ 反证法）假若 /( or ) 不在 £ 中上半连续，则至少存在一点 
x 0 eE ,/( x ) 在 ： r 0 不上半连续 .即： 3 e 0 >0, VS , =--, 3 x n e E 9 S .\ x n - 

i 。丨〈■，但 /(:-)>/(:。) + e 0 • 

取数 c ， 使 /( x 0 ) + e 。> C >/ U 。） •于是根据 F ( c ) 的定义 

• r ” 6 F ( c ), x 0 ^ F ( c ). 

但' — x 。 （当 n 一 ° o )， F ( c ) 为闭集，应有 : r D eF ( c ) 矛盾•证 毕. 

注 .（1) 上半连续与下半连续是对偶的概念•一方有什么结论， 另—方 
也有相应的结论.定理2的对偶结论，留给读者写出. 
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(2) 定理 2 给出了半连续的又一等价形式.其中未用语言，只用了 
闭集的槪念.这为半连续推广到一般拓扑空间，作了准备. 

二、上（下）半连续的性质’ 


a . 运算性质 

定理3 

1) 若在 N ，6] 上，函数 / U ), gU ) 上（下）半连续，则它们的和/(:*:) +发 
(: r ) 亦在 6] 上上（下）半连续. 

2) 若在 [ a ,6] 上 / U ) 上（下）半连续，则一 / U ) 在 U ,6] 上为下（上）半 
连续的. 

I 

3) 若在 [ fl ,6] 函数 /( or ) 及 g (* r )>0, 且上半连续（或 /(: r ) 及 gU )<0, 
且下半连续）则它们的积 / UVgU ) 在上为上半连续的•若/(/)>0 
上（下）半连续， gU )<0 为下(上）半连续，则下(上) f 连续. 

4) 若在 h ，6] 上， / U )>0 上（下）半连续，则^ ^在 U ,6] 上，下（上） 
半连续； 

这里只对 1) 中上半连续的情况进行证明，其余留作 练习. 

证 I (利用半连续的定义） 

因/(1)，尽（1)上半连续，¥工 0 €[«，6]，^>0,3 5>0，当|工-：|： 0 |< 
5, x € [a ,6] 时有 


f(x)<f(x 0 ) + -j-t g(jc)< g(x 0 ) + -y •* 

所以 /(-^) + ^(x)</(x 0 ) + ^(x 0 ) + c. 

故 /(工）+ /? (；1：)在[心6]上上半连续. 

证 I (利用上半连续的等价描述） 

因 / U >, 尽( X )在[〜6]上上半连续,¥:*:。€[«,6]有 

lim /( x )</( x 0 ), Hm 尽 ( 0 ： )< 及（：|：。）， （定理 1) 

但 

lim (/(x) + g(x ))^： lim /(j:) + lim g(x) 

^/(x 0 ) + g(x 0 ) ， 

故 /( z ) + g ( x ) 在 [ a ，6] 上上半连续. 
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b. 保号性 

上半连续有局部保负性（即：若 /( X ) 在々处上半连续， /U c )<0, 则 
3 5>0,使得 o：e(xo- S 9 x 0 + <5) 时有 /(or)<0) ; 同样下半连续有局部保正 
性.这些由定义直接可得. 

c . 无介值性 

半连续函数，介值定理不成立.例如 


/(x) = 


1，当0<^：<如 


0,当 + < j :<1 


在 [0,1] 上 / U ) 是上丰连续的，但 Va €(0, l ) = (/(1)，/(0 〉），X x 6(0, l ) 
使 fix )- Q . 

d . 关于 /( X )的界 

定理 4 有界闭区间上的上半连续函数，必有上界，且达到上确界.具体 
来说，若 /(： r ) 在 [ a , 6 ] 上上半连续，则. 

1) / U ) 在[〜 6 ]上有上界 （3 Af >0 使 V * re [ a , 6 ])， 且 

2 ) / U ) 在 U , 6 ] 上达到上确界（即3 a € [ a , 6 ] 使得 f ( x 0 ) = 
⑴) • 

证 I 先证明 1)( 反证法）. 

若 /( X )上无界，則3 x „ € [ a ， 6 ]，使得 /( ar _ ) > n〈n = 1,2,，..）由致密性 
厣理 ，在中存在收敛的子序列。（当 *4 + oo ), 因 [〜 6 ]为 

闭的，故 * 2 ：。€[^ 2 , 6 ]•但 /( x % )> n * ，当 *— + 00 时，/(、 + oo •所以 

lim f ( x ) = + «>. 
x "* x o 

但 / u ) 在 u ， 6 ] 上上半连续，应有 n ^/ u )</ u 0 ) ，故 /( Xo )= + oo .矛 

0 

盾. 


2) 因 /(or) 上有界， gy( ： r)= Af< + oo •若 /(x) 在 [ a , 上达不到上 


确界，则 Var€[ a ,6],/ U )< M，M -/ U )>0 j & 7 j r： ^ 7 ^[«, 6 ；U 
上半连续(定理 3) •从而有上界，即 3JVTX), 使 V：r€[ fl ,6] 有 
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即： 


• /u)<ivf- 士， 

这与 Af = s ^/"(: r ) 矛盾. 

证1 只要证明了 （ H ), 那么结论 （ i ) 自然 成立. （ ii ) 可按如下步*证 
明： • 

证 I (利用有限覆盖定理证明结论 （0) 



V a E [a,6], 3邻域 a + D 使其中有 

r 

/(x)</(x r )-M (Vxeoj. 

从 [ a ,6] 的开覆盖 IC ^ la : r 6 U ,6 ]l 中可以选出有限子覆盖 1/ L , 于是 

M=maxl/U) + l|, = l，2r、”|ffS /U) 在 [u,6] 上的 上界 . 

请读者思考两个问題：（1)对于下半连续相应定理如何 叙述; 2) 若把区 
间 [ a ,6] 改为任意实闭集£,定理是否成立？ 

定理 S 若函败 / U ) 在 U ,6) 内上（或下）半连续，則必存在内闭区间 

①因 Af = sup /(： r ), v 4~>0,3; r , e [ fl ，6]， 使得 M -丄</(々•由致 

n n 

密性原理， U , l 存在收敛的子序列 ： U % I 一 XodoeCaM ]. 如此我们得到 
/ U % )— MU — oo 时） .这即表明 M 为 /( x ) 在 : to 处的一个子极限. 
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U ，/?] c：U j ), 使 / U ) 在上保持有界. 

证以下半连续为例进行证明. * 

设/( X )在 u ，6) 内下半连续，来证3[〃，剜匚[^6]使得/(；|：)在[(1,以 
上有上界•用反证法，设 VU , P ] C ：( a , M ,/(* r ) 总在 [ aj ] 上无上界. 于是： 

1° 3:^6 u ,6) 使得/(4)>1•因 / U ) 下半连续，故>0 

(不妨令&< + )，使得 


△1 三 [A " yx x + 5jC ： (a,6), 

且 有 / U )>1. 

2°因 / U ) 在任何内闭区间上无上界，所以对么一心^‘使得 f ( x 2 ) 

>2•进而由 /( x ) 的下半连续性，知3 d 2 >0 ( 不妨令,使得 xGA 2 

= [x 2 -S 29 x 2 ^8 2 ]CA. 时有 /(x)>2. 

3°如此继续下去，我们得到一串闭 区间： 

A, DA2Z) … IDA.Z ) …， 


区间长 1^|=25„<^-0 (当 ”4 oo 时） • 

且在每个区间4上，恒有 f ( x )> n . 

4°根据区间套定理，3托△，（；! = 1,2,…）•故 


/( f ) > n (n = l ,2, …） • 

因此 /( f ) = + °°，矛盾. 

以上我们证明了： 3[^沒]匚0,6),/(：0在[ 0 4]上有上界.但因 f ( x ) 
在 [ a , 上下半连续，利用定理 4 的对偶结果，知 /( a :) 在 [ a ,/?] 上有下界.总 
之 / U ) 在 [ a ，/?] 里有界. 

上面定理1—4,是仿照连续函数的相应定理建立起 来的定 理 5 对于连 
续函数更不成问题.下面我们来看一个违续函数所没有的性质 

我们知道，连续函数单调序列的极限不见得是连续 的例如 /(i ( x) = x n 
在 [0,1] 上连续，当； 2 增加时单调下降有极限 


/(x) = 


1，当 x = l 时， 

0,当 0<： r<l 时, 


但极限函数/( I )在 [0,1] 不连续. 


定理 6 (保半连续性）设函数/，（:^在五上有定义，且上半连续（„ = 1 ， 
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证（我们的任务在于 证明： 

0：。|<5时有 / UX/UcJ + e ) 

r VioC E , 因 /( x 0 )= 1^11/ 11 (1。），所以\^>0,3尺>0，当 n>N 时 

H —oo 

有 /" (了 o )</( 了。 ） + . 

2 # 将；1固定，因入（^)在£上上半连续，所以 35>0, 当： r €£， 
I :r 一 To I < 5时有 /, ( j : ) < /( I 。 ） + e • 

3•又人 U ) V / U )，/( o *)</ rt ( z ), 故更有 

/( x )</( x 0 ) + €. 

这就证明了 /(0：)在 £上上半连续. 

注由本定理，以及下半连续的对偶结论 可知： 

若函数序列 l/ n ( 1 ) 1 在区间 u , 6] 上有定义，并且每个 A 都连续，则在 [ a , 6] 
上 

0 当人 （ x ) VAa :) 时， / U 〉 上半 连续； 
ii ) 当人（1)//(幻时, / U ) 下半连续. 

前面的例子 /,.( x ) = x -\/( x )= i ’ f 二、可作为一个例证.因 

0，当 L 0，1) 

为 x ” 在 [0,1] 上连续， /( x ) 虽然不连续，但在 [0,1] 上为上半连 续的. 

现在，我们提相反的问题 ：是否 半连续函数，一定可以作为连续函数的单 
调极限？具体来说， 即：设 /(: r ) 是任意区间 [ a ，6]上任意给定的上（或下）半 
连续函数，是否一定能在 0,6] 上构造出相应的连续函数序列，使得 
/„ (: r )\/(： r )( 或 AU )/ V (: r )). 回答是肯定的. 

定理 7设 / U ) 在 [ a ,6] 上有定义且上半连续，则存在一个递减的连续 
函数序列 

使得 lirii /„( x ) = /( j ). 

螬一 oo 

(即： 上半连续函数，总可用连续函数从上方逼近 .） 


可作为一个例证.因 
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证法 

首先构造函数序列1人（0：)1,然后证明 AU ) 连续，\，有下界•从而 
存在记为 

lim / F ,(. r )= =■- 1 ( 1 )，最后证明 g ( x ) = f ( x ). 

n^oo 

证 r (构造 / rt ( x )) 对于固定的与 n , 函数是/的连 
续函数，所以上半连续.已知 /(/) 是上半连续的./(，）- nU '- ^丨是 
的上半连续函数（定理 3) .从而在 U ，6] 上有上界，且达到上确界（定理 4). 
即3, eu ，6] 使得 

fix 9 ) - n\x 9 - -r| = max l/(.r ， ) - n | j-' - j-| | ( 1 ) 

[注意 z •实际与 u 有关，， = x ；( x )]. 

今定义 ， 

fn (I〉 = ^max^ |/(j-') - n lx" - xi I. (2) 

下面证明人满足各项要求 / i 

2° (证明 /, U ) 连续）由式（1)、⑵知 

/•(:) = /(， )- n | x # - x \> f { x )- n \ x - x \ (Vx e [ a ,6]). (3) 

从而 fn ( 〆 ）） - n I or * ( 〆 ） 一 : r I 

>/(:”•（ 〆 )）- ” I ，： ( x ') - x ' I - n \ x f - x \ 

=fn (〆）-n |x" - a* I. 

所以 /„ ( x ") - /„ ( x)^n I x ' - a * I . 

此式对任意的/，0：€[^,6]都成立，： 1 * / ,文互换也成立.因而得 

I /■ ( 〆 〉 -/■ ( a :) | <» | 〆 -x | • 

此式表明人 U ) 在 U ,6] 上连续. 

3 - (证明人、 4) 设 m > n 則 

f n ( x )> f{xl ( x ))- n | x ；( x )- x | (因式 (3)) 

>/( 工二 ( x )) - m | x " ( x ) - a -| (因 m > n ) 

= /_(:)• 

所以人、4. 

4 ° (序列 I 人 U )| 有下界）对任一固定的： T ， 在 （3) 式中令 x ' = ar , 可知 
/”（: r )>/(： r ) (对一切 ”€ 1 ^成立）.故\^:€|>， 6 ],|/ || ( 0 ：)|有下界. 

5•由3*，知：发(0：)=|^/ >< (： 1 ：)存在且>/(： 1 ；). 
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6° (证明 gU )</ U )) 因 /( i ) 上半连续， Ve >0, 35>0,当 / 6 
[ a 9 b ] 9 \ x / - x\<S Bi 

有 / U ')</ U ) + e . (4) 

又因为 /(: r ) 上半连续，所以在 U ,6] 上上有界.因此对固定的: r , 当 ti — 
oo 时，有[这是因为 

/”(：) = / [:: ( x )] - n lx * ( x ) - o -|. 

若 WU )— 0 *，则的邻域 (dz + S ,)， 使得 * 2 ^ ( or ) 在此邻域之外 

(这里 U ;( x )| 是 U : U )| 的某一子序列）•但 / um [ a ,6] 上有上界 ，即： 

3 JVf >0, 使得 /( ar )< M (当 [ a ,6] 时）.因此 

/% (:) = /[I; ( :)] - hi JT 心 （ *r) - a ： | . 

< M - n k ( x ) ' x |< M - n k S x -** - oo t 
与人 ( 当 n — oo 时）矛盾 .]. 

从此可知 3 N >0, 当时， U - 之： U )|<5 •于是由 （4) 式 

fix I ( x ))</( x ) + £. 

但 fn (^) = f ( x 9 m ( x ))~ n\xl ( x )- xl </( x ； ( x )). 

从而更有 /.( x )</( x ) + £. 

令 ” — oo 取极限，得 /?( r )</( x ) + c . 

由 e >0 的任意性，知 g ( a ： Xf ( x ). 

与5•的结论比较，得证毕. 

/ 练习 2.3 

2.3.1 完成定理3的 证明. 

2.3.2 试对下半连续函数叙述定理7的对偶结果，并作出证明 • 

2.3.3 设 /( ddU ) 在 [ a ,6] 上分别为上、下半连续的，且 /(： r )< 
贫 U ), 证明： 

1) ^>0,3衣>0,当/,^€[12,6]，|/一/|<衣时 

2) 试由此推出 Cantor 定理: /( z ) 在 [ a ,6] 上连续，必一致 连续. 

2.3.4假设 /( j :) 是定义在区间 J 上的函数， /(： r ) 在区间 . J 上一致上 

半连续定 义为： Ve >0, 35>0，当：|：,、1 2 €门0： / -/|<5时有 f(xX 
/( x 〃） + e . 试证： 
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f ( x ) 在！ 上一致上半连续《/( 1 )在 J 上一致连续. 

请不用本节的概念与结果，重新证明如下 结论： 

2.3.5 若函数 / U ) 在 D 上有界，令 

M f (_r 0 ， 5 ) = sup I/(x) ： j€D,|x-x 0 |<5| , 
w / (xo,5) = inf|/(j) ： j6D,|ar~x 0 l<5l. 

证明： 

1) 当 （5-0+ 时， M , U 0 ,5)-772,(10,5) 的极限 存在； 

2) 函数 /( o *) 在 o •。处连续的充要条件是 

lim ( M f ( x 0 9 d ) - m f ( x 0 9 S )) = 0. 
s-o* 

(西北大学）. 

23.6 / U ) 是闭区间 U ，6] 上的函数，满足条 件：对 每一点 x 0 ^[ a 9 
办]，任取£>0，有5 >0,对于一切： r € U ,6] nU 0 - S ，: r 0 + 5^ f ( x )< 
/(•To ) + e 成立. 

1) 证明 / U ) 有最 大值； 

2) 举例说明 /(* r ) 未必有下界. 

(北京师范大学） 

^§ 2 . 4 函数方程 


导读本节虽然不是考研重点，但例题中的方法十分精彩，值 
得学习和借鉴，适合各类读者.习题可作 机动. 

一、 问題的提出 

若 f(x)^axM 

f(x^y) = a(x^y) = ax + ay = f(x)^ f(y) ( V^^GR). 

这就是说，一次齐次函数 /( or ) = a:r ,满足函数方程 

f(^^-y) = f(x) + f(y) ( V x,^€R). (A) 

同样，容易验,证函数 /( x ) = ^( a >0), g U ) = bg a x ( a >0), 
/ i ( x ) = x fl ， f ( a：)= C os aa : 与 ）（ x ) = ch 心分别满足 方程： 

y)=f(x)^f(y) ( Vx,^6R), 
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f ( x m y ) = fix ) ^ f ( y ) ( V X 9 y > 0 ), ( C ) 

f ( x * y ) = f ( x ) % f ( y ) ( V x 9 y > 0 ) 9 ( D ) 

/(x + 3 /) + /(x - y )= z 2 f ( x ) f ( y ) ( V x ,^ GR ). ( E ) 

而函数/( 0 ：) = 8111 £ 20 ：与 g (: c ) = cosaa : 满足联立方程组 
/(•r + y ) = f { y ) - g { x ) g { y ) , 

g (x + y ) = f ( x ) g ( y )^ f ( y ) 8 ( x ) ( V :，’ R ). ( F ) 

现在我们要提出相反的 问题: 满足这些方程，是否仅是上述这 
些函数？下面我们将看到，若对求解的范围，作连续等条件的限 
制，回答是肯定的.否则不一定. 

值得注意的是，此问题的解法颇有启发性，令人寻味.上述五 
个方程，首先为 Cauchy 所研究，并给出了连续解. 


^二、求解函数方程 
a. 推归法 

要点为了求解函数方程，我们可以从函数方程出发，由最简 
单的情况入手，一步一步地堆导，边推导边归纳，逐步达到所希望 
的结果. 

例 2.4.1 函数方程 ( A ): 

/(^ + ^) = /(^) + /(^) ( Vx ，： y € R ) 

在工= 0 处连续的唯一解为 /( x ) = or (其中为常数）. 

证 1 °[首先证明 ~，+ oo )，/( c ： c ) = ca :] 

,、 •由 （ A ) 式 

/( 2x ) = /(x + x )— == /( x ) + /( x ) = 2 /( x ), — ； 

若 /((” - 1 )文 ) =(n - l )/( x ), 

由 （ A ) 

则 /( n ±) ==/((n - l)ar + x ) T ' ■ /(( n - l ) x 〉+ f ( x ) 

=(w - l )/( a :) + /( x ) = n /( x ). 

至此证 明了： /( nx ) = n /( x ) ( Vn € N ). ( 1 ) 

在此式中用■^代换其中 x ， 则得 /(_ z )= n/(f )， 
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⑵ 


⑶ 


⑷ 


(5) 

以上我们利用式 （ A ) 证明了 c 为有理数时 /( cx ) = c /( or ) •但任何 
无理数，总可表示成有理数序列的极限•所以 Vc (无理数）， 
3 IcJ —有理数序列，使得 — c (当 n — oo 时）•于是 

由 （ A) 

f(cx) - c n f(x) = f(CX) - f(c n x)==^/(CX - c n x) 

=f[(c- c n )x]. 

令 n - oo 取极限，因 / 在 1=0 处连续， /[ u - cjo :] —/(0)=0 
(n — 时 ） ，得 

/( cx ) = c /( x ) ( V c 6 R ). (6) 

T 由 （6) 式知， V « r € R , 

/U) = /U-l) = x/(l). 

记《 = /(1),则 / U ) = ox ( Vx € R ) •证毕. 

例 2.4,2 函数方程 ( E):/(«r + y) + fix- y) = 2f(x)f(y) 
(V o : ,： yeR ) 在实轴 R 上不恒为零的连续解为 fix) = cos ax 或 / 
(x) = chaa:(a 为常数） 

证 r (先证 /(o) = i, 且 /( x ) 为偶函数）： 

在方程 ( E ) 中令 : y = 0 得 2/ U )=2/( x )/(0). 

因 / U )#0, 所以 /(0) = 1; (1) 
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j = —/(x) ( V n 6N) 


应甩 (1) 、 (2 ) 式可得 


m 


= —f(x) ( V n , /w ^ N). 


又因 /U) = /(0 + :r) = /(0) + /(x )， 故 /(0)=0 
从而 f(x) + f(- x) = fix - x) = /(0) = 0. 

这就得到了 /(-x)= -/(x). 

用 ^: 取代其中的： r , 得 


I - ^-x ) = - ^f(x) ( V ” , m G N) 



在 (E) 中令 x=0 得 /(，）+ /( - ： y) = 2/( ： y), 

所以 VorGR 有 /( - x) = /U). (2) 

表明 /(i) 为偶函数 . 

2° ( 用推归法证明解为 cos ox 或 ch ax). 

因 /(0) = 1 . 根据连续函数局部保号性 ， 3 c >0, 使得 o: € [0 , 
c] 时，有 /(dM) . 下面分两种情况 讨论： 

(a) 若 /(cXl. 

由 0</(c)<l, 知 3 fo,f 卜使得 

/(c) = cos 6 . (3) 

( 下面我们用推归法证 V o: 6 R 有 /( cr ) = cos flr •) 

将方程 (E) 写成 

fix + y) =2f(x)f(y) - fix - y) . (4) 

令 1 = 3 /= (: 得 /( 2 c)= 2 (/(c )) 2 - /(0)=2cos 2 卜 1 

= cos 26 . 

如此我们已得 /(c) = cos 0,/(2c) = cos 26 . 

若已得 f((n -2)c) = oos (n - l)d ， f{、n — l)c) = cos ( n - 1) 沒 • 
在 (4) 式中令 2 = («-1)( ：， 3^ =(：,则得 

/( nc) =2cos( n - 1)0*cos Q - cos ( w - 2)0 = cos n0• 

故 \/ n 乏 N 有 fine)- cos nQ . (5) 

将 (E) 写成 


/(x)/(y) = y[/(x + y) + fix - y)]. 


⑹ 


令工 =>» =皆代人得 (/( 皆 )) = y(cOS 1) = |( X)S •注意 

到 y 6[0， C ] ，所以 /( 皆)>0,故 /( 音) = cos 士 

用数学归纳法•若已有 /i 


则在⑹ 式中令，便得 
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(♦”、剔士卜⑹) 

= |( COS ^T + l )«) • 

因 /(士) 为正，所以 /(^ r ) =cos ^ n - ( 7 ) 

这就证明了 （ 7 ) 式对一切成立 • 

利用 ( 5 ) 和 ( 7 ) 有 

柄 = cos > V m , w G N . ( 8 ) 

但任何 * r > 0 , 总可写成是 g 形式的实数的极限①，即 V * r > 0 , 

3 ^(, = 1 , 2 ,… ）( i , 为声形式的数)，使得 

(当 i — oo ). 

则 /( x , c ) = cos xfi . 

令 f 一 + 00 ， 由连续性得 /( cx ) = cos Ox . 

再注意到式 （ 1 ) 与 （ 2 ) 可知此式对于： r < 0 亦成立.最后，将此式中 

的邊？ •，并 记卜通 

fix ) = cos ax ( V x6R ). 

( b ) 若 /( c)>l •类似可证 /( T ) = ch (留作练习） • 
以上我们看到，推归法是一种构造性的方法，对于某些函数方 
程，应用此法，十分有效.但这毕竟是麻烦的.能有更简便的方法， 
尽量用. 

b . 转化法 

要点引人适当的新自变量或新因变量，作变量替换，将所给 


①因 |+| w 、 rz 6 N | 在 x >0 半轴上处处稠密 • 
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的函数方程转化为熟知的函数方程.或从所给的限制条件，导出熟 
知的限制条件.从而利用熟知的问题求解. 

例 2.4.3 证明： 在实轴 R 上满足方程 

/(x + y )- ( B ) 

的唯一不恒等于零的连续函数是 /( x ) = ^ U >0 为常数）. 

证 1° (证明 f ( x )> 0 ) 

因 /(： r )#0, 故3 ： r 。6 R ， 使得 /( o ：。） •于此 ，V x6R 由于 

(B) 

f ( x ) f ( x 0 - x)—/[x + ( I 。 一 : r )] = /(： r 0 ) 今0知 

f ( x ) k 0 . 

从而 V I € R ，/ U ) = /(| + 吾 )=(/( 专 )) 2 >0. 

2 ° (作变换） 

0 • 

令 F ( x ) = bg a /( X ), 由 r 知/(1)>0•不妨取 a =/( l ), 于是 
FU ) 连续，且满足方程 （ A ): 

F ( x ^- y ) = F ( x )^ F ( y ) ( Vx ^ GR ). 

故由例 2.4.1， FU ) = ai>r (其中〜为常数 ai = F ( l )), 

但 F ⑴ = logjXl ) = log flfl = l , 所以 a , = F (1) = 1. 

故 F ( x ) = x . 

攀 * * 

从而 /(工）=/(1)=^0 = /(1)>0 为常数）. . 

例 2.4. 4证 明：满 足方程 （ C):/(x •: y ) = f ( x ) + 

(Vx j >0) 唯一不恒等于零的连续函数为 / U ) = [ og^r ( a >0 
为常数）. 

提示令名 U ) = /( e x )， 引用例 2.4.1. 

’例 2.4.5 求在 R 上满足方程 

/( 宁卜 细 2 "( W ( V :， 妖 R ) (1) 

的连续函数. 

解利用方程 （1) ~ 
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/ U ) + /(30 . 
2 


( 宁 ) = / (i£^_0) 


_ /(x 十； y> 十 /(O) 
2 


令 /( ㈣ /(x + ^) + 6 

2 


因此 /( x ) + /(>») = /(x + 3») + 6, 

即 fix ) - b ^ f { y ) - b = f{x ^ y ) - b . 

由此令 g ( x ) = / U )-6 时， g ( x ) 满足例 2.4.1 中的方程 （ A ): 

g(x + y ) = g ( x ) + g ( y ) 9 

所以 g ( x ) = ax 从而 /(: c ) = g ( x ) + fe = aa : + 6.( 其中 a ，6 为常 
数）.不难验算 /(* r ) 是方程 （1) 的解. 

例 2.4.6 设 A /( x ) = /(x + Ax ) -/( x ), 
A 2 /(- r )= A ( A /( x )) = /( x +2 Ax )-2 /(x + Ax ) + /( x ). 
试求满足方程 △ 2 /( x )=0 ( VxeR ) 

的连续函数. 

解因 /( j ： + 2 Aj :) -2 /(x + Ax ) + /( x ) =0, 

故 /(x + Ax) = / U ±2^ H L A £ ) 


令 X + 则得 /( 宁) 

由上例可知 /( x ) = ox + 6•不难验算此函数满足所给的方程（其 
中 a , 6为常数）. ' 

上面这些例题都是通过变换转化方程.下面再看另一种转化. 
例 2.4.7 函数方程（八）：/(0： + >0 = /(1)+/(7) ( Var,：y 
6 R ) 在区间（- 7 )内有界的唯一解为 /(: r ) = a : r (其中 7 >0为 

某常数 , a =/( l )). ' 

分析本例的方程与例 2.4.1 的方程一样，只条件不同.那里 
要求在 * r =0 处连续，这里是要求函数在（- 7 , 7 ) 内有界 •事实上， 
由后者可以导出前者•因为在例 2.4.1 中我们看到由方程 （ A ) 可 

以 推岀： V ” GN ， 有 /^ r 卜+ / U ), 及/(0) = 0•于是由方程 
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( A ) 可得 


|/(x) - /(0)l = |/( 工 )1 = /( 去 nx) -^\f(nx)\ (1) 

因 / U ) 在 （ - 7 , 7 )内有界，即： 3 M>0, 当 一 7〈工< ? 时有: 

|/( x ) |< M . 

Ve>0, 令 n > Y ^ 》=^"，则1工1<8时1紅1<7，由式（1) 
知 l / U ) - /(0)l<^<e. 


故/在: r = 0 处连续.利用例 2.4.1 结果，其解自得. 


c. 利用微分方程 

例 2.4.8 设函数 / U ) 连续，/(0)存在，并且对于任何 
« y € R , 


/( … ) = T^^T - 


1) 证明： / U ) 在 R 上可微. 

2) 若/(0) = |，求 /( x ) •(中国人民大学) 


⑴ 


分析式 （1) 中令 o： = ：y = 0 立即看出/(0)=0•要证 /U) 在 
R 上可微，即 Vx € R ，要证如下的极限 存在： 


f ( x ) = lim 


/(•r + y) —/(x ) 用式 (1) 

y 


/(： y ) - 0 - 卜 4/(: r ) 
~ l -4/( x )/( y ) 


但已知 /(0) 存在，/连续，且已得 /( O ) =0,故有 

/ U ) = /(0 )[l + 4/ U )]. 


因此：1) /在 R 上处处可微 • 

2) /(0) =+时，解微分方程 


y=y[i+4yj, 

y =0, 

x»0 
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可得 


y = -^-tan x . 


2.4 



2.4.1 设函数 / U ) 在（0， 十 00)上满足 

/(2 z ) = /( ar ) 且 lim /( x ) = A . 

证明： /(^：)=八^€(0, + «>).( 天津大学，湖北大学） 

播示 V or 。 € R ，有 /(: 0 ) = /(2 x 0 ) = /(2 2 : 0 > = ••• 

2.4.2 试用推归法，重新证明例 2.4.3 与例 2.4.4. 

2.4.3 证 明：在 R 上满足方程 

fix + y ) = f ( x ) ^ f ( y ) ( V x € R ) 

的唯一单调函数是 / U ) = ao : (其中为常数 ）• 

2.4.4 证 明：若 /( 了）在 R 上满足方程 f(x + y ) = f ( x ) ^ f ( y) 9 mia 
下三条件 等价： 

1) / U > 在 x = 0 处 连续； 

2) /( x ) 在 R 上 连续； 

3) 35>0,/ U ) 在（一 5,5)上 有界. 

2.4,5 证 明：若 /U) 在 R 上连续，对任意 ar, ： y6R, 有 fix + y ) = 
/ UV /(： y ), 则 / U ) 在 R 上可微.（东北师范大学） 

提示参看例 2.4.3 

2.4.6 证明 ：当： r >0 时满足方程 

fUy ) = f { x ) f { y ) ( Vx >0) 

的唯一不恒等于0的连续函数是 /( x )- x fl ( a 为常数）. 

2.4.7 求在 R 上满足方程 


f ( xy )^ f ( x ) f ( y ) ( Vx6R ) 

的一切连续函数.并证明不连续函数 /(or) = sgn ; r ， 在 R 上也处处满足方程. 
2-4.8 设函数 /( x )、 g (: r ) 在 R 上连续有界，满足方程组 


/(•r + y ) = g ( x ) g ( y ), 

+ 3 ^) = f { x ) g { y ) + f ( y ) g { x ) 


(Vx^eR) 


及 /(0) = 1, 茗 (0) = 0. 

证明 : f ( x ) = cos ax 9 g ( x )= ± sin ax (其中 a 为常数 ）• 
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2.4.9 设 /( or ) 为恒不等于零，在： r = 0 处可导的函数，在 R 上满足方 
程 f(x + y ) = f ( x ) f ( y ) ( VxdER ) •试证 / U ) 在 R 上处处可导，并求 
/(x). 

2-4.10 证 明：满 足方程 /(: + ： y) = V R) 的唯一 

可导函数是 /(; r ) = un fl 、r (其中《为常数）. 

2.4.11 设 /( x ) 在任何有界区间上可积，且在 R 上处处满足方程 
/(o: + >) = /(x) + /(^) ( V x,.y6R). 

试证 / G ) = oa : (其中 a 为常 数）. ；： 
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第三章一元微分学 


导读本章是基础性内容，难度不大，适合各类读者.其中微 
分中值定理、 Taylor 公式、导数应用是重点.可微性问题主要针对 
数学院系学生. 

本章主要讨论一元函数导数，微分中值定理， Taylor 公式，不 
等式与凸函数，以及导数的综合应用•数学一考生主要侧重于计算 
和应用. 

§3.1 导数 


* 一、关于导数的定义与可微性. 

要点若 / U ) 在々及其附近，由同一初等函数给出，则 
/ U ) 在 x 。 处可微,且 / U 。） 可由初等函数的导数公式来计算.若 
/ U ) 在 X 。与 附近由不同的初等函数表示，则 /( X > 在 X 。的可微性 
与导数值，必须用导数定义来检验和计算.因导数是用极限 
/( Xo )= lim / U ) I /( x 0 ) = Iim /(. 0 + /,)-/( J ： 0 ) 

•〆 x - x 0 fi-o h 

定义的，因此，可微性的证明，就是极限 （ A ) 存在性的证明.原则 
>上，可以用第一章所介绍的方法•要证明不可微，我们可以证明某 
个可微的必要条件不满足，例如 /(« r ) 在 * r 。 处不连续，或/； ( x Q ) 
峙广 U 。） 或 x 以不同的方式趋向 o :。 时，极限 （ A ) 取不同的值等 
等. 
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* 例 3.1.1 证明 Riemann 函数 

fJL , 当工 = 2 ( 9 >0),/>, g 为既约整数， 
R(x)=< Q q 

lo, 当工为无理数时 
在 [0,1] 上处处不可微 • 

证因在有理点不连续（例 2.1.1), 故 R ( x ) 在有理点 
上不可微，现只须证明无理点的情况. 

设0：。6(0，1)为任一无理点.则 x 沿无理点点列 U n | 趋向 
时， ■ 

禮 、 ^ V 

0 


lim K( £ J-RUo) = lirn 


= 0 . 


00 x n ~~ Xq 鬵―~工歸 — 工0 

现只要证明沿某个有理点的点列趋向 X 。时，上述极限不为 
零即可. ' 

因 A 为无理数，可用无限不循环小数表示 
….截取前 n 位小数，令 

x H = 0. a , • 

则 uu 是趋向 x 。 的有理数列.注意 ujrM 有无穷多项不为零! 
记第一个不为零的下标为按 R ( x ) 的定义，当时，有 


故 


R ( x \) = K ( 0 . a x a 2 
R ( x \)- R ( x 0 ) 


”）> 


10 " 

R ( 0 . a } a 2 … a ”) 


lim 


O.OO^-Oa,,^! a n ^. 
KU :)- 证毕 • 


>1 


文 o 


例 3.1.2 证明： / U )=| x | 3 在 《r = 0 处三阶导数广 （0) 不 


存在. 


证 /( x ) = I x 1 3 = sgn 
/ = 3 sgn x 


z 3 , 因此 

= 3 xUI . ( x \0 时） 


/(0) = lim 企) 二 (⑻ =lim 心 =0. 
• r-o x -u x-o x 
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fi 工、： (3 sgn ^• x 2 ) / = 6 *sgn x 9 x = 6\ x \ ( x 今 0 时）. 

/-( 0) = l im /：^)-/(0) =1 . m 3 xM =0 
x-o X -o x-o x 

f \(0)= lim ’’ U ) —厂 (0) = lim — 工•工 =6 . 

广 0 + 了-0 广， 工 

而 /'(0)=-6. 

所以 /〃(0) 不存在. 

例 3.1.3 设 /^) = 1,7(2) = 1-1，/(0：)为多项式,/(1) 
>p(x) ,f(x)>q(j：) (\^ 6 (- 00 ，+ 00 )). 试证 : /( 士 )>_1 

证已知，(士 )—( 士卜士 •现证/(士)>如事实上，若 

啦 H ， 则 


>+时， 


/U) -了 p{x ) - 


X - 


X 一 


X 一 


X - 


=1， 


所以 


/( X )— 


T < 了时， 


八⑷ 1 。 牙 , 

/U )- 士 q{x)-^~ 1 -x-y 




X - 


所以 


故/在0：= 

例； 3.1 
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/ 1 \ /( 工)-+ . 

广(了 卜^ 1 -。：^-^ 1 . 

| 处不可微，与/( I )为多项式 矛盾. 

4 设函数 /(* r ) 在点々 的邻岑 J 内有定义•证 明：导 


i 



数存在的充分必要条件是存在这样的函数 #( x ), 它在 J 
内有定义，在点 〜连续 ，且使得在 J 内成立等式 

fix ) - f ( x 0 ) (x - x Q ) g ( x ) 9 (1) 

又这时还有等式 /( xd ^ gU 。）. （武汉大学） 

证必要性.已知 

存在 

X 一 ： 0 工 工0 

f / (工）- /( 工 0) X 

表明函数 g ( x )=\■"" 工-々’ X X ° ' ， 

[ A , 当 z = o ： 0 时 

在 O ： = 工 0 处连续，（1)式成立，/ " ( x 0 ) = g ( x 0 ). 


充分性. 

f ( x 0 )= lim f -- ) — limgU ) 

X—O ： 0 X X 0 JT-JT 。 


连鳙 


g (工 0) 


故 / u 。) 存在. 


例 3.1 .S 设函数/(幻在闭区间^^彳上连续，/^)。 
/( 办），且在开区间 U ,6) 内有连续的右导数 

八 ⑴= lim Z (: _ ” !■ '/( — :) ( a<x<ft ). 

h 

试 证:存 在一点 $ eu , 6)，使得/ ♦($)=().( 吉林大学） 


证若 /( x )= 常数，则 /+ u )= o , 问题自明•现设 /( x )# 
常数•为了证明3$€(“6),使/ + (幻=0,只要证明 3 a^e 
U ，6), 分别有/+ ( a )<0,/ + (卢）>0,那么由/ + ( I )的连续 
性，便知存在$使 /+(f )=0 .事实上，找这样的只要找最大 
(小）值点即可.因 / U ) 在 [ a ，6] 上连续，故在 U , 6] 上必达最大、 
最小值•而 / U ) = /(6), 所以最大、最小值至少有一个在内部达 
到•设 U ,6) 是/的最大值点（内部达最小值类似讨论），于是 


/\ ( a ) = lim 

♦ 





x - a 
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任取一点 C : a < c < a , 因/在 [ c ， a ] 上连续，/在 [ C , a ] 上也必有 
一点 (3< a 达到最小值•于是 


/,(/?)= ：^0. 

如此我们即达到了目的. 

☆例 3.1.6 设 /( i ) 在 x = I 。 处可微， = 1， 
2,…）， lima ” = lim ^ = j :。 ，证明： 

鱒 —oo 


lim 

i«^» 


/( 久）- /( a ”） 
見一 a ” 


= /(j ： o)- 


(湖北大学） 

证首先，容易看到 


/(久〉- /( g ”） _ /(A ) - /“0) + / (工 0) - /( a ” ) 

一 a ” P 篇 — a ” 


氏-工0 /( 久）- /( 工 0) 

Pn 一 A 凡 一 Zo 


a” - JC Q /(qJ -/(x 0 ) 

/?• - a „ \ 一 工 0 



若记 


一沭一々，则工。一 a ” 


=1-A 


且 0 <又„< 1 ， 0 < 1 -义 (| < 1 ,( 1 )式可改写成 ： 

/( 久） - / U ”） 一 /(凡）-/(工。） 十 “ 一 ) /( g ”） _/(工 0) 

ft - On H A •- 工。 ” a ” 一 工❶ 

但 /(尤。）=\/( 0 ：。）+ ( 1 - AJ / U 。）， 故 易知： Ve > 0 , 3 N 
>0,当 n〉N 时， 

/(A)，/UJ 


<A 


h 

/(汉）一/(工0) 


(工 o ) 


一 /( 工 0) 


P ” 一工0 

< A n e + (1 - A rt )e = e •原极限获证. 


(卜又 J 


/(〜） 一 /( 工 0) 


工0 


一 /( 工 0) 
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☆例 3.1.7 设函数 / U ) 在 i = 0 连续，并且 

1 ^ / ^^ £ ^ 1/ ^ = 4.求证 : /(0)存在，并且 /(0) = A . ( 中国 
科学院） 

证（目标在于证 ㈤ n^m = A ). 因已知 
{ ^~ 2x) x /(<r) m Ve >0， D >0, 当 U|<<J 时有 

A -±.<m^fU) <A ^ 


特别，取 _ r”=f UGN )， 上式亦成立，故有 
1( A - 


A = l :2 ，…， M , 将此„式相加，注意 

S[/( 2 -^T)-/( 2 4)]=/(x)-/(^)= /(x) . /(xJf 



F = 1 ^ r - 


有 ( 1 -2-)(- T )<^^<( 1 -±)(. + i ). 


再令 n 


取极限，这时 a = f — 0,而/在0处连续, 


lim /(心）=/( 0 )，故得 

a +f 

亦即|^^|中 £ ， / _在且 /(0)= 1 

例 3.1.8 设/(工）在(^,6]上可微.试证.疒（） # 「 1 
== 是时 :r 在[°，。 上-致可微.= 


1 S 9 


/(x + ^)-/( x )_ /(x) <e 
对一切 •!：€[〃，6] 成立•（北京师范大学） 


证 r 必要性.因 / u ) 在 u ，6] 上连续，因此一致连续，即 
Ve >0,3 5>0, 当:'，工"€[心6]|/-工"|<占时，便有|/(/) 
一 /( x〃）|<e •由此 0< U |<5 时， 任何* rGU ,6]， 有 

fix + h) -f(x) /( 丄 ) 

= l /( f )-/ (工 ）1 U 在 x 与 : r + A 之间） 

<€. (因为 u — xIcac ^) 

2°充分性•已知 Ve >0, 35>0,当0< Ul <5 时， 
土 + \) — /(X) - — / U )|< e ，（ Vx € [ a ，&]). 因此， Vx 0 G 
[心6],0<丨/1丨<5时，只要1。+ /^[“6],便有 

\f (工0 + 办） 一/ / (工 0 )1 




/ U 0 u ) - /(工。+ - /(工。 ) + 化。+ ') -/ U ). /Uo) 

/u + A ) 一 fUo ^ h - h )- f ( x 0 ^ h ) 

一 h 


f ( x 0 ^ h ) - /( i 0 ) 


h 


^ f (^ o ) 


<2e. 


所以 f ( X 、在 x 。 处连续•由 x 。 的任意性，知/ 7 ( x ) 在 [ a , 6] 上连 
续. 


☆二、离阶导数与 Leibniz 公式 
a . 先拆项再求导 

要点有些式子不易直接求高阶导数，当拆项以后，变成易于 

求高阶导数的一些基本形式之和,便立即可以直接求导•基本形式 
主要有： 

(• r * ) (n> =走(务 - 1) …(々 一 n + l ) i 卜” ( n ^ k ); 
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(eO U) =e x ; (a x y M) =a x (hxa) n i 
(\nx) {n) = (-D n ' l (n-l)\ x~ n ; 

(sin x) (n) =sin (x + 



(cosx) U) = 


2 


并特别注意 t /U 工十 b)\ (n) = a n / n) (ax 
例 3.1.9 计算设 ' 

(1) y = sin 6 x + cos 6 :c ; ( 长沙铁道学院 ) 

(2) y = sin aarsin bx ; 


6), 因子不要漏掉 . 


⑶厂 


一 5a:+ 6. 


提示 （ 1) ：y = f 


2x\ 3 


2x 


2 


2 


(2) 先积化 和差 . 

(3) 先分项， : y= 1 - 


4x. 


13 


-2 x - 3. 

b . 直 接使用 Leibniz 公式 

要点把要求导的函数，写成二项相乘，然后直接应用 Leib 
iz 公式 


A-0 

*例3.1.10设/^：!：),/“；^在I。及其附近有定义•，在 x。 
有直到 n 阶导数，记 m/)= 公^ 1 1广（0：。）|.试证明 

N (/ ./.XN (/ ,)N (/ 2 ). 

(北京大学） * 

证 按 N 的定义 
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^(/,/ 2 )= i ； ^ T K/,/ 2 ) a) (x 0 )i 

k = 0 K • 

(用 Leibniz 公式知) < S S Ql /^ Cxo )! l/ 2 *' i ) (x 0 )l 

*=o ^ • >»0 

(注意 Q ' = _7 丨 (^->)l) 

=I； S 们/:爪 1 # (工。 )1 l /2*" >) (^ o)l 

4-0 > = o 7 * • 

^ 2 TtI/i^^o) I • 2 -T| 1/1^( x 0 ) I 

> = 0 j • 4*0 ^ • 

=N (/ J-N (/ 2 ). 

此式（第三行〉 < (第四行）是因为 ：第四 行乘开后共有 U + 
I ) 2 项，可排成一方阵•而第三行仅是此方阵左上方三角形内各项 
之和. 

☆例 3.1.11 试证 


(a 2 + 6 2 )!e 似 sin (bx + ncp) 

n 

= 2 cWfsiii 

«-o 

其中 (p = arctan — . 

a 

证令 /(a:) = e^sin 6a:, 

則 f 1 {x) — eT (asin bx + bcos bx) 



反复这么做，得 


=e M (a 2 -f 6 2 ) 7 sin {bx+ cp) 




/ w) (x) = (a 2 + 6 2 Pepsin (&r 十 n<p) • 

另一方面，直接使用 Leibniz 公式， 


广 ) （ 工） = S Cf min (&r + 
i*o V 



比较（1)，（2)即得所求的等式. 
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⑴ 

( 2 ) 



C. 用数学归纳法求离阶导数 

要点 当高阶导数不能一次求出时，可先求出前几阶导数，总 
结归纳，找出规律，然后用数学归纳法加以证明. 

☆例 3.1.12 证明 

(同济大学） 

x 

证 n = 2时，可直接验证其成立. 

设它当 n = k-\ 9 k 时成立，来证 n = k + l 时也成立.事实 
上， 

u 、 去广 1 > = 去 n ⑷ 

= |&h J -?- 2 e 去 | ⑷ 

= M ^ M eb U , - Kx 4 - 2 eb U ' ，) r . 

再利用” =1与 n = 1已有结果，代人整理，即 所求. 

☆例 3.1.13 证明 ：函数 


fix )- 


e '7 fxkO , 

0, x =0 

在 x = 0 处 / w ) (0) = 0 (” = 1,2,•••)•( 浙江大学) 




令产 I 


lim-nr = 0. 


设/厂 1> (0) = 0,因为易证 

广-”(工)=户(去) e _5 (工\ 0 )， 

其中表示关于^的某个多项式.因此 


广 ) （ 0) = lim 


P 


( 炉 - 


0 


一 0 


L lim yph ) =0 


例 3.1.14 已知 /( x ) 有”阶导数 u 为某奇 数）， 
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g(^)= \or - a 

试证:/(«)=0时4(：1»)在： 1 ：=^ 处有 n 阶导数， / U )¥0 时, 
g ( z ) 在 = a 处无 w 阶导数. ，• 

提示因”为奇数，当 x \ a 时， 

g ( x ) = (x - a ) n /( x)sgn (x - a ). 

利用 LeibnizS 式可直接求出 #( a :) 的 1 至”阶导数.进而按导数 
定义顺次可 知：当 / U )=0 时， g ( x ) 在 = 处1至”-1阶导 
数为零， n 阶导数 存在； 当 / U )\0 时， g ⑷ （ a ) 不 存在. 

例 3.1.15 设 

:x”sin (ln|a:| ), xk0 9 

0 ， a: =0 

U 为自然数）•求 证： / U ) 在 a ： =0 处有 72-1 阶导数，而无 72 阶 
导数. 

提示易证 

^rlsin (ln| x| )1 =^ a*sin ^\n\x\ + ^ y J» 

其中 〜 U = l ,2, …， m ) 为某些常数 • 

例 3.1.16 设 “，（：1：)，“ 2 (0：)广.，〜（1)都是 z 的„次可微 
函数. 试证： 


/(^)= 


0(”)= E 


n ! 




-n r » I r 2 l … G 

• ‘ m 

证当々=2时，这是熟知的 Leibniz 公式•设 k ^ m 时公式 
已成立，来证々 = w + 1时 成立. 

记 w = ，则. 

(“…“ ，一 ）(”）= U. Wm ”）⑺ • 


E 


•I • 
« 


2JJIJ 
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d. 用递推公式求导 

要点当高阶导数无法直接求出时，可考虑先求出导数的递 
推公式.方法是先求前几阶的导数关系，然后设法将等式作适当处 
理，使两端同时求导时，能得到一般的递推关系. 

☆例 3.1.17 设 / U ) = (arcsin : r ) 2 , 求广>(0). 

解由 f ( x ) = 2 ^^ 9 

/l-x 2 

得 (1 - x 2 ) f 2 { x ) - 4 f ( x ). 

再求一次导数，整理有 

-:/U) + (l - x 2 )/(.r ):2. 

应用 Leibniz 公式， （2) 式两端同时求 n 阶导数得 

-x/" + 1> (x)-n/ ,,> (a:) + (l-x 2 )/ l,+2) ( 

- 2 nxf n (x) - n(n - l)/ H) (x) =0. 

在 （1)、(2)、(3) 式中，令 x=0, 得 

/(o)=o, ⑹ =2 ， 

/ n + 2> (0) = n 2 / n > (0), 

从而 / 2A + ,) (0)=0 U =0, l，2，”.）， 

广)(0) = (2卜2) 2 (2卜4) 2 "-2 2 .2 

= (11 ( 2 卜 2 / 尸 ）.2 

i - 1 

= 2 2 U - l ). 2 

i " 1 

=2 2 ^ i (n (k-i)) 2 =2 2 ^ i ((k-i)\y 

i* 1 

U = l ,2, …）. 

例 3.1.18 证明 Legendre 多项式 

P n U ) = ~^\{ x l - 1)”| ( ”）（ n=0，l，2, …） 
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( 1 ) 

⑵ 

⑶ 



满足方程 

(l-x 2 )P ， / Ax)-2xP\(x)^-n(n^l)P H (x)^0. 
提示令 u = ( x 2 - l >" 可得 

( x 2 — 1)m =2 nxu . 

再两端同时求 《 + 1 阶导数. 


e . 用 Taylor 展式求导数 

要点 /( x ) 按 （ x - fl ) 的幂展开的幂级数，必是 /( x ) 的 Tay ¬ 


lor 展式: 


/(• r ) = 


S 


n ! 



因此，若一旦得到展开式 /( x )= 2 〜 （ or - ci )”， 则 

n =0 

知 / n) ( a ) = a n n ! ( n =0, l ，2^.->. 


☆例 3.1.19 求 / U ) = ar C tan j ： 在 * r =0 处的各阶 导数. 
解 /(^) = —^= f ] (- l ) V "( lxl < l ). 

1 十工 n =0 

两端从 0 积分到 or, 可得 


/(x)= S (一 1) 


x 


2 n 




由此得 

广 > (0) =j (-1) ” ^^ = (- l )"(2”>!， 当灸 =2 n + l 时， 

当 时. 

(试用例 3.1.17 的方法重解此题，进行比较） 



导数的计算 

3.1.1 计算下列函数的指定 导数： 

⑴ f ( x)=J + arcsin - ^ •求 / "(1) •(中国人民大学) 

、 e v 1 + X 
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f > 

(2) f ( x ) = ^ n(ainxX) U >0)， 求 g •(复旦大学) 


{( 〆 ⑴） ’ = ( e * ⑺ ! nJ T . cos (sin x x )*cos x x [ x s (In x + In 2 x )] + — sin(sin x x )] 

SC 


(3) f ( x ) = 


COS X 9 : T 〈0, 

In (1 + x 2 ) , x ^ O . 
一 sin x 9 x < 0, 


求 /( i ). (华东师范大学） 


< ，⑴ — /⑻不存在 >( 分段求导) 


x 


(4) f ( x )= . X . , /” U ) = /(/( … / U ))) (” 个 /), 

\/l + x 

求^^ 北工业大学 ( 1 > 

dx v/d + nx 2 ) 3 

提示先写出/, ,/ 2 ,/ 3 ,看出规律， 写出人 ，用败学归纳法证明：/„ ( x ) 


=, J 再求导 • 

\/ 1 + nx 2 

☆⑸/⑴存在 ，: y = /(:r + ： y )， 求•(中国地质大学）= 
S = TT ^^ T 7 >( 隐函数 求导） 

(6) y - y ( x )% y = - ye x +2 e > sin x - lx 所确定的可微函数，求 /({)>• 
(浙江大学）（-|>(隐函数求导） 


☆⑺ / U ) 有任意阶导数, /( x ) = [/ U )] 2 , 求 /■>(:) ( n >2) (数学 
-)• 〈”！ [/(： r )]" M >( 复合函数求导） • 


☆ (8) x = a(^-sin t ) 9 y = a(l - 


，求(中国海洋大学） 


sin 


(参数函数求^ 

1 一 cos f a ( l-cos o 

☆⑼广 U ) 为 / G ) 的反函数， / [/ ••(：!：)]，/ [广（: r )] 都存在，且 
/[/-'( x )]\0, 证明 •(湖 南 大学） 
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提示在# = 两边再对: r 求导 

dr f ( y ) 

〆 厂 1 u ) 、— ds _ — 广，) 裝 一 r ( r ；( x )) 

I d ： r 2 广 5 T 7- 了/(7)厂 l /[/ Ul J . 

☆ dw 对于 r 上的实函数，若所论的导数存在，试证有如 结论： 奇函数 
的导数为偶函数，偶函数的导数为奇函数.如果将此结论简记作（奇） ’= 偶, 

(偶)'=奇•则显然有 ：（ 奇) (2>|) =奇，（奇） (2 ”-” =偶，（偶） (2 ”-” =奇，（偶 ） (2n> 
=偶，（奇）(0> = 0，（奇) <2 " > (0) = 0,(偶)( 2 "-"(0) = 0 (» = 1，2, …）. 

(11) 设 苦 4 么 求/ 6> (0)及 / 6> ( x ) dr . (中国 

人民大学）《0,0》 

提示利用上越结果，答案明显. 

(12) 求 d n ( x 2 \ nx ) ( x >0 ,x 为自变量 ）•（ 南京大学） < dU 2 ln x )= 

(21 n x + Dxdx , d 2 ( j 2 ln x ) = (21 n x + 3) dx 2 , d " ( x 2 ln x ) = ( - l) nM 2( m 
-3)! x 2 " H dx n ( n >2)) ' 

提示求出 d 3 U 3 ln W ^ l ^ dr 3 之后躭可用公式直接求各高阶导数与 
微分. 

(13) gU ) 在[-1，1]上无穷次可微，且 3 M >0 使得 I〆 ">(：!•)丨< 
n ! M , g (去 ）=ln (l + 2 n)-ln ；! (n = 1,2,3,…）求 g u) (0) U =0,1,2,…) • 

(中国科 学院） G ( 0) = ln 2, 容⑷ (0) = (-1)卜 1 U = l ,2, …)》 

注 g ( D=ln (1 + 2 n ) - In n =ln (2+ (n = l ，2，•••）， 

由此 g ( j ：) = ln (2+ z ), 很容易求出上述结果•但这里隐藏着一个重大理 

论问題 ，即: g ( i ) 与 In (2 h ) 仅在点列 I 丄 上相等，为什么在 [-1,1] 上处 

• n 

处相等？ 

这是因为这里 / U ) 三 《 U)-In ( 2 +: r ) 在[-1，1]上满足 

从而可证 / U ) 三 0( 于[- 1,1] 上）•证明方法可参看第五章例 5.3.35. 
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(14) /( a : 〉 = jsin cor ，证明： 

f (2n) (: r ) = (_ l )” ( w 2n xsin car 2 na » 2n ~ 1 cos car ) 
(北京理工大学） 


提示可用数学归纳法证明. 


☆ (15) /( x ) = 


x ^0, 
x = 0. 


求/ 4 >(0).(华东师范大学) 


《/ (2 B > (0) = ( - IV 严 -"(0) = 0 „ = 1，2，“.> 

提示可沿用例 3.1.19 的方法.注意，由 sin a : 的展开式，有 f ( x ) 



导读 （1) 以上各题主要是考査复合函数、显式、隐式、参数式、反函数、 
分段函数、抽象函数等各种类型的求导问題.至于积分、级数表示的函数如何 
求导，请参看第四、五章的相关内容. 


(2) 导数计算是微积分中最基本、最常用的运算，相对也最容易.这类考 
题一般考生都会做，有一定的“送分性质”.要想不丢分，必须做到熟练、准确、 
快捷•还不太会的读者，请先复习一下教本的相关内容.此处不作重复. 

导数定义及可微性质. 


3 - 1.2 讨论 



在 x = 0 处的连续性与可微性 .（ 东北大学) 


提示 / "(0) = lim 


— = Iim^ 


- l )-2 x - T ( e x - l )] 


打（可反复使用 Hospital 法则）. 
☆ 3 . 1.3 设 


fU ) = 


A, 


< 0 , 

= 0 , 


[2W-1)] 


+ b y x <0. 
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其中 A . a . h 为常数，试问 A 、 a 、6 为何值时 /( x ) 在 x = 0 处可导，为什么？ 
并求/(0)•(郑州工业大学） 

提示 /_(0)= lim ( JS in 吾 - A) 欲存在，必需 A = 0 , 

/ + (0)= li ? (or + 上)欲存在，必需6=0.此时/(0) = 0, Vfl . ， 

x -*0* X 

☆3.1.4 设 /( or ) 在 x = 0 处可导,/(0)\0，/(0) 峙 0， 
^/(/^•^/^/^-/((^^(/^(当 A — 0时）， 

求数学一） 

提示 0(1) = g /( A ) wpAW ⑻ 

h 

(变形 > -:• / ⑷"(0) +26 . /⑵）-/(0) + U “- l )/(0) 

h 2 h h 

令 A —0 取极限，可得 a =2,6= -1. 

☆3.1.5 设函数 /(* r ) 在闭区间 [0,1] 上四次连续可微，/(0) = 0.证 

明 ：函数 


F(x) = 


/(5) 

2 

X 


，当 0<_ r<l 时， 


=^5^. 当 o :=0 时 


在 [0,1] 上二次连续可微•（吉林大学） 

提示在端点 •？==() 处的右导数，要利用导数定义，反复使用 Hospital . 

\^ x K 2f(x \o<,<u 

不难求得 F \ x )=< X 

r ( o > 

：一 0 


/(x)-4x/(x) + 6/(x) 


， 0<x<l, 




• rO 

12 ，：- 0 . 

且能验证有 lim + F "(: r ) = F "(0) •从而 F ( x ) 在 [0,1] 上二次连续可微. 

■ r —0 + 

3.1.6 设函数 /( x ) 在区间 U ,6] 上满足 

l/(x) - /(WKMlnl' Vx,^e[a,6] 

其中 M >0, a > l 为常数，证 明： /( x ) 在 [ a ，6] 上恒为 常数. 
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提示0< |<MU —： y | aM —0 ( 当 x - y )=>/( x )^0 

=>/( JT ) = 常数. 

☆3.1:7 设 /(0) = 0, 则 yu ) 在点: r = 0 可导的充要条件为 

a - m ) n 

存在•（数学一） 


提不 lim 


h 


uu ) - /(())• 


In (1 - x ) 


注不妨尝试对该题作一小小的推广. 

设 x =尽（/0为 ：具有 ^函数菸且使得 li 〗 


设 *r =^( A ) 为： 具有反函数， 1 ,且使得 lim 存在的某一函数（例 

广 0 g VX ； 

如：^1-^),那么任一函数/^)，若/(0)=0，则/在 i = 0 可导的充要条 
件是： jf ( g ( h )) 存在. 


☆3-1.8 设 / U ) 在: r 。 的某邻域内有定义. 
(1) 若 fU ) 在 X 。 处可导，试 证： 


1：_ /(^ 0 + A ) - f(x Q - A ) 一 〆 ，、 

te - Th - = 

(2) 反之，若上式左端之极限存在，是否能推出 /(« r „) 存在？若结论成 
立，请证明，不成立给出反例 .（ 哈尔滨工业大学） 

提示 （1) 左端极限+ 

^ 為一 0 h 

丁 A -0 一 h 

(2) 不能！任何以 t = a 为对称轴的函数左端极限均存在且极限为 0 . 
但例如函数 jy = U - X 。丨，在: r 。 处就不可导. 

☆3.1.9 在什么条件下，函数 


X 1 * sin — , x ^ 0, 

/(幻=1 x U 为自然数) 

0, x = 0 

(1) 在点 : r = 0 处 连续； < n >0> 

(2) 在点^ = 0处 可导； （ n > l > 

⑶在点 : r = 0 处导函数连续 .（ 中国科学院)<„> 2 > 
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提示 （ 1) 利用 0<|y*sin 0 (” >0)( 当 •r-O 时 ） • 


(2) / ⑴ 一 丄一0 ( n > l ) U 一0时）./(0)二 0. 

x x 

(3) x ^ 0时， /( ar ) = 訂* 1 1 sin — - x n 2 cos 丄 -~**0 = /^ (0) 

JC JT 


(当 i — O ). 

3.1.10 试作一函数在（- oo , + oo ) 内二阶可微，使得 /( o :) 在 x = 0 处 
不连续，其余处处连续. 


(山东大学） </( x ) 十 sin 去，^ 0 ’》 

(0, J =0 

☆3.1.11 对于函数 f ( x ) = (sin x | 3 , x € ( - 1 ,1). 

(1) 证明： / U ) 不 存在； 

(2) 说明点 i = 0 是不是 /( x ) 的可去间断点. 

(武汉大学） 

提示 fix ) = (sgn x ) sin 3 x , (-1,1) 

/ ' ( x ) = (sgn x )3 sin 2 . rcy>s x , (- l ， l )( x =0 处验证后成 立）. 

/ # ( x ) = (sgn x )(6 sin a : cos 2 j : - 3 sin 3 x ) t ( - l ， l)«r 与0， 
f \ (0) = 6,/— (0)= -69/(0〉 不存在，且不是可去间断. 

3.1.12 设函数 / U ) 在点 a 处连续，且 I / U ) 丨在 a 处可导，证 明: 
/(1)在《处也可导.（长沙铁道学院） 


证 g(*r) 三 I/(jt)I 在 a 处口 1 导 => 尽 \ ( fl > = g'-(a), 记 (a ) = 

= 则，山卜 lim UklLJ / ⑷ I = A 

-♦ n 一 - =c - a 


且 A = — A ， 故 A =0. 


r 若/(0) = 0,如上 lim iim ^£2 |=0， 

从而 f ( a ) = \im _2 = 0. 

x —« x ^ a 

2 •若 f( a )>0,m f 在点 a 连续，据极限保号性可知，在 a 的充分小的 
邻域里 |/(1)_/(1)，因此 / (fi) =， （fl) = 0 . 

3 # / U )<0 的情况类似可得 /(«)= -，（ a ) = 0. 

3.1.13 函数 / U ) = U 2 - a ： - 2) | x 3 - a : | 不可导点的个数是多少? 
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(数 学一）《2》 

提示 /(x) = (x-2)(x + l)|x + l| Ixl |x_l |, 注意函数 uU 丨在 
£^=0处可导，丨〃|在《=0处不可导.因此 /U) 的不可导点为0、1. 

3-1.14 设〆《)在： r = a 处连续，分别讨论下面函数在 a: = a 处是否 
可导. 


(1) /(x) = (x - a)(p(x)\ 

(2) /(x) = I x - ^ I <p(x); 

(3) /U) = (n)| 93 ( ： r)| •(武汉水利电力大学) 

提示直接应用定义 /( a) = lhn ^ ( 三 ) ■ 一 /U) 可知. 

x-a X — a 
4 fti 

(1) /( a )—< p ( a );( 2 ) 当且仅当 9( a) = 0时，/在 a 点可导，此时 

^ rra 

/(a) = 0; (3) f( a )==\<p(a)\. 

☆3.1.15 设 /U) 可导， F (: r) = /U)(l+ Isinil), 则 

/(0)=0 是 FU) 在 a: = 0 处可导的充要条件•（数学 一),. 


提示 F \ (0) = / + (0) + lim /( : L ) _ L sin :1 = /( 0 ) + /( O ), 

x -0 + X 

r_ (()) = /• ( 0 )+ lim ^ 1 sin x 1 = /(O) - /(O). 

X - o ' X 

3.1.16 求 / UXTlsirm 的单侧导数，并讨论可微性 .（[a：] 表示不 
超过 a： 的最大整数） 

Uf 护数 I 吋导 /'(*r) = 7T[：r]COS 7TJT ;八 ( k ) - ( k ) - ( - D* 

U-l)7t 故整数点处不可导》 

提示非整数点处， [* r] 在充分小的邻域里保持为常数，故 /( x ) = [ x ] 
(sin kxY — x]cos ttx . 


在整数点处，右导数情况亦如此. 

整数々处左导数（在 A 的左邻域里[0：]=々-1) 



[■r ]sin nx ~ 是 sin kn 

x - k 


lim 訂 

x -*-0 X — k 


= (k 一 1)(sin 


丌 *r)' x 


- l)cos * jc = ( - 1)* ttU - 1). 
☆3.1.17 证明 ：函数 
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/u)H 


\0, 


在 


0 ， x = 0 

0 的任何邻域内有不可撤的点，但在 I =0 点可微. 


提示 


= (2 n + + ) 1 处，不可微 


h ) 


再提示/ ♦ ( xj = lim 


工 ” + A 


-0 


h 



同理 /-UJ = 7 t . 可见/在&处不可微•因&一 0( 当 《 — ⑺时），故在 x = 0 
的仟何邻域里都有不可微点.但用定义直接可证/在 ： r = 0 可导/(0) = 0. 
*3.1.18 证明： HeCbmieB 多项式 

T m ( x ) = cos ( m arccos x ) 9 m =0,1 f 2 f ― . 

满足 方程： 

( l - x 2 ) T m ( x )- xT m ( x )^ m 2 T m ( x ) = 0. 

提示可以应用复合函数微分法直接验证. 

*3.1.19 证明 ： He6wmeB - Laguerre 多项式 L m { x ) - e ( x m e x ) (m) , 
m =0， l ，2, …满足 方程： 


工 (* r ) + (1 - x ) L / m ( x ) + mL m ( x ) = 0. (1) 

提示可利用乘积求导的 Leibniz 公式，写出多项式 I ^(: r ) 的具体表达 
式进行验证. 


再提示 L m U )= (: r ”） ⑴代入方程 （1), 验证系数为零. 

“0 

如/项系数 m - m =0. 

x"* 1 项糸数 ~ ;n 3 + m + m 3 — m 2 + w 2 一 m = 0，… 

浓3.1.20设 
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/(工）= 


u u (x) u } 2 (x) … u lk ( 

u 2 \ ( x ) M 22 (- 2 ：) — u 2k { 


) W * 2 ( I ) 


(x) 


(〜 U ) 为 n 次可微函数），试证 

广)(小 E 

r ( ♦"•♦r* = n 

u u (r i } (j:) w l2 (r,) (x) 

U^ix) U 22 ir 2 ) (x) 


rm 


“u (… u ) 

Un ^ U ) 

U ^ ix ) 


提示方法 I 可将行列式展开成 

/(x)= S( - D'wi.ij W 2 ./ 2 ， 

其中 A = A (!] ， 1_ 2 ，…乂 ） 是 i , , ,••• 乂 S 换成 1,2, …， n 所需置换的次数- 

(更确切地说，是排列1‘，，纟 2 ,〜，|\的逆序数）然后逐项求导，使用例 3.1.16 
( Leibniz 公式的推广形式）直接 可得； 

方法 II 可利用数学归纳法.若 U - l ) xU - l ) 的情况成立，对 AX 是 
阶行列式，可按一行（或一列）展开.推出对々成立. 

*3.1.21 设 x = acos t + 厶 sin 1 9 y = a sin t — 6 cos 之， 求证： 
d m -r d n y d n x A m y 一 ,2 丄 y、. n - m 

7 WP - (… )sin —^ 

携示令 ：r = V a 2 + T 2 ( —T r — cos - 1 + — & .- sin t ] 

\vV + 6 2 Va 2 + b 2 I 

=V a 7 十 6 2 sin (/ - a ), 


同理 y = V a 2 + b 2 sin ( Z — a ), 这时 tan a =—. 

a 

可验证等式成立. 

a 念题 

糸3.1.22对例 3.1.7 如下的证法给出评论，认为正确请说明理由，认 
为不正确请给出反例. 

证 lim /呀: ■ ’(：) = A ^/(2 x )-/( x ) = Ar - fo ( x ) • 

• r ，0 X 
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. =>/ (# r )- / (f) = A F + °(f) 

'自 (/ ㈤ -微以） 

=> f ( x )- /|^rj = Ar ( l -2" n ) + o (( l -2" fl ) x ) 

—^ f ( x )- /( O ) = Ar + o ( x )=>/(0) = lim ’ ■ (,) 二 丄 = A • 

x-*0 X 

☆ §3.2 微分中值定理 

本节主要讨论微分中值定理的应用.要指出的是，本节各部分 
都广泛使用辅助函数法.应该说它是应用微分中值的基本方法.实 
际上，辅助函数法是转化问题的一种重要手段，它在数学分析其他 
地方也时常用到.我们不准备在下面每一部分里列入辅助函数法 
的条目.关于如何选用和构造辅助函数的问题，将在例题里穿插 
讲解 • • • 

一、 RoUe 定理 

a . 函数零（值）点问题 
要点零点存在性问题 

(1) 借助介值性求解[连续函数有介值性、导函数也有介值性 
(见例3.2.24)]. 

(2) 借助 RoUe 定理求解. 即:若 /( x ) 在[心6]上连续，在 （ a , 
6) 内可导且 / U ) = /(6), 则 

3$ e ( a ，6), 使得 /( f ) = 0.. 

此外 Fermat 定理告诉我们 ••“ 函数在其极值点处如有导数存 
在，此点必是导数的零点 
零点的唯一性问题 

这里主要通过单调性来确定零点的唯一性，若/>0,则/严 
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/( 或/<0,则/严\)，这时/零点若存在必唯一. 

☆例 3.2.1 设 6) 为有限或无穷区间，/(0：)在 U , 6) 内 
可微，且 lim /( x )- lim /( x ) = A (有限或 ± oo ), 试证： 3^6 

U ,6),44/(6) =6 •(北京师范大学） 

证若 / U )^ A (有限数），则/(1)=0 ，问题 自明. 

若 / U )# A ， 贝]]31。€(“6),使得/(：|；。）\八，下设 f ( x 0 ) 
> A (对 /(^ KA 类似可证）•因为 • 

lim f { x )- lim f ( x ) - A , 

x~*a x-*b 

函数 / U ) 在 U ，6) 内连续，所以对于任意取定的数 f ,( A <^< 
/( X 。 ）） ， 3 JT , € ( a ， ： r 。 ） ， x 2 € ( X 。 ， 6 ) ， 使得 

= f ( x 2 ) = fX. 

从而由 Rolle 定理知 ，3 66(4，o: 2 )C：U,M , 使得 / ⑺ =0 •若 
A = + oo (或 -00)，则（心 6) 任取一点作上面 推理保 持有效 • 
例 3.2.2 若 P n ( x ) = a 0 x n + a , x w " 1 + …十 1 x + a ” （ a 。 
¥0) 为实 系数多项式，且其一切根皆为实数，试证：导数 p \( x ) 9 
P ' U ), …， Pi ”” u ) 也仅有实根. 

证 设匕 （文 ） =〜（0： — )' …（X _ a m )、 (1) 

(其中〜〈々〈…〈〜分别为/^:^的 h ，々 2 ,…，々 m 重根，+ 
匕+…七々 m = ”）•由 Rolle 定理，在相邻二异根之间，存在 P \{ x ) 
的一个根•因此，, ,（： r ) 在匕 （ x ) 的 m 个根的间隙里，共有 m -l 
个根•又从 （1) 式可知，当 〜是卜 >1重根时，则 a,, 必是的 
卜一 1重根•因此/^(“共有〜-” + ^ 一 D + h 一 1) + … 
+ U W — 1)=々,+々 2 +…+ 匕 -1= „_1 个根•但广„(工）是 n -l 
次多项式，故也仅有 n - 1个根.所以 P ^ U ) 的根全为实 

的•反复这样做” - 1次，知 KU ), …，的根都是实 
的. 

例 3.2.3 证明 •• Legendre 多项式 
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^n(-r)=2^T ^^( 工 2 - 1 广 I 


的一切根在 （-1,1) 内. 

证 f ( x ) = ( x 2 一 1)” =(：T + l )”（ o ：- i )” 为 2 n 次多项式 
x = ±1分别为 / U ) 的 n 重根，跟上例同样的道理知，/( X )以 
: =±1为 w -1重根，且 3 d u e (- i , i ) 为单根•进而 ru ) 以 
±1为 ”-2重根，且3斤 > ,#€(-1，1>为单根.反复《次, 
可知/”>(幻不再以工=±1为根，在（- 1,1) 有 n 个互异实根，但 


p .( x )=^7[ £^ {(x2 — in 



广 》（ x ) 


为 n 次多项式，只有； i 个根.所以 /\(« r ) 的一切根在（- 1,1) 内. 


例 3.2.4 设 /< x ) 在 U ，6] 上连续，在 U ,6) 内可导， 

/( a ) = /( 6 ) = 0, 

试证 •• ^€!<,3$€(«,6)使得 = •(广西师范大学） 

分析要 a / U ) = /( f ), 即要 /( f )- a / U )=0, 亦即要6 
为函数的零点.注意到 

[ f ( x ) e ^ y =[ f ( x )- af ( x )] e ^. 

因此，只要对函数 FCrh / U )， 11 " 检验 Rolle 定理条件.但这是 
明显的. 

此问题可以推广到一般的情况. 

* 例3. 2 . 5 设 / U ) 在 [ a ,6] 上有 n 阶连续导数.且 /( z ) 
在 U ,6] 上至少有 n + 1 个不同实根. 

P”(a:) = 工 "+ c^-iO ：”- 1 + cr”- 2 :c ”- 2 + …+ + C 0 


是仅有实根的实系数多项式•引入记号 D ” .试 证： • 

ax 

P.(D)/(x) = (D-+ c n . x D H ' x + c” 2 D”-2 + … + Cl D + c 0 )f(x) 
在 U ,6] 上至少有一个零点 • 

分析设多项式 P „( x ) 的 n 个不同实 根为： ai ， a 2 ，…，^，则 
由代数知识代（ I )可分解为 
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P n ( x ) = { x - a x ){ x - a 2 )- 99 { x - a n ). 

将 （D - q )(D - a 2 )•••(!) — ) 展开即知 

-• 

P n ( D )/( x ) = (D - a , )(D - a 2 )--(D - a „)/( x ). 

利用上例的结果可知：在 /(* r ) 二不同实根之间必有 

(D - a m )/( x ) = /( x ) - a H f { x ) 

的一个实根.但已知 /( d 有 n + l 个不同实根，故 （D - a H ) f { x ) 
至少有 n 个不同实根.进而依次可知 （ D - AdKD - aJ / Xa :) 至 
少有 w - 1 个不同实根，…, P n ( D )/( ar ) = (D - a ! )(D - a 2 ) 
( D - aJ / U ) 至少有 1 个实根 .. 

试用数学归纳法写出简洁的证明. 
b . 证明中值公式 

要点构造不同的辅助函数，应用 Rolle 定理，可以导岀不同 
的中值公式. 

例 3.2.6 设 /(« r ), g (: r ), A (： r ) 在 [ a ， 6] 上连续，在 （ a ， 6) 
内可导，试证存在 6 G ( a ,6), 使得 

/( a ) g ( a ) h ( a ) 

fib ) g ( b ) h ( b ) =0. (1) 

/ ⑺ 〆 ($) h ' ⑴ 

/( a ) g ( a ) h ( a ) 

证记 F ( a :)= f ( b ) g { b ) h ( b ). 

• /( 工） g (^) h ( x ) 

则 F ( x ) 在[心6]上连续，在（心6)内可导，^^)=汽6)=0.应 
用 Rolle 定理可知 ，3 托 U ,6)， 使得广 （6)=0 •据行列式性质， 
幻= 0,即是式 （1). 

注由本例可以推出 Cauchy 中值定理（只要令 A (： r ) = l ) 和 
Lagrange 定理(令 / i ( x)=l , g ( x )= x ). 

例 3.2.7 设 /( x ), g ( x ) 在 ‘[ a ,6] 上连续，在 （ a ， 6 ) 内可导， 
V xG ( a ，&)， 〆 （：!：）与0,试证： 3 $6 ( a , 6), 使得 
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/⑺- / ⑺ - /⑷ 

YJT) g(b) - g ⑴ • 

提示将目标等式变形，找出辅助函数 

F(x) = [f(x) - f(a)][g(b) - g(x)]. 

例 3.2.8 设 /( i ) 在[0, + ⑺）上可导，且 

证明:3尽>0,使/(… (:+一心 . 

证问题相当于要找$〉0,使 

(奸点) 1 ， ⑴ 

因函数汽幻二/^卜^^在⑻+…上连续^^+…内可 

导厂⑻二/^ +…^^所以用推广了的如心定理⑼例夂厶！）, 
知3$>(),使广（幻=0,此即 （1) 式成立. 

*例 3.2.9 设 /( x ) 在包含工 0 的区间 J 上二次可微，工。+方 
e J ， A €(0,1), 试证：30€(0，1),使得 

/( x 0 + A / i ) = A /( x 0 + A ) + ( l - A )/(. ro ) 

+ y ( A - l ) A 2 / / ( x 0 + ^). (1) 

分析因 0< A <1, 可取数 M , 使得 

/( x fl - I - A / i ) - A /( x 0 + ft ) - (1 - A )/( x 0 ) - y(A - I )* 2 - M = 0. 

、 (2) 

故只要证明 ： 3 (0,1), 使得 M = /(： r c + 你）•取 A 作为变数， 

记为 r 

令 F(0 = /(x。 + M) - z/(x。 + A ) — (1 — r )/(i 0 ) 

-~ j { t - l ) h 2 M y (3) 

则 FU ) 在 [0,1] 上二次可微，且有三个零点 
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F (0) = F (1) = F ( A )=0. 

两次应用 Rdle 定理，可知 3 0 G ( O ,1) 使得 * 

广⑻ =0. 

据式 （3), 此即 M = / (: r Q 十撕）.代回 （2) 式，移项，即得欲证的式 
( 1 ). . • ’ 

二 、 Lagrange 定理 

a . 利用几何意义（弦线法） 

要点由 Lagrange 定理知，若 /(: c ) 在 [ a , ft ] 上连续，在 （ a , 
6) 内可导，则3芒在:之间，使得 

x z x \ • 

即是 说：曲 线上任意二点的弦，必与二点间某点的切线平行.我们 
正是可以用这种几何解释进行思考解题. 

☆例 3.2.10 设 / U ) 是可微函数，导函数 / U ) 严格单调 
递增•若 /( a ) = /(/>) ( a <6), 试证：对 一 切 有 /( x ) < 

/ u ) = /(6)( 不得直接利用 a 函数的性质）•（华东师范大学） 

分析任意取一点 o :€( a ，6)， 要证 f ( x )< /( a ) = /(6)•如 
图 3.2.1 作弦线 AC ， 13 C •应用 Lagrange 定理，3 (a , jc ) , 
(工乃^使得导数/以久/^…分别等于 AC , BC 弦的斜率•但因 



图 3.2.1 
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/严夕 ，所以 /(6)</(7), 这就得到 （ AC 弦的斜率） <( BC 弦 
的斜 率）： 

x-a ~~^ • 

这便得到关于函数值的不等式.注意到 /( a ) = /(6), 移项即得 

f(x)<f(a) = f(b). 

*例3.2.11若函数 / U ) 在 U ，6) 上可微，且 lim + /( x )- 

x-*a 

00 ，试证 lim / (: r 〉= oo • 

分析要证1^/(1) = <^，只要证明存在序列|气1—^+0, 

x—a • 

使得 liml / (氕 ）1 = + ~ •利用 Lagrange 定理，只要找到一串弦， 

” — ^ oo 

从右侧趋向 a , 使弦的斜率趋向 oo 即可. 

证记/ = 6 - a , 又 ^,=^ + 丄=^1 + -~- •则当；! — 00 时， 

n n 

c n ~^a +0. 


由于 lim /( x ) = oo , 可取 x , eU , Cl ), 使得〜与 a 充分接 

x-*a 

近-以致丨八^^-/心^丨：^^从而应用 Lagrange 定理，3匕€ 
(^1， q ) 使得 

|/( 匕 )|= /( 工 1) -/(。) > l/(^i)-/(c,)l 


同理，对于任意给定的使得心与“充分接 
近，以致 l / U ”）—/( cJ |>”/ •从而3乞 €(〜，〜） 

i/(eji= ㈤ ：爪 ) >!/(:_) 严 -)1〉” 

X n C n I 

如此,我们得到序列 I : 


a<x n <^ H <c n -^a 9 I/"( 冬 ” ） |>n—+ 00 ， 

故 lim+ / / (x) = 00. 

X^Q 

注 /( I )可微， lim + /(« r ) = oo , — 般不能推出 H m /( x ) = 

♦ x -* a 4 
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oo .读者不妨考虑函数 / U ) = l + cos 丄当 or —( T 的 情况. 

下面让我们来看一个更有趣的例子 • 

*例 3.2.12 设 /(« r ) 在区间[0，1]上可微,/(0)=0,/(1) = 1, 
幻， 为 n 个正数.证明在区间 [0,1] 内存在一组互不相等 
的数 A ，: r 2 ，…， a ，使得 

忘 ki . 

(中国科技大学） 

分析 r (将等式变形） 记右端 & = 用此常数同除等 
式两端，得 1 

r^ + rib + ''' + rhj =u ⑴ 

其中 A « = ^ 0< A * <1 夂 = 1.我们的问题是 寻求” 

个不同的数 A , 々，•"， A 使得相应的导数 /(a )(; = 1,2 ，…， n ) 
满足方程 （ 1) .根据 Lagrange 定理，这等于说，要找 w 个不同的弦， 
使相应的斜率 tan 〜 U = 1,2,〜， W ) 满足 

y . . Xi = 1 

tan a , 

若把 A ,. 看成弦在: y 轴上的投影，则等于该弦在工轴上的投 

影•因此，问题在于找；2个不同的弦，使它们在^轴上的投影分别 
为 M , A 2 ，…，，在 x 轴上的投影之和为1•注意到/(0)=0,/(1) 
=1•为此，我们在: y 轴上,对区间 [0,1] 作分划 0= A d < A ,< O "< 
A ” =1，使得 A , M A ; = A,U = 1，2, …，; i )( 如图 3.2.2) •首先过 A , 
作水平直线与曲线交点(由于 /( z ) 连续，这种交点一定存在）. 
于是为第一个所需要的弦•同理，逐次过 A 2 , A 3 ，…， A „ 作水 
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平线，相继可得到交点 B 2 , B 3 , …，氏.这时 OB x , B x B 29 B 2 B iy 
…， B „ 正是要找的弦，它们在: y 轴上的投影为 Ah A 2 ，…， A „. 
在 x 轴上的投影和为 1. • 



图 3.2.2 

证记州=文] U , = 1( i = 1,2,…）•则0< A ,. < 1， A , 十 

*-! 771 

A 2 + 二 + 人=1 .因 /(0) = 0，/(1) = 1./(1)在[0,1]上连续，故由 
介值性， 3 点 (^€(0,1) 使得/(^ 1 )=又 1 .又由义 1 <义 1 + ；1 2 <1，知 
3 c 2 € (q ，1)使得 /( c 2 ) = A,-f A 2 •如此继续下去，顺次找到点 

0< q < c 2 < … c ” = 1， 

使得 


/“.《)= 2 入 * (i = l,2, …, w). 

裊=1 

应用 Lagrange 定理 ，3 a 6 (c, M ， q ) (c G =0 )， 使得 


/ u ^/(^) ： /( c ,.) = 


A 


c , •一 c 


即 


A ,- _ 

77x )" = C, " c— 1 (; = H”，？）• 
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从而 S /( 包 7 : S ( C, _ c 卜 I ) 二 c” ~ C 0 = 1. 

将 A ,= S 代人，即 ' 


^ rur >~ 

☆例 3.2.13 设函数 /( x ) 在闭区间 [ a , 6] 上连续，在开区 
间 U , 6) 内可导，又 /( x ) 不是线性函数，且 / U )>/ U ). 试证 
3 ( a ，6)，使得 




(上海交通大学） 

证过点 U ,/ U )) 与（6,/(6))的线性函数为 

y-f{a) +-- (工一 a ). 

因 / U ) 不是线性函数，所以 

FU)e/(x) - /U)- 削 h 二 八 - a)#0. (1) 

c ? — a 

费 

我们的问 题是： 要证明 3 SGU ,6) 使得 

F r ( ^) = / ( ^) - >0 ； (2) 

o ^ a 

[按弦线法，这就等于要找曲线: y = F ( x ) 的一根弦，使其斜率 >0] 
由已知条件可知：函数 F ( ar ) 在 [ a , 6] 上连续，在 （ a , 6) 内可导, 
F ( a ) = FU )， 满足 Lagrange 定理的条件•由 （1) 知： 3 j ： 0 e ( a 9 

6)，使得 F ( x 0 ) kO(^c FU Q )>0 或 FU Q )<0) •[从图 3.2.3 上 
容易看出，当 FU o )>0 时，可取过点 （ a , FU )) 与 （ x ^ FU 。）） 的 
弦;当 F ( x d )<0 时，可取过点 U D , FU D )) 与 （6, F (6)) 的弦 •] 
例如 F ( x 0 )> OA [ a , x 0 ] l&S Lagrange 定理，3 66 ( a , 
x 0 ) CU ，6)， 使得 
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图 3.2.3 


阶。)<0 


F'u) = = >0 .证毕. 

x 0 - a X 0 - a 

*例3.2.14 证明： 若函数 / U ) 在 （0, + ~) 内可微且当 
+ °° 时，有则 - 

lim l /( x )| =0. 

X— + oo 

证要证明 lim l / U ) l =0, 只要证明3序列 U„l — +⑺， 

+ oo 

使得 n U =/'(^) = 0 .为此我们要在任意大的 △,>() 之右侧，找一 
个弦其斜率 ， 

/(/3 J"/(gJ < 

其中是任意小量.事实上，已知 ： c — 十 oo 时 /( x ) = 0(2), 即 
lim / i £ l =0, 从而 Va >0 

X — + oo X 

lim lim [细卜十丄） 一 迦卜 0 . 

•»-+» x — a j ：— + <» L x \ x — a } x a m 

故对每个 e „ = = 7 i ，总存在久 > c ? B ，使得 


/(A)-/UJ / 

- 5 - 〈 L 二 

Pn - 

进而由 Lagrange 定理 ， 3匕€ ，氏 ） 使得 


./(,)| = |^^ < 1 . 
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问题获证. 

b . 利用有限增置公式导出新的中值公式 

要点借助不同的辅助函数，可由有限增量 公式： 

f(b)- f (a) = f a) (a 9 b) 

导出新的中值公式. 

☆例 3.2.15 设 / U ) 在 6] 上连续，在 U ,6) 内有二阶导 
数，试证存在使 

/(6)-2/(^) + /(a) = ^^r(c). ⑴ 

(南开大学） 

证 （1) 式左端 

/( 6 ) - 2/( ) + /( a ) 

= 卜)- /( 宁)] 

- W 宁 ) "H 

=[/( 宇今 m ] 

- [/( a +^)-/( a ). 

作辅助函数 

y ( j ) = /卜 + ^ 2 °) -/⑴ 

则 上式= y( Q 2 ^ ) ~ P ( fl ) 

= = ee ( a ,^) 

= r ( e +#).¥¥ ^( o,n 



图 3.2.4 
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= f(c)^ b y ) \ c = ^d b -j^-e(a 9 b). 

、 • 

例 3.2.16 设函数/(幻在[0，十 oo ) 上连续，而且有连续的 
右导数/ + (: r )， 试证明导数 /(: r ) 存在且 

fU) = fAx). 

(河南师范大学） 

分析 ▽ 1 0 6 ( 0 , + 00),要证/(： 1 ； 0 )存在且等于/ + U 0 )， 
只要证明 
<5时，有 

f(x 0 - h)~ f(x 0 ) 〆，、/ … 

-- -八 （ A ) < e . (1) 

可见，若能证明 /+ U ) 也有类似的增量公式 

/(a: - A) -/(x) = / + (x-dh)-(- h) (0<0<1 )， (2) 

那么 （1) 式可变成 

\ fAx o - 0 h )- f / ^( x o )\< e . (3) 

根据已知条 件:/ \ U ) 连续，当 A 充分小时, (3) 式确能成立，从而 (1) 
式获证•因此问题归结为证明右导数也有增量公式 (2) 成立•为此令 
< P (0 = Ax , - th ) - f ( x 0 ) - [ f( Xo - h ) - f ( x 0 )]t 9 
则 史 (0) = ^>(1)=0.利用例 3.1.5 •可知 3 <? e ( o , i ) 使得 

(p\ (d)-o f 

此即 （2) 式成立. 

将有限增量公式应用到具体的函数，也可得到具体中值公式 
例 3.2.17 设 “6 >0,试证3 a ( a , 6), 使得 

ae - be a = (1 - f)e e (a - b). ⑴ 

提示将 （1) 式改 写成： • 

令在以去， | 为端点的区间上应用有限增量公式 
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C. 作为函数的变形 

要点若 / U ) 在 [ a ,6] 上连续, U ,6) 内可微，則在 6] 上 
/( x ) =/( x 0 ) + / (6)( a : - x 0 ) (6 在 a : 与 x 。 之 间）. 

这可视为函数 /( x ) 的一种变形•它给出了函数与导数的一种关 
系•我们可以用它来研究函数的性质.此式相当于 / U ) 的 Taylor 
展开式至0次项. 

☆例 3.2.18 设 / U ) 在 [0, + oo ) 上可微，/(0) = 0,并设有 
实数 A >0, 使得 |/(： r )|< A |/( x ) 丨在 [0, 十 oo ) 上成立，试证明 
在 [0, + oo ) 上 f ( a ：)=0. (广西大学） 

证 I 因 / U ) 在[0, + oo ) 上可微，/(0) =0,利用 Lagrange 

定理 

1/ ⑴丨 = l/(0) + /(^)(x-0)| = l/(h) ： r|<A|/(e 1 )U 

当限制：卜，时，则得 

I /( 工 ) I <士 | /( 疗 1 ) 丨 ， 0< $ t < x . 

重复使用此式可得 

I /( 尤 ) I <士 l/(f,)l<-^-|/(f 2 )| 1/(01. 

由 / U ) 的连续性， 3 Af >0, 使得 |/( x )|< M ， 在[0,士]上•故 

I/(j) (n = l ， 2，...). 

从而 / u ) eo 于上.用数学归纳法，可证 在—切 

点 ] G = l ，2, …)上恒有/⑴与).所以 [ 0 ， + oo ) 上/ ⑴三 o . 

证 I 因1/(工)1在[0,士]上连续，故 3 _^[0，‘]使 
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于是 


1 /( 工 ！）1 = 


max 


\f(x)\=M. 


M = |/(xi) I = 1/(0) + / / (^)(x 1 -0)1 = I 

<A|/(^)|-x 1 <yt/(e)l<yM. 

所以 M = 0, /(x )=0 于 ' 
以下同 I. 

证] I (反证法）若 /U)#0, 则3々€(0, + ~),使得 / ( <2：0 ) 
M), 不妨设 /(•2：。）>0(/(心）<0类似可证）.记0： 1 =1|1门0：|(0：, 
X。）上 /(:r) >01,由连续函数局部保号性，只能 /(x 1 ) = 0,(x 1 , 

工0) 内 /(x)>0. 

令 《（x) = ln/(x)( 当 (1) 

则 k u)l = 

故 gU) 在有限区间（4,工。）上有界•但 

lirn fix) = /(x, ) =0. 

x ^ x i 

由 （1) 知 lim g(x) = 一°°•矛 盾. 

♦ 

X 1 

练习设 /( x)，gU) 在(>,6]上连续，发（0；)在（“6)内可 
微，且 gU) =0,若有实数 A \0,使得 

lg(x)-/(x) + Ag- / (x)|<|g-(x) I , x€(a,6) (1) 

成立•试 证： gU)=0.( 浙江大学） 

提示可利用上例. 

例 3.2.19 设 [0, a] 上 |/(0：)|<从,/(0：)在（0,^)内取最 
大值，试证 

l /(0)| + |/ U )|< Ma . 

提示对/应用 Lagrange 定理 (0 次 Taylor 展开式），将 
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/( o )，/ U ) 在 / U ) 的最大值点处展开. 

例 3.2.20 证明： 若函数/(幻在 (0, + oo ) 内可微，且 

Urn / U )=0 ，ilim ^^ = 0. 

0-* + °o x~^ * 00 X 

证要证 lim Z ^ = 0, 即 要证： Ve >0, 3 A >0, 使得 x>A 

X-* + <» X 

时有 

销 (1) 

已知 lim / U )=0 •所以对此 e >0,3 A >0, 当 j :> A 时有 

♦ O0 

.l/(x)|<|. (2) 

从而由 Lagrange 定理，对 x > A y 3 $: A <$< x 使得 

/(小/⑷十 /⑺ U - A ). 

故 ^ + 1/( ? )|.£^.<1/^11 + ^. ⑶ 

但 + 00 时 

X 

可见要 （1) 式成立，只要取 Asmax A ,--^ A ) I ，则工>△时，从 
(3) 可推得 （1) 成立. 

注本例如应用 Hospital (例 3.2.30) 结果十分 明显. 

d . 用导数法证明恒等式 

要点 根据 Lagrange 公式 

/(x) = /(a ： o) + / / (^)(x-x 0 ), 

因此导数 /( o :)=0 时， /( x ) 恒等于某常数.利用这一原理，可以 
证明恒等式. 

☆例 3.2.21 < p ( x )= ^上 (\一 在有意 
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义，证明 ： 〆 : r ) + - : c ) = ^^(： r 2 ) •(北京航空航天大 学 〉 (1> 

证问题等价于要证明函数 

f(x)= <p{x) cp{ - x) - ^-(p{x 2 )=Q. 

事实 # f ( x )- ( p ^ x )- ( p f (- x )- x ( p '{ x 2 ). 

而 〆 ⑴ = !lLli ^， 故 

/U) = ln(l- J ：) + ln(l + J ： )_ln(l-x 2 ). ：r = 0 

X X X 

因此 但由 9(0)=0 知 /(0) = 0, 所以 C = 0,/ U )=0. 

三、导数的两大特性 


导数有如下两个重要 特性： r 导数无第一类间 断点； 导数 
有介值性质.下面具体介绍这两个特性的含义，证明和应用. 

a. 导数无第一类间断 


☆例 3.2.22 (导数无第一类间断）设函数 / U ) 在 u ,6) 内 
兮竽亨 f 苹，证明 U , 6) 中的点或者为 / U ) 的连续点，或 
H 夂/^)的第二类间断点 .（ 南京大学） 


证因为 /( x ) 在 U ,6) 内处处可导，所以 VxaGU ^), 

/(•T) ~ f(x 0 ) 


/ U 0 ) = / + (, 0 ) = ^ 


(应用 Lagfange 定理） 


= lim 
♦ 

广 


工一 * r 0 

f ⑴(工-•工 0) 
I 一工0 


lim/($) (x 0 <e<x). (1) 


故/在〜处有右极限时，必有 


/(^ o )= lim /( e ) = /( x 0 +0 ). (2) 

^ x o 

同理可证，若 / U ) 在 A 处有左极限时，有 

/ "( 工 0) = -0). 
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因此在 U , 6) 内任一点处，除非至少有一侧 /(： T ) 无极限（这时 
/ U ) 为第二类间断），不然/( X )在此处连续 

^-0) = /(xo)^ f(x Q + 0 ). 

，注1 。所 谓导数无第一类间断，是在号零兮学 f 辛的前提下 
讲的•例如 / U )= UI ，当 1>0时 /(: r ) = l ， a :<0 士 /(: c ) = 
- 1，在 《 r =0 处便是第一类间断.这与我们的结论不矛盾，因 /( i ) 
在 x =0 处不可导. 、 

2°从 （1) 式到 (2) 式，用到复合函数求极限的技术. 

复合函数的极限 

命题设 ： V = / U)， w = g ( x ) 可以组成复合函数，已知 
\ inig ( x )= “ o ， ji ^ i / U ) = A ，若 • r — jr 。 的过程中 g ( jr ) 始终保持 

存在且 

有则复合函数的极限 lim /(g(x))- A. 否则命 

一。 • 

题不成立. • 

例如 


y = f(u) = 


1，当 

0,当 w =0, 


及 w = g(x) = 


• r , 当 x 为无理点, 
0,当1为有理点. 


这时 or — O 时 “"-0, 时 ：V = / U ) — 1,但是复合后的极限 




/ [.(,)]= 1，工为无理点时， 

? 0, x 为有理点时. 

条件所以如此重要，是因 为：内 层函数 gU ) 在求极限 
的过程中， gU ) 有可能无穷次等于 〜 ，但外层极限 /( u ) 二 A 

在过程中 w 不允许等于 • ° 

本例式 （1) 中的极限 lim / U ) 实为复合函数的极限， f 依赖 

-0 •’ 

于 X •因工 0 <?<0：，故 X - X ； 时* X 。今 e — X 。，符合上面命题条 
件，故 (2) 式成立. \ 
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不用说，假如外层函数连续，则 

lim f [ g { x )] = f [ lim ^( x )], 

广:0 :o 

就不必假定极限过程中 daO — u 。， 也是成立的. 

例 3.2.23 若 / U ) 在 U ,6) 可导，导函数 /( x ) 在 U , 6) 内 
单调，则 / U ) 在 U ,6) 内连续 .（ 武汉大学） 

提示见例 3.2.22. 

b. 导数的介值性 

☆例 3.2.24 ( G . Darboux 定理）若函数 /( x ) 在区间 [ a ，6] 
上处处可导（端点指单侧导数 )/( a )</(6), 则 Vc :/ U )< c < 
/ U ), 3 fGU ，6), 使得 /($) = c •(武汉大学，北京师范大学） 
证1°作辅助函数 

g(x) = /(x)-cx 9 

则 在 [ a ,6] 上处处可导， 〆 （ a ):/" (£2) ― C <0,^ / (6)= 

/(6)- c >0, 只要能证明 U ，6), 使得 〆 （$) =0,则即 
/ ⑺ = (：• . 

T 由于 

lim g _ (£ _ )- g U) ' u)<0 

X 工一 a 

所以 x > a 9 x ^ a 充分接近时，有 g(x)<gU); 同理由名'（6)> 
0,知 x < b 且工与 b 充分接近时有 gU)<g(6) •故 g(a;) 在端点 
心6处不取最小值.但 gU) 连续，它在闭区间 [ a ,6] 上有最小值. 
所以3 (a ， b ) 使得 g ($) = 〉•由 Fermat 定理，〆（ $) 

= 0•证 毕. 41 i 6 

例 3.2 J 5 设函数 / U ) 在区间 + 上二次可微，且 

有界，试证存在点 x 0 €(- oo , + oo ), 使得 /( x 0 )=0. (武汉大学） 

证 I 若 / U ) 变号，则由导数的介值性， 36 G (- oo , 
十°°),使得尸（6) =0( 下面证明，厂不会不变号 .） 

若 / D 不变号，例如 ，（: r )>0(， U )<0 类似可证），则 
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/U) 严，.取 X。 使 /U。） 与 0, 假如 /(o: 0 )>0, 则当 x>«r 0 , 并 
令: T— + 00 时 

/(x) = /(x 0 ) + /(^)(x-o ： o)>/(xo) + /(xo)(x-x 0 )-^+ OO. 

若/"(1。）<0,则当 :r<:r。， 并令工― 一 oo 时 

f(x)~ f(x Q )^ x 0 )>f(x 0 )^-/(x 0 )(x- 00 . 

与 /(i) 有界性矛盾. 

证 I 若 3a,6U\6), 使得 /U) = /(6), 则由 Rolle 定 
理 ，3x 。在 a，6 之间，使得 /'U。） =0•现证明相反的情况不可 
能•事实上，若\/“6,(^2\6),恒有 /U)\/(6), 则由此易坻 
/( t ) 严格单调•[因为不然的话，必存在〜 <>3：2 < >2：3 使得 
/UX/UJS/ Us ) 或/(々）>/(々）</(々）• 

由 /(x) 的介值性， 便知: 3“€(0： 1 ,:«: 2 ),6€(：1： 2 ,：1： 3 )使得 f(a) 
=/(6)•与前提矛盾 •] 重复证I中后半部分，推知 /(x) 无界 ，与 
题设矛盾.证毕. 

注证法I中是利用导数的介值性，来证明 /(or) 有零点.因 
为题中并未假定 /'( X ) 连续. 

四、 Cauchy 中值定理 

a . 推导中值公式 

要点 Cauchy 中值定 理：若 F(x),G(or) 在 [ fl ,6] 上连续，在 
(心6)内可导，^(工）\0,则3 6€(1,6),使得 

F(b)-F(a) . 

G(6)-G(a)'Gl7T ， 

当我们适当选取函数 F(x)、G(o：), 就可以得到新的中值 公式. 

☆例 3.2.26 设函数/( I)在 U,6) 内可微 ， a ,6〉0, 且 /U 
+ 0),/(6-0)均存在(为有限数），试证明使得 

a ~ b f(a + 0 ) f(b-0) 二 / ⑷ - 矿⑺-⑴ 
(四川师范大学） 
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分析令 / U ) = /U + 0),/ U) = /(6-0)， 则 /U) 在 1>, 
6] 上连续，在 U,6) 内可导，欲证明的式 （1) 可改写成 


⑺一矿⑺, 


亦即 


b 




fU ) 


T 




⑵ 


因此，对函数尸（0：)=么^,0(0：) = ^ : ,在1^,6]上应用 Cauchy 
中值定理即得. 


x 


注把目标式作适当改写，如式 （1) 改写成 (2), 是寻找辅助函 
数的关键 步骤. # .. 

例 3.2.27 设 / U) 在 U,6) 内二次可微，试用 Cauchy 中值 
定理证明：V :r，x。G U, 6 ) ，3 $在与 x D 之间，使得 


/(.r) = /(x 0 ) +/ / (x 0 )(j ： - o: 0 ) + 


+尸⑺(工 



⑴ 


成立（此即展开到一次幂的 Taylor 公式） ... % 

• • 

证只证明的情况 U<A 的情况类似可证， X = a： 。的 

情况显然），式 （1) 可改写成 : * '* ■' : * 

fix ) - f ( x 0 ) - f ( x 0 )(x - x 0 ) _ … 

■ ~1 - J \ c;. \l) 

y (^ ^ ^ o ) 2 


为了证明 (2), 只要令 

F(x) = f(x) - f(x 0 ) - f / (x 0 )(x - x 0 ) f 

G(x) = - x。 ) 2 ， 

则 = f ( x ) - f ( xq ) 9 G / ( x ) = x - x 0 - 

注意到 F ( x 0 ) = G(x 0 ) =O,F / (x 0 ) = G'(or。）=0, 两次应用 
Cauchy 中值定理，则 
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/( 工）一 /() - /’ （工 0 )( 工一工 0 )— 


去 (: r - x 0 ) 


Fix ) 

GlFj ~ 


F ( j :) - F ( x 0 ) 
G ( x ) - G ( x 0 ) 


(彐 76 (* r 0 9 x )) 
(彐冬 € ( x 0 ， r /)) 


_ F’ （ rj) 一 F'(7) - FU 
- G ，( V ) - G ' x ] 

=^|^=尸(？）.证毕. 


将 Cauchy 中值公式改写成 

F(6)-F(a) = ^||^[G(6)-G(a)], 

我们看到，若选取不同的函数 G , 便可把 F ( b )- F ( a ) 表示成不 
同的形式.如另取 GU ), 则3匕#(“6),使得 

^^[ GU )~ G ( a )]= ^^ ) [ G l ( b )- G l ( a )]. 

—般来说，当 GU) 采用 w 个不同的函数（只要满足 Cauchy 定理 
的条件），便可得到含 n 个中值的 n-1 个等式. 

☆例 3.2.28 设 / U) 在 [fl,6] 上连续， （ fl ,6) 内可导 （0<a 
<6)，/(^0¥/(6),证明：3$,7€(“6)使得 

= /( ly ). * (1) 

(华中师范大学，吉林工业大学） 

证（用（ 6-幻乘以 （1) 式两端，知 ）（1) 式等价于 

qn ( b - a ) = q ^ (b2 - 八 ⑵ 

为证此式，只要取 F(:r) = /(：r), 取 G (: r) = a: 和 x 2 在 U,6] 上分 
别应用 Cauchy 中值定理，则知 

/( 6 ) — / U ) = =^.(6 — a ) = ^ l ( 6 2 - a 2 ), 

1 2 7 

其中 $， (a , 6 ). 

☆例 3.2.29 设 /( x ) 在 [ a , 6 ] 上连续，在 （ a , 6 ) 内可微， 0 < 
a < 6 • 证明：在 （ q ， 6 ) 内存在 x x , x 2 ，: r 3 使得 


• 227 - 


2 x x 4 jc 2 b - a 

(四川大学） 

提示 （1) 式可改写成 

l^(b 2 -a 2 ) = ^^(b*-a 4 ) = ^^(\nb--lna). 

4 JTj 1 

工 3 

b . 作为函数与导数的关系 

要点由 Cauchy 中值定理可知，荐 F (: r ), GU ) 在某区间 J 
内可导，则使得 

在…之间). 

即 Cauchy 中值公式给出了函数差分比与导数比的一种关系.利用 
尽在心与 《 r 2 之间，我们能解不少问题（虽然 f 在^、:^之间什么 
位置不能肯定） ： 

作为一个典型例子，我们来看 g 型 L ’ Hospital 法则的证明. 


☆例 3.2.30 设 / U )， g U ) 在 U ,6> 内可微，且 Vo : GU , 
6) ， 〆 （：》:)今0,当 x — a + 时 且 lim + = A (有限 

数，或⑺）•则 lim A . 

分析已知 lim = A ，因此保持取应用 

X—a * S ' 

Cauchy 中值定理，然后令 Xi — ，知函数差分比 ■ 



剩 T 的问题在于根据 g ( x ) oo 9 ( x ^ 时），由差分比 


/( 工卜 /(,!) 今 

g ( x ) - g { x x ) 


細皆 A (当 


x~^a + 时）. 
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事实上 /( I ) 可以改写成 

因此 


fUL f ( x )_ fU') i g ( X{ )\ fU x ) 
^( x ) - g ( x ,)\ gTx ) / g ( x ) • 
1° 若 A = 有限数.由 （2) 可得 

发 “) \g(j=) ^g(^i) 八 1 gTxT / 


⑵ 


， / (j：|)- Ag(x,) 

gU ) 


⑶ 


保持 gCiCx "令 X ,— 〆 ，则 Ve >0, 3 8 X >0,使当 a < x < x 1 
<cz +& 时，有 




-A 


< 


e 


T . 


再将固定，令 X 继续趋向 (2 ••据容（ X )- ^00( 当 + 时），知 
彐 S > 0 ( S < x l 一 a ), 使得 a < x <8 


于是由 （3) 


g (工、 ) 

Y ( x ) 


<1， 


f ( x x ) - Ag ( x { ) 
g (^) 


< 


e 

y 


/(x) 

7^1 


一 A 


< 


/(■^) - /(, i ) 
g (工）- g ( a ： i ) 

fU x )- Ag { x x ) 
~ g ( x ) 


g ( 


X 




兮 .2 十 


=e 


2° 若八= 00,则工充分接近 0 ♦时， （ x )%0 并且对 M 
3各>0,当 a < x < x x <a + 8 

'>1 Ucecx,), 


=1 


f { x ) - f { x v ) 


/ ⑺ 

g ^ x )- g { Xl ) 


g ( e ) 


从而 \ f ^)'- f { x i )\>\ g { x )- g { x l )\'^\ g { x ) \ - \ g ( x x )\^ 
+ «>( 当 Xl 固定令 JT — a + 时）.可见 
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I/( j :) |-^ + 00 , /(I)— 00 (当 


0 时）. 

gU ) 


由此可利用 1° 中结果，由 lim = 0 得出 lim 


= 0, 从而 


lim 


/(x)_ 


mu — 7 - v 一 ™ • 

⑴ 

注 1° 这里是的情况， o :-， 的情况以及 
x -_ oo 的情况亦有类似的结论和证法.由，及 
结论，可知 x — a 时结论也成立. 


，的 


2°本例虽称为 ：型的 L ’ Hospital 法则，实际上对于 


fix) 

g ( x ) 


，并不一定要求分子 /(x) 


— OO .这一点与 i 型的 L ' Hospital 法则不同. 

关于 L * Hospital 法则的应用请见§ 3. 

* 例 3.2.31 设 /( x ) 在 （- oo , + oo ) 上连续可导，且 

sup | / / ( x ) I < + oo # 

-«» < x < + OO 

证明 sup I xe^ z J \ x ) I < + oo . 

- ^>< X < + 00 

(北京大学）. 

注，任意函数 F ( or ), 条件 sup | F ( x)|<+oo 等价于 

-w<_r< ♦ «> 

FU ) 在 （- oo , +心）上有界•因此问题等价于已知函数 e -’/ k ) 
有界，证明 • red / U ) 有界. 

证因为 ^” 2 /( x ) 在卜 1,1] 上连续，所以在[- 1,1] 上有 
界，剩下只要证明 （ l ，+ oo ), 与 （- Co , - D 上有界•以 （1 , + 为 
例进行证明 ，（-00,^) 的情况类似•设为任意数.则 

工/(工） 工 /( 工）-/⑴，/(I) 

2 一 ~2 ~ " t 一 ^~ 

〆 e J e J 

^ (工)- 1./ ⑴ + 1/0)1 

e x 一 e 
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= 十腿 （1<6< 工)， 

( e x y x= , e 

( 1 ) 

其中右端第一项 

( xf ( x)Y /I -r rt-w ^ 1 (芒) -/( o ) 

, 2- e /(f)l 十 T e H 

+ | ^ < yle - f V ( OI + yle - <2 /(7) l + y |^/(°) 
< yle" e2 /(^)l + yle _7 V (9 )l + yl /(0 )l ( 0 < V <$): (2) 

因 e ” 2 / U ) 有界，由 （1)、(2) 知 xe ” : / U ) 亦有界 • 

/ 练 3 3.2 

关于函数零值点（方程根）的存在唯一性 

☆3.2.1 若 / U ) 在 U ,6] 上连续，目. /(^) = /( A ) = 0,/ / ( a )-/ / (6)> 
0,证明 ：存在 U , 6)，使 /(?) = 0.( 哈尔滨工业大学,华中理工大学，华中 
师范大学） . 

提示 f 在 a ， b 同号 ☆在 ci 右侧3 a , 6左侧 3: r 2 ，使得 f { x x ), f { x 2 ) 
异号. 

再提示例如 /( a )>0, 即 lim △ £ ) ■ :/( 上 ) >0 ，则且与^充分 

x ° 

接近时有/(4)>/((2)=0.这时/(6)>0,类似3：1： 2 <6(与6充分接近） 
使得 / U 2 )</(6) = 0 •从而由连续介值性可得欲证之结论. 

☆3.2.2 设 a ，6， cr 为三个实数， 证明： 

方程 e x = ax 2 + fcr + c 的根不超三个•（浙江大学，武汉汽车工业大学） 

提示可用反证法. 

再提示否则 F ( ar ) = e x - ax 1 - bx - c 零点个数 X 反复使用 Rolle 
定理，可知广 ( x ) = 〆 应有一个零点.矛盾. 

3.2.3 设 /⑴与 g ( x ) 在 U ,6) 上可微， / U )^( x )\/(: r ) g (: r ) •证 
明： /( ar )=0 的两个根之间至少夹 g ( x ) = 0 的一根.（上海交通大学） 
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提示考虑辅助函数 

再提示若/的某二根 O ：, 之间无容之零点，则对函数在[4, 
or 2 ] 上应用 Rolle 定理可得出3 (: r , ，: r 2 ), 使 /(6) gU ).= (矛 


盾）. 

3.2.4 设 a 2 - 36<0,试证 : o : 3 + or 2 + fer + c =0仅有唯一实根 • 
*3.2.5 设 /(0：) = £ ； ^”〆 ），工 €(0, 十 oo). 

证明 ：函数 / U ) 在(0，+⑺）中恰有”个零点•（淸华大学） 

提示反复使用 Rolk 定理及例 3.2.1 之 结果. 

证《 = 1，2的情况明显，只需证明高阶的 情况. 

F I ( ar )=( e ' x x n ) ， = e ' x (- x ,1 + nx " M ),0, + « 为其零点•因而 F 2 ( x ) 
^( e ^ x x n y = e x { x n -2 ruc n ' x + n (n - 1 ) x " -2 ) 包括 0 和 + oo ，共有三个零 
点0< 〆 十 oo •如此递推下去，设有*个零点 0 <g 
〈… <‘ 2 < + oo , 下面来证：当 -1 时， RU ) 必有々+ 1个不同的零 
点0<心<4+ ~.事实上，利用 Leibniz 求导公式 


F ,( x )-( e * x x n ) U) = 2 0”) ( 卜 0 (，) (0 


== e x (( - lYx" + ( - l)* -1 + …+ n(n - 1) + … + (” 一 走 + l)or" 

(注意 k^：n - 1 时 ， n — 


可见 F * ( + <»)= 0,当即灸<«-1)时圮（0)二0，据 Rdle 定理及 
其推广形式（例3.2.1〉，每两个 h -,( o ：) 的零点之间，有 圮 （ x ) 的一个零点 
记作 式 ，故 F ,( x ) 有 0 < A < … <*■,< + oo 共々 + 1 个零点•因此 *=„- 


1时，共有 n 个不同零点（包括0和 + co ). 再用一次 Ro Ue 定理及例3.2.1，可 
知 

F ^ U ^ nC-DY + t - UHnCU-- 1 + …+ n !) 

在 (0, + oo ) 中恰有„个不同的零点. 

* 3.2.6 证明 He 6 MiueB-Laguerre 多项式 

L ” U ) = e : 基 r ( e _。 
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所有的根都为正的 • 

提示利用 上题. 

* 3.2.7 试证 ：4 e 6 wuieB - Hermite 多项式 

H ,( x ) = (- l )" e ^ 2 £ 7 ( e - r2 ) 

的所有根都是实数. 

提示类似上题， 

3.2.8 证明 ：当」 ^ + ^1+… + + 时，方程 

w + 1 n 2 

a ^ x n + a t x n ' 1 十…+ = 0 

在 (0,1) 内至少有一实根.（南京邮电大学） 

提示对函数 F ( x )^ £ ( a 0 t H ^ a Q t n ' 1 +…+ “，>山在[0，1]上应用 
Rolle 定理. 

☆3.2.9 设函数 / U ) 在 [ a , + oo ) 上连续，且 ： r> a 时， / U )> A >0 
( k 为常数），证 明：当 / U )<0 时方程 /( x ) = 0 在区间内有 
且只有一个根•（湘潭大学，西安交通大学，西安电子科技大学等） 

提示在 a，a - ] 上应用 Lagrange 公式知 

与 / U ) 异号 • 

☆3.2.10 设 / U ) 在（- oo , + oo ) 上具有二阶导数，且 / U )>0, 

又存在一点 A , 使 /(工。）<0,试证 

明 :方程 /(： C )=0 在（- 00 , + 00)上有且只有两个实根. （ 上海交通大学，浙 
江大学） 

提芣可证/(一00) = /( + 00) = + 00,从而由 / U o )<0 知有二根•又 
由 /( x )>0 可证只有二实根. 

再提示 /^ + 的） >0=>3 6>0,使/(6)>0.又： r >6 时 3 f :: r > e > 

M 使得 

/( x ) = /(6) + /( f )( o ：-6),{ H /( x )>0,/( x )^, 
/( x )^/(&) + /^(6 )(x - 6)-*- + «> (当 ： r —+ oo 时）. 

因此 /( + oo )= +oo •同样由 /(- oo ><0 亦可推出 /(- oo )= + oo . 
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此外， /'>03 / 严，，又因 /(-oo)<0，/(+ oo)>0=>3 唯一点 。使 

( <0， x < c 9 

得 f{x)\ =0, x = c, =>c 是 / 的最小点， /(cX/UoXO./ 在 （ _oo,d 

l >0, x>c 

和 U , + m ) 分别由+ «^\负，又由负夕+ °°，故 / 有且仅有二实根. 

推导新的中值形式 

☆3.2.11 设 /U) 在 [0，+ oo) 内可微，且满足不等式 
0</(x)<ln - 2 d VxG(0, + c«). 


试证明存在一点芒 € (0, +⑺），使得 /( f ) = • 

2f+1 Vi +r 

(北京大学） 

提示参考例 3.2.8. 

☆3.2.12 设函数 / U ) 在连续，在 U ,6) 内可微，且 / U )<0, 
/(6)<0,又有一点 c € U ， A ),/( r )>0 .证 明：存 在一点 $ e ( a ,6) 使得 /( f ) 
+ /( f ) = 0.( 西北大学） 

提示（函数 〆 的妙用）考虑辅助函数 
汽幻=^/(文），分别在 U , c ] 和 [ c , A ] 上二端点异号.再用连续函数介值性 
及 Rolle 定理. 


3.2.13 设 / U ) 在 [1 M ] 上连续，在 （0,1) 内可微•证明 ：存在 $6(0, 
1)，使得 /(6)/( l - e ) = / U)/(l - 6) •(华中理 X 大学） 

提示考虑辅助函数 F (:^ = /(1)/(1 - ： c ). 

3.2.14 假设函数 /( X .) 和 g ( ar ) 在上存在二阶导数，并且 g 〃（: r ) 


〜0,/(幻=/(6)=发（幻=^(6) = 0,试证 
1) 在开区间 （ a ,6) 内 g ( x ) ^0; 


2 ) ( 一 ) 内至少存在纖韻 = 雜 . 



(数学一) 


提示 1) 可用反证法，用 Rolle 定理推出/有零点，得出矛盾 .2) 借助 
辅助函数 FU ) = / U ) g z ( x ) - / U ) g (： r ). 

*3.2.15 设 / U ) 在 U ，6] 上非负且三阶可导，方程/(幻=： 0 ,在 （ a , 
6) 内有两个不同实根，证明存在使 ($)=0 •(华中师范大学） 
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提示/的二根之间有/的零点.因/>0,故/的零点也是/的极小点. 
根据 Fermat (费马）定理，其上导数也应为零.因而/有三个零点 .… 
☆3.2.16 (综合试题）设 /( or ) 在 （0,1) 上可微，且满足 

I 

/(l)-2| o 7 ar/(x)dx=0. (1) 

求 证:在 (0,1) 内至少有一点&使得 /(f)= 

(中国人民大学，重庆大学） 

提示证I用积分中值定理. 

证 n 用变动上限的积分. 

再提示证 I 使得于是式 

⑴表明 pxwsx/u) 有二等值点，故3托 （e"i>:ru)=/($) + 矿 （f) 
= 0 . 

证 I G(x)=^ o (/(I) 一^ X/))ck , 有0(0> = 6(+)=0,故36€ 

(0，+)使 6/(M = 0, 从而如证 I 3f(E U, ，1)••使得 

/(€) + 6 /( 6 ) = 0 . 

3.2.17 设 / U) 在 [ci,6] 上二阶可导，过点 AU ,/U )) 与 5(6, /( 6)) 
的直线与曲线 ：y = /(x) 相交于 CU，/(c)), 其中 <2<^<6.证明：在（^6)中 
至少存在一点 f, 使尸($) = 0(华中师范大学）. 

提不 A、B、C 二点共线，在[«2“]，[( > ，6]上分别应用 Lagrange 公式， 
可知3: | ,々 ：0 <1 1 < < ：<1 2 <6使得/ / (工 | ) = /( >2：2 )(弦 AC，CB 的 
斜率）. ^ 

☆3.2.18 设函数 / U) 在 闭区间 [ a , 6] 上连续，在开区间 （ a ，6) 上二阶 
可微，并且 /( a ) = /(6), 证明 ：若存 在一点 <( fl ,6)， 使得 /(c)>/U), 则 
必存在三点 f，7，C€(a，6), 使得 /U)>0，/(7)<0,/(()<0.( 吉林大 
学，北京师范大学，国防科技大学） 

提示因/(0>/(幻=/(6)，曲线尸/(1>在[ 0 ,(；]，[0,6]上，弦的 
斜率异号•可在两段上分别应用 Lagrange 公式. 

3.2.19 函数 /( x) 在 [0,；r] 区间上的拉格朗日中值公式为 
/(x)-/(0) = /(fir)x, 其中0<0<1， 
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且没是与 / U ) 及 0 ：有关的量，对 /( x ) = arctan x , 求当：时沒的极限 
值•（武汉大学） 


提示 


r = 


x - arctan x 
x arctan x 


< f > 


☆3.2.20 设 /(or) 在 [1,2] 上连续，在 （1,2) 内可微. 

证明 ：存在 ？€(1，2)使得/(2)-/(1) = |$ 2 /($).(北京科技大学> 

提示 (参看例 3.2.26). ' 

T~T 

3.2.21 设/(：0在 U ，6] 上有三阶导数.试 证:必 存在点 6€( a ,6) 使得 


(郑州大学） 


提示参看例 3.2.27, 改写式（1)，用 Cauchy 中值定理. 


再提示第一次对 F ( x ) = /( x )-/( a )- i -( x - a )[/( a :)+ /(«)], 


和 G(x)= 一 ^(:一^ 2 ) 3 在 [ a ， x ] 上应用 Cauchy 中值公式. 

FU )— F ( i )- F (“） — r ( 7 ) 

UU)-GCaj . GTrj ) 


/ / ( 7 ) _ +[/ v ( 7 ) + */"( fl )]'"+(7 - «)/"( r /) 

-去 ( 7-《) 2 


= I g ^) = = 广 ⑺. （注 意此处用到此函数 F ( a ) 

= F ， (a)=G(a) = G / (a)=0.) 

3.2.22 / U ) 在 0,6] 上连续, /(： rM ( a , 6 ) 内存在，试 证： Vc : a<c 
<6,3托（《，6),使得 


提示将 （1) 式改写成 1 


(1) 


丄广 （ g )^ /(a)(c —》）+ /(； 6>(a-c〉+ /(c)(6 — c) 
2 ' (a - b ){ b - c){c - a ) 

然后类似上 IS ，反复利用 Cauchy 中值定理. 
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☆3.2.23 设 / U ) 在 U ,6] 上连续，在 U ,6) 内可微， A > fl >0, 证明： 
在 （ fl ，6) 内存在 A ，了 2 ,文3，使得 • 


lX\ 4 x 2 - b — a 

(四川大学） '.* 

提示参看例 3.2.28-29. 

再提示将式 （1) 改写成 

fib ) - f ( a ) - •(，(:」」 (厶 2 - a 2 ) - J 3 — ( b 4 - a 4 ) = ’ (广 3 ) (In 6 - In a ), 

z 工 1 4^2 1 

- ' 

了 3 

在 [ a ,6] 上，分别对 /( a :) 与: r 2 ;/(: r > 与 a : 4 ;/(: r ) 与 In x 应用 Cauchy 中值定 
理，以证明上式后三项分别等于第一项/(6) - / U ). 

3.2.24 设 /(•!*) 在区间上连续，在 6) 内可导，且或 
6<0).试 证: 


1) 彐 Xi ,* r 2 ,: r 3 € ( a ，6)，使得 

Lx i 3 x 3 

(南京航空航天大学） 

2) V n 6 11 L 3 Xi , x 2 »••• € ( a ，6), 使得 

/(：cj = (6 + a)^ X2 -+ 6 ” 2 a + … + W 2 

ZX2 rur n 

(1) 

提示将 （1) 等式诸量同时乘以 （6 - a )， 改写成 

1 ^ x 2 ru: H 

小结以上5题主要练习利用 Cauchy 中值定理推导新的中值 公式. 
微分中值定理的灵活应用 
3-2-25 设/( X )在有限区间 （ a ,6) 内可微，试 证： 

1) 若 /( x ) 在 U , 6) 内有界，则 ./( X ) 在 U ， 6) 内亦 有界； （北 京帅范 

大学） . • > 

2) 若 / U ) 在 （ fl , 6) 内无界，则 / U ) 在 U , 6) 内亦无界 .（华 东师范 

大学） ；： ^ " 
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提示 1) 3 M >0,| y v ( x )|^ M =^|/( x )|^|/( a )| + M (6- a ). 
*3.2.26 设 / 在 U ,6] 中任意两点都具有介 值性： 

V r :/(<:,)< r </( c 2 )，3 c 在 c , , c 2 之间，使得 /( c ) = r •而且 / 在 （ a ,6) 内 
可导，1/(^)1<奴正常数） Vx €( a , M . 试证： / 在点 a 右连续（同理在办左 
连续）•（华东师范大学） 

注“用 I / U ) - /( a )| = |/( f )| li - al ” 是不对的！ 

证 Ve >0, 取5 =去,则^€(〜。+ 5)有|/(：|：)-/(^2)|<£.事实 

上若 |/(« r )-/( a )|< f 问題自明，否则由介值性条件必 3 x < U ,: r ) 使得 

I/UW ⑷ l<l/U)-/U，）| + \f(x)-J\a)\ 

<l/ / (6)(x-x / )| -f ^ + T = e， 

# 3-2.27 设 /(* r ) 是 （- oo , + oo ) 上的可微函数. 

若』' /( i ) 存在且有限，问是否必定存在？（云南大学） 

2) 如果1 〒/ U ) 与都存在且有限.那么必有 lirny ( x )^ 

0,试证明之•（云南大学，4尔滨工业大学等） 

sin x 2 ^ v n 
提示 1) 否•例如 /(_ r ) = j — ^~， 3 f 

0, 当 x = 0. 

2) 利用 Cauchy 收敛准则及中值定理. 

证 Ve >0 /( + 00〉存在々34>0，当 时， |/( x / )- / (/)| 

< T ' 

/( + ~)存在=>3厶>0,当 x ， , x "> A 2 W ,|/( x / )-/( x ")|<^-. 

令 △= m a x | A 1 ， A 2 |』lJ : r > △时，彐 6€ U,：r + l ) 使得 • 

1 / ⑺卜 l/(x + l)-/( x )|<y,^>x>A^A 2t 

3 - 2 * 28 设/(工）于( 0 ,1)内可微，且满足 l /(： r )|< l , 求证 
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存在 .（ 哈尔滨工业大学). 

提示 k (士 )-4 士)| = |，⑹关于於 

一致） 

☆3.2.29 设 /U) 在(0, + oo) 上连续，在(0, + oo) 内可微,/(0) = 0 ,试证 

1) 若 /U ) 单调增加，则 = 在 ( 0 , + TO) 内单调增加 .（ 同济大 

学，武汉水利电力大学，成都科技大学等） 

2) 若 /(:r) 单 调递减 ，则:^在(0, + «0内单调递减 .（ 中国科学院） 


提示 （1) ，(小 + [/⑴ - 八 J ) ;’ (0) ]=+[/ U ) 一/ ⑺] >0. 

3.2.30 设 / U ) 在 [ a ,6] 上连续，且 U ,6> 内可微 ，若存在极限 
，则右导数/ + (a) 存在且等于 Z •(北京大学 ，湖北 大学） 

提示 f \( a )= lim ^ X lZ f a {a) = lim / U ) = /( a +0) = Z . 

x-*a 

由此可见 / 在 U，6] 上连续，在 （ fl ,6) 可微，只要 / U +0)、/(6-0) 存 
在，则/在 u , a ] 上可 m.. 

☆3.2 : 31 设 /( x )= ^ 1 ’ ’证明 ：不存 在一个函数以/为其导 

1 ， x = 0. 

函数 .（ 中国科 学院〉 

提示若3 发使 〆 =/則 

1 = /(0)= 〆(()）= g ' ± (0) =，(0 士0> = 0矛盾. 

3-2-32 证明：若 /(0) 存在（有限），则 


/(2/»)-2/(0) + f (- 2 h )_ 


=广(0)•(北京师范大学） 


提示可对 FU> = /(2x)-2/ ⑻ + /(-2:r),GU> = 4:r 2 在[0，：]上 
应用 Cauchy 微分中值定理(一次）•注意 ，/•(()) 存在意味着在工 =() 的邻域里 
/U) 存在:•但题目中未假定在 ：r = 0 的邻域里有二阶导数，因此用了一次 


Cauchy 微分中值定理之后，不能用第二次•剩下的问題可用导数定义解决 


H 念題 



«3.2.33将上題结果推广到一般情况，即若 /■>(()) 存在（有限），则 
(n 是自然数） 5 
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lim 


y; c： ( ~ 1 广、 (o).( 北京师范大学 ) 


《3.2.34 ( Schwarz 定理）若 /( x ) 在|>，6]上连续， /(* r ) 的广义二阶导数 
广 ]( 工 ) = lim /(>r+ 2/Q -2f(x) f(x -2h) 

存在，且恒为零. 试证： 

/(x ) = ox ■» ( a ,6 为常数）. 

提示 可先证明函数 FU ) = /( T )- g U ) + i ?( x - fl )(6-： r ) 与常数 
R 同号.其中 gU ) 是联接点 U ,/ U )) 与点（6,/(6))的一次函数，/?是不为 
零的任意常数. 

※，^多设 / U ) 在 U ，6] 上连续，/(幻</(6),又设对一切 x ^( a 9 

6 ) , hm H _ r _ ^7 ) 存在，用只 U ) 表示这一极限值•试证 ：存在 

u ,6), 使得 gU )>0.( 南开大学） 

(注意题 H 未假定导数存在） 


☆ §3.3 Taylor 公式 


本节主要讨论带 Lagrange 余项与带 Peano 余项的 . Taylor 公 
式在解题中的若干应用. 

要点 1 。 ( Taylor 公式）若广 》 U ) 在 U , 6 ] 上连续， 
广+ "(0：)在（心6)内存在，则\^,0：。€[^,6],3^在0：与 I 。 之 
间，使得下式成立 

/(X) = /(: 0 ) + /"(XoKi - X。）+ …+ （工 0 )(工 - x 0 )” 

： + K 工）， (1) 

其中 R „( x ) = -^ ^ ^ 〆 ” + " (?)(工-工。)"”为 Lagrange 余项. 

若 /( x ) 在 x D 处有 n 阶导数 /^( x 。）， 则在 ； r 。 邻域内 Taylor 
公式<1.)成立，其中 . 

R n ( x ) = o((x - x 0 ) n ) (当 ， 
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为 Peano 余项. . ‘ 

2° 若把 & 看成定点， x 看成动点，则 （1) 式通过定点>处的 
函数值/( X 。）及导数值 / U 。）， …， /“ U 。） 表达动点 I 处的函 
数值 /(: r ). 当问题涉及2阶以上的导数时，通常可考虑用 Taylor 
公式求解.这里关键在于选取函数/,点 x 。， 展开的阶次 n ， 以及 
余项形式.根据需要， a :。 一般应选在有特点的地方，例如使某 
/ ，> ( x 0 )=0 的地方等. 

一、 证明中值公式 

例 3.3.1 设 / U ) 在 [ a ,6] 上三次可导，试证： 3 c € U ,6)， 

使得 

/(6) = /( a )- f /(^)(6- a ) + ^ r ( c )(6- a ) 3 . (1) 

证（待定常数法） 0 设々为使下式成立的 实数： 

/( 6 ) - /(a ) - /^ ^ 办 )(6 - a) - ^k(b - a) 3 =0. (2) 

这时，我们的问题归为证明 ： 3 c € U ,6), 使得 

k = r(c). ( 3 ) 

令幺（工）=/(工） _ /( a ) - a ) - g(_r - a ) 3 •⑷ 

则 g(a) = g(b) = 0. 

根据 Rolle 定理 ，3 $€ U ,6), 使得 g /( e )=0, 由⑷式 ，即: 

/ ⑺- /(爭)-/ (宁•⑸ 

这是关于6的方程，注意到/⑺在点处的 Taybi ^ 式： 

，⑺(屮)+，(中广⑺(空) 2 ， 
- ( 6 ). 


①参看例 3 . 2 . 9 . 
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其中.比较(5〉、(6)可得式 (3) .证毕. 

☆例 3.3.2 设 / U ) 在 U ,&] 上有二阶导数.试证： 
U ,6)， 使得 

| /( x)dx = (6 - a )/| a - ^ b I + ^/"( c )(6 - a ) 3 . (1) 

(西安电子科技大学，西安理工大学，东北大学） 

证 I 对函数 F ( x )= f /(/) ck 利用上例结果，或重复上例 
的证明即得. 

证 I 将函数 F ( x )= |/( Odr 在点处按 Taybr 
公式展开，记 / i =¥, 则 

F ( x 。 + /*) = FU 。） + /( aM + 士/(工。)/1 2 +, 
F ( x 0 - h ) = F ( x 0 )- f ( x 0 ) h ^^ r ( x 0 ) h 2 -^ f ( v ) h 3 9 

其中•于是 

J f(x)dx =F(x 0 + /i)-F(xo-/i) 

( 2 ) 

注意到导函数的介值性，3 c € U , 6)，使得 

代入 (2) 即得欲证的式 （1). 

注例 3.3.1 亦可用此法证明. 

泰 

证夏 记 I 。 = a 2 &，在 Taylor 展开式 

/( x )=/( x 0 )+/ / ( x 0 )( x - x 0 ) + y /( f )( x - X 0 ) 2 

• 242 • 



两端，同时取 U ，6] 上的积分.注意右端第二项积分为 0 •第三项的 
积分，由于导数有介值性，第一积分中值定理成立： 3 c € U ，6)， 
使得 

/ y (^)(x - x 0 ) 2 dx =/ ， ( c ) (x - x 0 ) 2 dx 

a a 

因此 （1) 式成立. 

二、用 Taylor 公式证明不等式 

☆例 3.3.3 设 / U ) 在 U ,6] 上二次可微, / UX 0 .试 证: 

n 

V flgx , <: c 2 <〜< > r lf <6, 々••>(), 2 <=1, 有 

i = 1 

/(S ^.)> 2] kj { Xi ). 

(哈尔滨工业大学，北技大学） ’•！ 

n 

证取工。=，，将/(々）在尤=工。处展开 

1-1 

/( 工 ,)=/( 工。)+ /"( IoMx • - x 。) + - x Q ) 2 

</( x 0 ) + / ( x 0 )( x , - x 0 ) ( = 1,2, …， w ). 

以怂乘此式两端，然后 n 个不等式相加，注意$； ^ = 1, 

«-i • 

w n 

1] (工 •-工 o ) = 2 走 A - 工0 = 0， 

•】1 t*l 

得 2 ^/(^.)</(^ o )=/( 2 k i x i )- 

例 3.3.4 设 /( x ) 有二阶导数， * 

/( x)^-^-[/(x - h ) + f{x ^ h )]. (1) 

试证 f ( x )> 0 . (北京师范大学） 
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证 f ( x ± h ) = f { x )± f ( x)h + ^- f ( x ) h 2 + o ( h 2 ). 

二式相加，并除以 A 2 , 注意 （1)， 有 

令/ ^-0 取极限得 f ( x )> 0 . 

三 、用 Taylor 公 式作导数的中值估计 


例 3.3.5 设 / U) 二次可微， 

2,试证X - 16. , : 

证 n 因在[0，1]上连续，有最大、最小值.又因 max/(x) 

• 、 0< x<l 

= 2,/(0) = /(1)=0,故最大值在(0,1)内部达到.所以3： 1 ：。€(0, 
1) 使得 

于是 /(x G ) 为极大值•由 Fermat 定理，有 

/(x 0 ) =0. 

在 x = I。处按 Tayloi •公式展开， 3$, 7 G(0,1) 使得： 

0 = /(0) = /( 々 ）+ \f{ 6)(0-x o ) 2 =2 + 1/( f W , 


0 =/( l ) = /( x 0 ) H - l /( ? )( l - a ； 0 ) 

= 2 + lr ( ? )( l - x 0 ) 2 . 


因此, 


々 / (iXmin W) ,/’( 7) I = min - 去 ， - 


mi 

0 <x 


而 Xn G 


7 . 


[士， 1] 时， min - 




(1 一 工0) 


(1 一 工 0 ) 


一 16, 


x«] 时， min 


I = - A^- 16 , 
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所以 ^min /^( o :)^-16. 

读者试 证:若 / U )^7 o , l ] 上有二阶导数, /(0) = /( l )=0, 

0^/ ( : ) = - 1 ，则。，/ ( 工)> 8 ，。㈣ ( 工)<士 • 

☆例 3.3.6 若/(0：)在[一6]上有二阶导数,/( 0 ) = /(6) 
= 0,试证 ：3$€ U ，6), 使得 

( 1 ) 

证 I 应用 Taylor 公式，将分别在 a ，6 点展开，注 
意 3 f, 7:a < v <b 使得 

/( 宇卜 / ⑴ 4 mW ) 2 ，, ⑵ 

/ ( £ T ^) =/(6) + T -^ ( 7)(^ y ^) 2 - ⑶ 

⑶-⑵得 /( b )-/( a ) + ±[ r ( rf )- r ( O ](6- a )^0. 

故 m ⑴ 1 4( I (?) I " H /'( 7 ) I )< I /•⑺ I . ' 

其中 

?，当 1，(？）1>1/，(7)|时， 

7, 当 1广（（）1<1八 7 )1 时. 

证 I 若 / U ) = /(6) 问题自明•设 f ( a )< f ( b )( f ( a )> 
/( 幻类似 可证）.记 c .=^ i .. , 

r 若 /( C )> Z ^/ ⑴ (此时 2[/( c )_;( a )]> /( 6)_ 
/ U )), 由 （2) 式可知 "* ! ^ 

1/(6)—/U)| =/(6)-/( a )<2[/U)r /(a)] 

* ⑴(¥) 2 ...广… 
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2 。 若 /(c)< /U) ^ /( H ，类似可由⑶式推出 


4 




证皿（采用辅助函数)设/(幻</(6)，= \ 
r 若/ (c) > ^ ( ---2— — ，作辅助函数 


F(x) = f(x) -^r(x - 


y lk = 4 Ab)-fM 


w/ r - {b - aY 
(只要证明 3 U,6) 使得 r($)>0 即可）•因 F ， (a)=0, 

F( c > = /( c > _ 4 , /<^ . ) ； . /( _ -) 


2 4 

-/(a) = F(a) 9 


2 


所以 0<F(c) - FU) = +K ⑷ (d) 2 (66U,c» •: 

故广 (6)>0.8 卩 l/Xe)!>/X?)^ = 7ir ^Tl/(6)-/(a)|. 

Kb - a ) 

2’ 若 /(c )<=^|^， 可作 


F(x) = /(x)-fA(x-6) 2 , 

类似可证. 

(本题还可写出一些别的证法.也可不用 Taylor 公式）读者试 
用本例结果 证明： 若火车从起点到终点共走了 Z 秒钟，行驶了 s 

米,则途中必有一个时刻，其加速度的绝对值不低于#米/秒 2 . 


四、关于界的估计 


☆例 3.3.7 设 /U) 在 [0,1] 上有二阶导数， 0<x<l 时 
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|/0)|<1，|/，（了）1<2.试证：当0<0：<1 时， |/(尤）|<3 •(南 
京航空航天大学） 

证 /(l) = /(x) + / ， (x)(l- x) + - x ) 1 , 

/(O) =/(x)+/"(x)(-x) + y/'C 7]、 （- JC、 2 ， 

所以 


/(!)"■ /( O ) = /^( ar ) + )(1 - j ：) 2 - ”) x 2 ， 


i/u) 151/(1 ) 丨十 i/( 0 )i + ^ir ⑺丨 （ ii) 2 


^ ^\ r ( rj )\ x 2 

^2 + (1 - 工) 2 + x 2 ^2 +1 = 3. 

例 3.3.8 设 / U ) 在 [0,1] 上具有二阶连续导数，且满足 
/(1) = /(0)及|/(1)|<妨（：1：€[0,1]). 

试证: 对一切工 €[0,1] 有 |/(« r )|<¥.( 上海师范大学） 

提示与上例类似展开. 

*例3.3.9设 / U )(- oo < ar < + oo ) 为二次可微函数 
M k = sup 1 广）（ 0 ：) 1 < + ~ U =0,2). 

试证： M x = sup 1/ / (工）|< + °°，且、 

- »<««：<♦ » 

Mj <2 M 0 M 2 . 

/ Q > ( x ) 表示 /( x ) •(北京大学） • 

证 I /(x + *) = /( x ) + /( x)/ l + l /( e )/ i 2 U 在 o ： 与 
x + h 之间）， 

fix - h )^ f { x )- f { x ) h + ^ f { rj ) h 2 ( 7 在 x — /i 与工 
之间）， 
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二式相减 


f(x + h )- fU - h ) = 2 f ( xU +^[ fU )- f ( r ^]， 

即 2 /( x ) h = f(x + h )- f ( x - h )-^-[ f (^)- f( v )] t 
所以 2|/( x ) U <|/( o；-f A )| + |/( x - / i )| 

+ yA 2 (ir(^)l + ir(7)l)<2M 0 + A 2 M 2 , ⑴ 

即 M 2 h 2 - 2 \/( x)\h +2 M 0 >0 对一切 A 成立 • 

故判别式 l /( x )| 2 -2 M 0 Af 2 <0, 

即 l / / (2) l 2 <2 M c Af 2 对一切 i 成立. • 

所以 W = _巧」/(1)1< + oo , 且 mJ <2 M 0 M 2 . 

证 I (1) 式可改写成 

1/(1)|<孕 + ^?， V / j >0, ⑵ 

^ M 0 hM 2 1 , . 

而1.1 = 了％。“ 2 为常数•所以 （2) 式右端作为 A 的函数 

时，当令 = 岑 i 取最小令 A = 代人得 

l/(x)|</2M 0 M 2 , Vx€( 一 OO , + oo ) ，： ： 

所以 Mf <2 M 0 M 2 . 

例 3.3. 10设函数/(：|：)在（ - oo , 十 00 ) 上有三阶导数，并且 

(⑴和广^在卜⑺’ +…上有界-证明^⑴和 尸⑺也在 
(- oo ，+ oo ) 上有界 

证 /(x + /,) = /( X ) +/(x)yi+ | r(x)A2+ ^ ru)A 3 


取*=±1 得 + + + + ⑷， 

瓤 • I 

• •: * 

nx-\)=fu)-f{x)+^.fu)-^r{v)- 


( 1 ) 

⑵ 



⑴-⑵得 /(x + i )-/( x - i )=2/( x ) + l [/"( e ) + /"( v )]. 

所以 2|/( x )|<2 M 0 + yM 3 , Vxe (- oo , + oo ) 

( M k = sup |/° ( x ) I 9 k =0^3). 

. -•»< x< + w 

同理 （1) + (2) 得 

I / '( x ) |<4 M 0 + yM 3 ( V xG ( - 00 t + °°))- 
故 / u ),/ u ) 有界. 

五、 求无 穷远处的极限 

Taylor 公式在求极限里有广泛应用，在第一章讲极限时已作 
了介绍，请见例 1 . 2 . 12.这里只作适当补充. 

☆例 3.3. 11设函数 p ( x ) 在 [0, + oo ) 上二次连续可微，如 

果 lim 9(工）存在，且 〆 （工）在[0, + °°)上有界•试证 •• lim ^( x ) 

+ 00 + 00 

= 0 •(吉林大学，北京理工大学） 

证 要证明 lim 9 ' U )= 0 , 即要 证明： Ve >0, 3 A >0, 当 

尤一 + oo 

• r > △时 |^/( 0 ：)|<€.利用 Taylor 公式 ，V /i >0, 

+ h) = <p(x) + <p / (x)h ^ 七平 "(e)h 2 ， 

即 < p \ x ) = ^ h ) - tp { x )] 一去 〆 ⑺ A . (1) 

记•因 史 "有界，所以 3 M >0, 使得 I 
( Vx > a ) •故由 （1) 知 

\(p / (x)\ I <p(x + fc) - AI + IA - <p(x)\ ) + +M/i 2 • (2) 

Ve >0, 首先可取/ ^0 充分小，使得士鳩 2 <音.然后将 A 固定. 
因 lim 史 （ x ) = A , 所以彐 △>(), 当 o :> △时 

♦ oo 
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j {\( p { x ^ h )- A \ + lA - ( p ( x )\)<- j . 

从而由 （2) 式即得 = 

*例 3.3.12 设 /( ： r) 至少有々阶导数，且对某个实数^^有 
limx a f ( x )= 0 J \ imx e / k ) ( x )= 0 9 . ⑴ 

试证: jLy 。 广 D =0 , f = 0， l ，2，...， 々，广 D 表示 f { x ). 

证根据已知条件（1)，要证明把//、工） =0 ,只要把 

广 )( 工)写成 八 I )与•/ "0(1) 的线性组合即可.应用 Taylor 公式 

/(•T + =/(:)+ w /( 工) 十 + … 

+ ^/ H > U ) + g 广 )( ^， 

其中 1<匕 <^；+ w ， w = 1 ,2, … ，务， （ 2 ) 

^是关于 / U )，//( x ) ，…， /<卜1) (：1：) 的线性 方程组，其系数行列 
式为 


(其中后-行列式是著 ㈣ Vande _2 ㈣ /它_为 lf 

2! …以一 1 )!)•故从方程组 (2) 可把 / Xr )， r (: O ，…，/卜 ” （x； i 
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写成 / U + m)u = l ,2, …， 是） 与广〉 （匕）（讲=1，2, —，务）的线 
性组合.至此，我们只要证明 lim « r a /U + rn ) = limx a / k) (^ m )=0 

oo jr~^ 00 

(m = 1，2,…，灸）即可.事实上，设 ： r < t < : r +* 于是 

limo: tf / <,) ( 0 = lim(^)V/ 4) (/) 

x-*°° x-^o° \ t I 

=lim ( - V • lim r fl / 1 ' (o = 1 • 0 = 0. 

X -*°° \ t I /-»oo 

' (!=0，是） 

在此式中令 t = : c + m , i =0 和令 t = = 则得 

lim x a f( a: + m ) = lim x a ^ ) = 0 

(m = 1，2, …， *)• 

证毕. 

六、中值点的极限 
*例 3.3.13 设 

1) /(幻在彳^-匕力+幻内是^阶连续可微 函数； 此处 
S >0; 

2) 当々=2,3,… ， U -1) 时，有 /"( x 0 )=0 但是 /“（ a ：。） 

^0； 

3) 当0\ 时有 

f(X Q + h) - f(X Q ) 。“、、 /,' 

-^- = /(x 0 ^ h^e(h)) 9 '• (1) 

其中0<以/1)<1. 、 

证明 : lim ^(/ i ) = (西安电子科技大学） 

证我们要设法从 （1) 式中解出以/0•为此，我们将 （1) 式左 
边的/( X 。十 / z ) 及右端的 + •以/0)在: c D 处展开.注意条 

件 2), 知 36，^ e ( o , i ) 使得 
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/( x 0 + /i ) = /( x 0 ) + A / 7 ( x 0 ) + 〜广〉 (: r 0 + 9 x h), 

n 2 

/(x 0 ^-hd(h)) = /(x 0 )^ h ~ H'')'V w> (: c 0 + _ ⑷) • 

于是 （1) 式变成 

/ "( x 0 ) + + m 


=/ ( ^0 ) 
e(h )) 9 


( n - l)l 


/ <n) ( -♦- d 2 h 


从而 


6(h) = 


/ W> U + M ) 


n -f m \ x 0 ^ d 2 hd ( h )) 9 
因 d l 9 d 29 d U )6( o , i ), 利用 /”〉（： r ) 的连续性，由此可得 


例 3.3.14 设 


Y \ md(h ) = 

A -0 


71 


/(•r + A>=/(x) + /i/(«r) + ". + ^-/ < " ) (x + ^A) (0<^<1), 

n \ 

且广 + U (： r ) 〜 0,证明 


lim ^ = 

h ~^0 



提示 f (x + h ) = f ( x ) + hf ( x ) + …+ & 广 )（ 


h 


从而有 dh ^-^- 


U + l)! 
eh ) H )— h 




dh 


T / n + 1> ( x ) + o (^). 


七、函数方程中的应用 

例3.3，1 5 设 / U ) 在（- oo , + PO :) 内有连续三阶导数，且满 
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足 方程： 

fU + h ) = fU ) + hf(x + 0 hhQ < e < Ud 5 h 无关） •（ l ) 
试证: / U ) 是一次或二次函数. . 

证问题在于证明 ： /( x )= o 或 r ( x )= o . 为此将 （1) 式对 
a 求导，注意0与 a 无关.我们有 

f(x^h) = f(x^-dh)^dhf(x^dh). ( 2 ) 

从而 r ^ + h) - f，(x)+ /- ) ~ r(x + 9h) = OfU + dh ). 

令 A - H ) 取极限，得 


/"(:) 一 6 f{x) = Of {x){x) = 20 f (x). 


若八如由此知 ru — oju ) 为一次函数; 若卜 
出 


^ y (2) 式给 


此式两端同时对 ；！ 求导，减去//(I),除以 h ， 然后令 h 二 Q 敢极 
限，即得 r(x)=o,/(o ：) 为二次 函数. 、 

在一定条件下证明某函数 Hlr)“0 南尚^，鉍们^之为归零 
问题•因此上例实际上是•例 3，」2.18也是归零 
问题，下面让我们再看 一例. 

例 3.3.16 已知函数 /( x) 在区间 （-1,1) 内有二阶导数1且 

/(0) = /(0)=0jr(o ： )l<l/(x)| f IfMl. ( 1 ) 

试证： 3衣>0,使得（-5』)内 /(：c )_ •(武 汉大学赛题) 

'• 证 为了证明 /U) 在 o； = o 的邻域内恒为零•我们将 （ d 式 
右端的 /(* r ),/ U ) 在 x = 0 处按 Taylor 公式展开.注意到/⑻ 
=/(0)=0•我们有 • ••. 、: .. . 

/(x)=/(0) + /(0)x + £ii2a： 2 = lr(e)x 2 , 

f ( x ) = f( 0 ) r))x = f ( rj)x ： ' 

从而 l/(xM + |/( x )| = + LT ( i ?) x | •.⑵ 



今限制 lef — m , 则 |/( X )| + |/ U )| 在卜上连 续 

有界， 31。6 卜 +，+ ]， 使得 」 

\f(x 0 )\ + |/(x 0 )| = max I |/(j:)| + l/(x)| \=M. , 
我们只要证明 M = 0 即可.事实上 

m = \fu 0 )\ + i /( x 0 ) i — |ir(? 0 )^|-f i /( 7 o ) x 0 i 
<|( i / / ( f 0 )i + ir (7 o ) i ) 

< 去 ( I /"( fo ) I + I /( fo ) I + I /( 7o ) I + I /( 7o ) I ) 


即 0< Af <+ M •所以 Af = 0, 在 [ ■，去 ] 上 /( x ) s o ， ijE 毕 


八、 Taylor 展开的睢一性问羅 


☆例 3.3.17 设 /( x ) 有连续的々阶导数 ，六 x)Sx = x 。 

处有展 开式： ！ • 

^ • % * • * 

/ U ) = a。 + A (J ： -工 0 ) + (X - X 。) 2 + …+ 〜 (: C 一 X。 )” + 尺 ”( 文)， 


( 1 ) 

且余项 KU ) 满足 }m — JfyT . O , ( 2 ) 

f • 骓 _ 

则必有 a t = 亡/广。 ) U=0，l，2, …， ”）， (3) 

其中 /°>( x )=/( x ). 

证根据 Taylor 公式， / U ) 在 1 = J ；。 可展开成 

= 2 △./ 广 。 )( J 一 工 0 )' + o((x - x 0 ) n ). (4) 
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让 （1) 式与 (4) 式联立可得 


^ai(x - 工 0 广 + /?,(:) = 

1=0 

此式令取极限，得 〜=/(: r 。).. 两边消去首项，再同时除以 
U - ^)，然后令 I —* r 。 取极限，又得〜=/(:*:。）.继续这样下去 
则顺次可得式 (3).. 

注 r 该例具有重要理论意义.它表 明：不 论用何种途径、何 
种方式得到形如 （1) 式的展开式，只要余项满足条件2)，则此展开 
式的系数必是唯一确定的，它们是 (3) 式给出的 Tayly 系数。 

. 2°该结论々=0的情况自然也成立•由此可知，对#壬何多 

项式 P ( j ：) = a 。 +〜工+…+ a〆 ” 而言， 必有〜 (h 
☆例 3.3.18 设 PU ) 是 n 次多项式， 试证： 

⑴ 

则 "^2 u = 
令 /(x) = a 0 x + a , 皆 + … + a” ^rj ， 贝 1 J 

/ ii 0 ( x )^ p ( t ) ( x ) U =0， l ,2,.,.,， 开）. 

= ( 2 ) 
V ^， 将/'在: C 。 处展开，有 

/(:) = f(x 0 ) + J^tl^.?\ x - Xo y, 


(中山大学） 

证 I P(x) == a 0 + a, x + ••• + a n x n , 
0，1，2, …， 《)• 


^^M + o(U _ Xor) 


令 1 = 0 得 



fl 4 1 


o = /( O ) = f ( x 0 ) + 2 


(- ir /^ Uo ) 

tv 


注意： ^ 的任意性，不妨把 O ：。 改记为 X , 移项则得 

z ^ t * • 


令是 = «• - 1 心（ - \yf^ x) {x) 

~ ~ 'u + i)! : A 

• ^ # • 

因严… = P “） - D ^>(^) 

* = 0 . 






… U + 1)! '• 

与 ( 2 ) 比较，即得 a ). 

.证 E ( 1 ) 式两端均为《 + 1 次杀项式，只需证明(友+ 1 )次 
幂的系数相等即可 u = 0 , l ， 2 , …， 72 ). 、, 

左端是+ 1 次幂的系数为^ 


右端 A + 1 次幂的系数为 




3! 


I ) 4 


走！ 


U + 1)! 




k + 


T [1 - （1 - C ^+ C 2 …-… + (-1)… C ::|)] .‘ 




k 


故左=右，证毕。 


/ 


练习 3.3 


Taylor 公式及其应用 


3 . 3 . 1 求 f 包含？项的 Taylor 展开式 • （北京大学 >( e 2 — 2 = 


2 <r + x 2 - 去 _r 3 一 去： r 4 + -y-x 5 + o(x 5 )》 


提示 e " = S + ° ( 工 5) 中以 2 d 2 代人 ： r, 展 开括号 （ 2：r 

x 2 )*U = l ，2, …， 5), 合并同 类项. 
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☆3.3.2 设 / U ) 在无穷区间 Uw + oo ) 上可微分两次，并且 

= lim /(or) 存在且有限，试证 •.在 区间 U 。， + ⑺） 内至少有一点满足 

♦ 

/(0 = 0.(山东大学） 

提示若 / U ) 在 (: r e ，+ ⑺） 内变号，由导数的介值性 ( Darboux 定理，例 
3.2.24), 知3 $使 /'( e ) = 0.若 /( X ) 不变号（恒大于0,或恒小于 0), 必导致 

矛盾. • •.... 

例3 2 1 

再提示 /( + °°) = /(^0 +0) - —3 3 7^ (0, + °°)使得 / =0. 

若 / U ) 恒大于0,则/严，, I , > 7 时，有 / U ,〉>/( i ;) = 0 .从而 

/(•r) = /(ir, ) + /"( 々 ）（± • - x ,) 2 • 


>/(工1) + / / (工1)(尤一0： | )—十0>(当 x -^+ oo ), 

与 lim /(x) 存在且有限相矛盾.同理 /U) 恒小于0也不可能. 

3.3.3 设 /(x) 在[0, + oo) 上具有连续二阶导数，又设 /(t))>0 9 /(0) 

< o ，/ u )< oue [ o , + &)) •试证••在区间 ( orm ) 内至少有二个点 

6,使 /(f) = 0.( 厦门大学)：: ， 

提示利用 Taylor 公式，V z >0, 3托 （0,:r) 使 

/( x ) = /( 0 ) + /( 0 )t + ^^ x 2 . 

由此可知/在区间[0，-^^]两瑞点 异号. 

3.3.4 设 / U ) 在 j : 0 的邻域里存在四阶导数，且|/ 4> (: 试证： 
对于此邻域异于 《r。 的任何 x 均有 

ru) - 趾以。 y / ⑺ |咖 

其中〆与 x 关于 《r。 对称. 


提示利用 Taylor 公式,将 /U) 与 /(/) 在々处展开到三次项，余项 
利用 Lagrange 形式，然后代入待证不等式左边.注意 ：由于 x '与I关于、 Td 对 
称，含 U-：r D ) 的项及 （/n D ) 的项相互抵消，同理三次项也被 抵消. 

3 -3.5设 (1) /(x)、/(z> 在 U,6] 上 连续; ⑵ /U) 在 U,6) 内 存在; 
⑶ f ( a ) = /(6) = 0;(4) 在 U,6) 内存在点 G 使 /(c) >0•求 证:在 （a,6) 内 
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存在 e , 使 / u )<0.( 四川联合大学） 

提示 由条件（3)、 （4) 知最大值必在 （L 6) 内，设为 To , 
则 / U o ) = 0 (Fermat 定理）， / U 0 )>0. 

再提示由/(6> = /<々）+ ^^(6-0： 0 > 2 ，任（0：。,6)，即得/^)<0. 

☆3.3.6 设 /( or ) 在[0，1]上二阶可导，/(0) = /(1) = 0,。2^/(1)= 
-1, 求证： maxr (: r )>8.( 华中师范大学，期南大学京师范大学） 

0<x<l 

提示参考例 3.3.5. 

3.3.7 设函数 /( x ) 在区间 [0,1] 上有二阶导数，且当 0< x < l 时，隹 
有 l /( x ) Ka ，|/ U ) K 6 •证 明：当 0<1<1 时，|/(1)|<2(2 + |.(数学 
一） 

提示参考例 3.3.7. 

☆3.3.8 设 / U ) 在 [0,1] 上二次可微 ， ir (« r ) KM (0<: r < l ),， M > 
0./(0) = /(1) = /( + ) = 0•证明 ：|/(： r )|.<：^(0<« r < l ).( 华中理工大学） 

注与例 3.3.8 比较，由于增加了/( + ) = 0的条件，结论里的 |/( x )| 

<誓，改进为 l /( x )| 〈咢. 

提示可分别在 [0,+ ,1] 上应用例 3.3.7 的 证法. 

再提示设之€[0, + ],則 

0 = /(0) = /(x) + /(x)(0-x) + =^(0-x) 2 f ( 1 ) 

0 = /(-^)-/(x) + /(x)(i--x) + ^i^(i--x) 2 . (2) 

⑵-⑴得 l /( x )| = |/( v )( i -- x ) 2 - r (,) x 2 | 

<M[(i--x) 2 +x 2 KM [(+ - x )4-x] 2 =M<W 

类似可证 o ： e [ j , l ] 的情况. 
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*3.3.9 


设函数 /(: r ), g ( x ),/> U ) 有连续二阶导数，试求 




/U) 

f(x + h ) 

/U + 2 M 


g (^) 
g{x + h ) 
g(x + 2/ i ) 


p ( x ) 

p{x + A) 

p(x + 2 fe ) 


(华中师范大学) 


提示 /(x + A )=/( x ) + /( x)A + ^^/ l 2 ™/ o +/, A +/2 A 2 , 

f{x + 2h)^f{x)^/(x)2h^ 空 4 ^ /0+/12；1 + / ， 


对尺，/>有类似展开，代人原行列式，化简，提取公因子，利用乘法分 K 律进行 
分解.将极限符号引人行列式内. 

再提示将原式里的行列式记为 H , 则 


fo 


go 


H= fo^fih^f 2 h 2 g 0 ^gih^g 2 h 2 
/ 0 +/,2/ l +/ 3 A 2 g 0 + g t 2 h + gi h 2 


Pq 

w 

/) 0 + />,/! + P 2 h 2 
Pa + Pi2h 、 p 3 h 2 


在第二行里分别减去第一行的对应元素，第三行也如此.然后提取公因数.得 


fo 

H =/ i 2 f'+hh 
2/, +/ 3 A 


茗 o 

心 + g 2& 
2 ^i + gjA 


Po 

P \^ Pih 
2 pi + 广3 A 



fo 

go 

Po 


fo 

go 

Po 


fo 

go 

Po 

(分解卜 2 A 3 

fi 

g2 

P2 

+ A 3 

/. 

Hi 

Pi 


fl 

g2 

P2 


/. 

gl 

P 、 


h 

g3 

Pi 


h 

^3 

Pi 


(为零的一项未写出〉 

注意这里= — + r ( x ) (当 / r ^ O 时 ）（6 介于； r 与 * r 十/*之 

间 h 

(当 A —0 时 ）（ f 2 在 or 与 : r + 2 A 之 间）. 


同理 A —+/ U )， 尽 3 —2/( jr )，/> 2 4+/ T (： r )， p 3 —2/ rU )( A 40 时）[容,， 
A 的中间点应记作 C ，％ (i = l ，2) 以区别于 ft(f = l ,2)]. 
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最后可知 


☆3.3,10 若要 1—0 时使为尽可能高阶的无穷小査，问数 

应取什么值？用 or 的幂函数写出此时的等价无穷小 • 

提示用 Taylor 公式展开到: r 3 次项. 

解 + o ( x 3 ), . 、 

+ 小 (a -咖 (自 ( w 0( /) : 

= l + ( a - A ) 2 (- + o ( x 3 ) , 

4-0 

• 瓤 

e 一 iTfcf - [l ~ ~ b)]x + + (a - b)b]x 2 ^ - ab 2 + )x 3 

+ o ( x 3 ). \ 

令 x 的一、二次项系数为零，解得 = |,6= - j . 此时 

e x - = 一 j^x 3 + o(x 3 ) - 去 : 3 ( 当 x— 0 时 ). 

囲念 JR 

※3•3• ll 设 / U ) 在闭区间 [ a ,6] 上二次可微， )=0. 

1) 试证存在 f € U ,6), 使得 

说明常数4是最好的（即对任何 M >4, 总可找一具体的 [ fl ,6]， 及其上满足条 

件的 / U ), 使对一切 f € U ,6), 都有 1/⑺ |< 71 J ^ 7 |/(6)-/ G )|). 

(6 - a) 

2 ) 如果再设 / U )# 常数，试证存在 V e ( a ， b ), 使 

1/ U ) 丨 >777^1/( & ) _/(«)!.( 南开大学） 

Ko - a) 


-% , , 

/V /IV /V 


-% • • • 
/tv /V /A 

bo 〆 *g 


二 -• • 
/V /V /V 

/ / / 


H 

IF 

imT 
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§3.4 不等式与凸函数 


不等式是数学分析中经常遇到而又比较困难的问题之一 •本 
节我们将用微分方法讨论不等式，以及与不等式密切相关的凸函 
数问题.在积分学里，我们将重新回到这些问题上来.请参看 
§ 4 . 3 , § 4 . 4 . 

☆— 、不等式 


a . 利用单调性证明不等式 

要点若 / U )>0( 或/( 1 )> 0 )，则时，有 f { x x ) 
</(^ 2 )(或/(0： 1 )</(：^)).由此可获得不等式. 


例 3.4.1 


证明 r ^ W ^ + 晶- 


证记 /( 幻 =r ^， 则 ，⑴ = rn^〉 0 ， /u) = r^ 

/• 

于是由 U + + m 知 

\a^ b\ ^ UI + IM — la I |6| 

1 十 |a + 6|^F+ |a| + |6| — 1 + U| + 丨6| I + Ta| + \b\ 

^ I a I \b\ 

^rn^T TTT6T- 

b . 利 用微分中值定理证明不等式 

要点 1° 若 /U) 在 u,6] 上连续，在内可‘，则 

/(x) = /(a) + / / (^)(x-a)(?G(a,6)). 

故当 /U )=0,U,6) 内 /(«r)>0 时，有 

f(x)>0 ( Vxe(a,6]). 、 

2° 在上述条件下，有 

= 其中 a<g<6. 
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因此，若 /，时 ，有 


) </(&)• 

以上原理，在证明不等式时经常采用. 

☆例 3.4.2 1) 证明 ： 0<1<1时，有 

x — — <21 na :. 
x 

，2)设 / U ) 在 （0, +⑺）上单调下降，可微，如果当 o ： e (0, 
+ 00) 时 ,0</( o :)<|/(: i :)| 成立，则当 0< X <1 时，必有 

: r/U)> 去 /( 士 ).( 北京大学） 

3) 证 明：当 s >0 时， 

r + 21 +…+ ' (武汉理工大学) 

证 1) 只需证明 /(： c ) 三 : c -丄 — 21 n:c <0,事实上， /( 1 ) = 

OC 

0，/ / (« r ) = l + 4 ~ — —~ ^-—^0 ，因 0< x<l 时,/ *( o :)<0. 

xx x 

注从证明看到，该不等式对于*2；>1,有 / u >>0 成立.若 
令工=/7,以上二不等式还可统一写成 

(当 *>0,41). 

这曾是一道国外 赛题. ， ： . ： f 

2) 目•标在于证明(0，1)内. ^ \ 

( •、 

/( 士） • /( + ) 

< 工 2 ,或 In j ^ j < lnx 2 = 2 \ nx . 

事实上，因有/ ^ 1 )= - ir ( x )|. 

/(I) ； ； 

ln 7Tfl = ln/( T )_ln/(x 士 - 工 ) ， 
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注意到 0</ u )< l /( o：)l = - — 1，| 一 工>0 
(当 0<« r < l 时），再利用 （1) 题结果知上式 <1 -丄 <2 i n X •证 

0C 


毕 . 1 

另证由0</<|/|= 一 /，f < — 1，-(111/)，>1，知 

1 I 

- (\nf(t)Ydt> P At. 

% X X 

即 In - >丄 - 工 > - 2 ln x = In x _ 2 • 

/( 士） 工 


从而 


^^>0：- 2 ,即 x /( x )>^/(^). 


/(亡) 

•A* 


3) 在 UM + 1] 上对函数 / U ) = / + 1 应用 Lagrange 公式 

U + ir + l -是 ,+ 1 = (5十1)$*, 

其中 6 <$<々 + 1 ,从而 k i < e <( k^\y u = o ， i ， 2〆 "）. 

由此 匕 1 gy 、 (⑴” u 二 o , i ，2,”.）， (1) 


其中左边的不等式里，令々 = 0,1,…， n , n 十1 个不等式相加即得 

S 々*<^ P . ⑵ 

(1) 式中右边不等式里，令个不等式相加即 
得 


j+i " 

7TT<S(^l) l = S^. 


联结 (2) 、 (3) 两式即为所求. 

c . 利用 Taylor 公 式证明不等式 


⑶ 


要点 若 /(X) 在 [ a ,6] 上有连续 n 阶导数，且 / U ) = 
/( a ) = 〜= :广 - i > ( a )==0 , 广 > (<r)>0 ( 当 x G ( a ,6) 时）•则 
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/( x ) = ^^(. x - a )->0 (当 * x € U ,6] 时 • 

利用此原理，可以证明一些不等式. 

☆例 3.4.3 求证 ^-, V : re (0,4) •(上海师范大 

x sm x \ Z / 

学) • .…， 〆 ‘ 

证原式等价于 / ( x ) = sin x • tan x - x 2 〉0 •因 "/( O ) = 

/(0) = /(0) = 0. • 

广（ x ) = sin j ：(5 sec 2 o : - 1) + 6 sin 3 a ： sec 4 a : >0 ， 


故 /( x )>0 (当卜， I ” •原式获证 .. 

练习试用此证法证明下章例 4.3.19 中的两个不等式. 

d . 用求极值的方法证明不等式 


要点 要证明 / U )># U ), 只要求函数 

• F(x)=f(x) - g(x) 
的极值，证明 min F ( x )^ 0 . 

这是证明不等式的基本方法. 

例 3.4.4 设 fl > ln 2 -l 为任一常数， 试证： 

• r 2 -2虹十1< 〆 （当 x >0 时） • 

证 问题是证明 


/( x )= e "- x 2 + 2 aa ：- l >0 (当 x >0 时）. 
因/(0)=0,所以只要证明 

/ / ( x )- e x -2 x + 2 a >0 (当文>0时）， • 
或 min /"( x ) >0. 

a>0 


令 

得唯一稳定点 
当 x < ln 2 时， 
当 x >! n ? B^ f 
所以 


/( x ) = eH 
x = In 2. , 


min /( x ) = /(ln 2)=2 — 21 n 2十 2 a 
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= 2(l-ln2) + 2a>0. 

证毕. 

☆例 3.4.5 设 n 为自然数，试证 •• 

e -，- * (当 r <« 时). 

(吉林工业大学） 

证 原式等价于 

故只要证明 1 

/⑴^ - [1- (1- + ) V ]>0 ( t<n 时)， 

f ， u )= v + e ， [( i -- k) m ,( * i)+ ( i_ fn 

故用 e 表示方程 2- e , ( l - + 厂 'O (1) 

的根.则极值的可疑点为 f = 0 ,f = e , 及 i = n .但/(0)=0， 

败专—卜 '(卜 |) v ] 

4-[卜屮― #)] (因式⑴） 

= ( 1- |) + 务(”-1)>0， 

f(n)= n - 1>0,/( - oo)= + oo. 

由此 / G )> i ^ iy(O = /(0) = 0 ( t<n 时）.问题证;毕. 

e . 利用单调极限证明不等式‘ . 

要点 4 若 x < 6时 ,/( a ：)/( 或严 /), 且 ： r ^6 -0 时 f ( x)-^A 
[以上条件今后简记作 / UVA (或 / U ) 严 / A ), 当 x -6 -0时] 
则 /( x)<A (当 z <6 时） 

魏 

[或 / U)<A (当 x <6 时）] • 
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对于递减或严格递减，也有类似结论.利用这一原理可以证明一些 
不等式. 

例 3.4.6 证明 ：:t >0, 时 

e * — ( 卜 + 卜 0 . 

(吉林工业大学） 

证当之=0或 f = 0； 时，不等式自明•只须证明： T>0,r<o:， 

的情况•为此，只须证明 ：r，+ ①时， /U) e (1 -全) > e_， 

即可.事 实上： 

r 当 *r>0，r 今 0,/< j： 时， 

[ln/(x)r = [ ln ( 1 ~rn x = [ xln ( 1_ 7)L 

= lnU_0 " lnx+ ^7 

(应用 Lagrange 公式） 

^ -r + t (当 0 <《<x 时， 0<x -/<6< o ：. 、 
一了 工 - t (当 £<0时，/ 

X - t x — r 


2° lim (l--^) X = lim l" f =e^. 

■ T ，+ Oo \ X I X-fOoL \ X ] 

故工/+00时，^-+厂 / ^'证毕. 

☆例 3.4.7 证明 ：集合 A 三 a \ Vx>0 t |l + -| 
有最小值,并求最小值〆北京师范大学） 

证1•不等式卜 + D X + °> e 等价于 U + a ) ln(l 


+ o 

>e 


>1 


Inf 1 


—x ( V x >0) 
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所以 KA , 等价于 《为/(工) 


-x U 〉0) 的上界•按 


确界的定义，即 


2°由例 3.4.2 可知 


in A = su ^ fix ) 


/(x) = 


K) 


x(l + x ) 


一 1>0, 


所以 /(* r )/. 


sup /( x ) = lim f { x ) 

jr>C) x-* + oo 


3 - / U ) = 


xln 




HI 1 士 。 (去卜 1 ] 

=+ + 0(1)- ►士 （当 oo 时) 


总之， A 有最小值 , min A = y . 

二、凸函数 

凸函数是一重要的概念•它在许多学科里有着重要的应用.在 
研究生入学试题中，也时有涉及.考虑目前多数教本的情况，本段 
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拟对凸函数最基木的内容作一概述.主要包括 ：凸函 数几种不同的 
定义及它们的 关系； 凸函数各种等价描述. 
a . 凸函数的几种定义以及它们的关系 
凸函数 有几种不同的 定义： 

^ ☆定义1设 / U ) 在区间 J 上有定义， / U ) 在/上称为是 
凸函数，当且 仅当： Vxi ,« r 2 GJ , VAe (0, l )， 有 

/( Ax , + (1 - A ) x 2 XA /( o : 1 ) + (1 - X ) f { x 2 ). ( A ) 

若 ( A ) 式中，“ < ”改成“<”，则是 f 甲凸函数的定义.若“ < ”改成 
”或“ >”，则分别是¥函数与 f _函数的定义.由于凸与凹是 
对偶的概念.对一个有#么结论 X 另1个亦有相应结论.今后，只 
对凸函数进行论述. 

几何意义设，因为 A €(0,1), 所以 

x = + (1- A ) x 2 < Ax 2 + (1 一 A ) x 2 = o ： 2 . 

同理可证•因此 xe ( x { ，* r 2 ) •且当 A 从 0 连续变化到 1 时 ，X 
也从 A 连续变化到: r , •我们联结 曲线 ; y = /( x )( x 6 J ) 上两点 

A(xi ,/(x, )),B(x 2 ,/(ar 2 )), 

作弦 AB (如图 3.4.1) .则 AB 的方程为 

f(x 2 ) x- x 2 

/( 工 1) 一 /( 工 2) 工1 一 工2 . 



图 3.4.1 
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.将此式的比值记为 A ， 则可得 AB 的参数方程： 

J：y = 又/(工1 ) + (1 - 义)/(工 2) ， 

[a: = + ( 1 — A) j： 2 - 

这表明，在点 x + (1 - A )* r 2 处，弦 AB 的髙度为 y = A/(a ) + 

(1- A )/ U 2 ) .可见，不等式 ( A ) 说明在 Uuh ) 内每点处，曲线 
.y = /(« r ) 的高度不超过弦 AB 的高度.换句话说，曲线在弦 AB 以 
下.对曲线上任意两点 A , B 都是如此.因此，凸函数意味着函数 
图形向下凸. 

现代数学多数采用这种定义.本书也一律采用此定义.除此定 
义之外，还有其他形式的定义. 

定义2 /( x ) 在区间 f 上有定义 ./ U ) 称为 J 上的凸函数, 
当且 仅当： /，有 

/( 中) ( B ) 

( B ) 式中“ 改为“ 〈” 便是严格凸的定义. 

定义3 /(0：)在区间 J 上有定义，/( X )称为是凸函数，当且 
仅当 V A ，* r 2 r w 6 有 


工 1 + 工 2 + …+ 工, )< /(工》 ) + / U 2 ) + …+ f ( x n ) ⑹ 

( C ) 式中“ < ”改为“<”便是严格凸的定义. 

定义4 / U ) 在区间/上有定义，当且仅当曲线^^/(幻的 
切线恒保持在曲线以下，则称 /(« r ) 为凸函数•若除切点之外，切 
线严格保持在曲线的下方，则称 /( x ) 为严格凸的. 

下面我们将要证明定义2、3是等价的•当 /(« r ) 连续时定义 
1，2,3等价，当 / U ) 处处可导时，定义1,2,3,4都等价（见定理4 
的推论 1). 

定理1定义2与定义3等价 • 

注定义3=>定义2明显•只要证明 ：定义 2 冷定义 3•应用通 
常的数学归纳法，有一定的困难•这里采用反向归纳法，其要点是： 
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(1) 证明命题对于自然数的某个子序列成立（本定理证明式 ( C ) 对 
于 n =2 l 々 = l ,2, …）皆成 立）； （2) 证明命题当 n = k + \^AL 
时，必然对 n = k 成立. 

证1°由式 ( B ) 知式 （ C ) 当《 =2时成立.现证 n =4 时式 （ C ) 
成立.事实上，由式 ( B )， 我们有 



〆/ (工 1) +/(工 2) + /(工 3) + /(工 4) 

~ 4 • 

此即式 （ C ) 对 n =4 成立.一般来说，对任一自然数々，重复上面方 
法，应用 ( B ) 式 A 次，可知 


" \ V I 、 2 k • 

这说明式 ( C ) 对一切皆成立. 

2° [证明式 （ C ) 对 《 = A + 1 成立时，必对 n 二 k 也成立]记 

a = 51 +十& ，则 •^十 &十…十 a = m ，所以， 
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我们得到 


+工 


by"。」./。〆 … + /(;) 




k I 、 k 

此式表示式 （ C ) 对 n = k 成立•证毕 • 

定理 2 若/(工）连续，则定义1,2,3等价 • 


证1° (定义1 々定义 2, 3) 在定义1中令 A = + , 则由式 ( A ) 


得 


Jl _ 2 X - j = /[Ax 1 + (1 - A)x 2 ]<A/(x, ) + (1 - A )/(x 2 ) 


f (^ i ) + / (工 2 ) 

2 


( Vx l 9 a : 2 ei ). 


此式表明 （ B ) 式成立.所以定义 1 蕴涵定义 2. 而定义2、3等价，故 
定义1也蕴涵定义 3. 

2° (定义2,3=>定义 1) .设4,0： 2 € J 为任意两点，为了证明 
式 ( A ) 对于任意实数 Ae (0， l ) 成立.我们先来证 明：式 （ A ) 当； I 为 

有理数 A = He (0, l )( m < n 为自然数）时成立.事 实上： 
n 


/[Ax 1 + (1-A)o ： 2 ] = / 


冲啡 2 ] 

• mx x + ( n - m )o：2 


m 
• n 




JZl . 


x 


+ 


工1 十 x 2 


X 


n 


，个 




/( 々 ) + ••• + /(^ 4 )+ f(x 2 ) + ••• + f(x 2 ) 


_ rnf(x x ) ^ (n - m)f(x 2 ) 


A /( x , 〉 + (1 - A )/( x 2 ). 
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A 为有理数的情况获证. 

若 A €(0，1) 为无理数，则3有理数 A w € (0,1)( w = 1,2,…) 
使得 — A (当 n — ⑺时）从而由 / U ) 的连续性， 

/ [ + (1 - A)x 2 ] = f\ + (1 - A n )x 2 ]\ 

If 一 oo 


二 lim /[ A n x l + (1 - A ”） J 2 ]. 

m-^OO 


对于有理数夂 6 (0,1)， 上面已证明有 


/ [^n^i + (1 - 又 ” ) + (1 - A n )f{x 2 ). 

此式中令 n - oo 取极限，联系上式，有 

/[Axi + (1 - A )x 2 ]^A/(x,) + (1 - A)/(x 2 ), 

即 （ A ) 式对任意无理数 A €(0,1) 也成立.这就证明了定义 2、3 蕴 
涵定义 1. 


注上述证明里看到从定义定义2、3无需连续性，定义 
?、3=>定义1才需要连续性.可见定义1强于定义2、3. 

b . 凸函数的等价描述 

定理3如图 3.4.2, 设/( I )在区间/上有定义，则以下条件 
等价（其中各不等式要求对任意 A 9 x 29 x 3 ei 9 x x < x 2 < x 3 保持 
成立 h 



i ) /( o ：) 在/上为凸 函数; 
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• f(x 2 ) - f{x x ) - f(x x ) ^ 

11 x 2 - x\ 、 工 3 - 工 1 


Hi ) 

^3 - ^1 


< /(尤3)- / (工 2) . 
尤 3 一工 2 


. 、 /(工2) 一 /( 工 1) 〆 / (工 3) — / (工 2). 

iv ) ~ • 5 

JC 1 一 工 1 工3 —了 2 

V) 曲线 y = f ( x ) 上三点 A ( x l 9 f ( x l )) 9 B ( x 29 f ( x 2 )) 9 
CU 3 ，/(* r 3 )) 所围的有向面积 


2 



工1 


工 2 


工3 


/( 工 1) 

f ( x 2 ) >0. 

/( 工 3) 


(对 于严格凸函数，有类似结论，只要将“<”改为“< ”即可 .） 


证1° (证明 i ) 与 ii ) 等价）.对 J 中任意々<0^，根据凸函数 
定义，条件 i ) 等价于 ： 

/ [ Ao *, (1 - A ) x 3 ]< A /( o : 1 ) + (1 - A )/(^ 3 ) - (1) 

另一方面，将条件 ii ) 中的不等式乘以 Cr 2 -： r ,), 移项变形，可知它 


等价于 


/( 工 2 )<^i/(x 3 )-f ) • ⑵ 

工3 工1 尤3 x \ 

可见， VaGG , ,：1： 3 ),令 A = t ~^•时，则、 

工3 一工1 / 


(1 一 A ) = 3 j ~- , Aj : 3 + (1 — A ) ar , 


工3 


^3-^1 


石3 —工2 
工 3 - X X 


^2 


从而由 （1) 可推到 (2) •反之 ，V AG (0,1), 若令 

x 2 = Ax 3 十 （1 一 A ) x , , 


则 



从而可由 （2) 推得 （1) •故 i ) 与 H ) 等价. 
2°类似可证 iii )、 iv ) 与 i ) 等价. 
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3° (证明 ii ) 与 v ) 等价）将 ii ) 中的不等式乘以 （ x 2 - 
并移项，可知 ii ) 中不等式等价于 

(工 3 - X 2 )f{x x ) + ( X ! - X 3 )/(:2) + ( 工2 - 工1)/(工3)>0， 

此即 

1 ^1 /(工1) 

1 0 C 2 /( x 2 ) >0. 

1工3 /(工3) 

推论1若 / U ) 在区间 J 上为凸函数，则 J 上任意三点:!：，< 

工2<工3有 

/(^2> - /(^ l )^/( j ：3) 一/(文2) 

. x 2 - x x 、 x 3 - x x 、 x \- x z 

(淸华大学） 

注对曲线7=,/(0：)上任意一弦 Ali , 若用*灿表示弦的 
斜率，那么此不等式的几何意义即为（如图 3.4.2) 

^ AB^^AC • 

推论2若 / U ) 为区间 f 上的凸函数，则 Vo ：#/, 过的 
弦的斜率 

' 心)=- / - ( ，丄: /( :0〉 

•T — Xo 

是工的增函数（若/为严格凸的，则 Hx ) 严，） . 

推论3若 /(* r ) 是区间 J 上的凸函数，则 J 上任意四点 
< W < T ； 有 

/⑴ _/“) < /( 幻 ） ~ f(u) 
t - 5 ^ V 一 U 

(若/为严格凸的，则“<”可改为 “<”）. 

推论4若 / U ) 是区间 J 上的凸函数，则对 J 的任一内点 X ， 
单侧导数 /+ U )， 广 （ x ) 皆存在，皆为增函数，且 

fAxX/Ax) (Vx^n. 
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这里/°表示 J 的全体内点组成之集合（若/为严格凸的，则 
/+(: r ) 与/为严格递增的). 

证 因 * r 为内点，故使得.从而（利 
用推论 2) 

/( 工1 ) - /( 工) < /( 尤 2) - /( 尤) 

Xi — X X 2 - X 

再由推论2所述，当 X , ，时， t 

f ( x x )- f { x ) ^ 

工1 -工 • 

故由单调有界原理知如下极限存在，且 

r.u)= am /(a)-/(:) < /(:2)-/u) 

Xi 〜- 工丨-工 工 2 -工 • 

同理，在此式中，令 x 2 \ x 时，可知/+ (1) 存在，且 

A ( x )< A ( x ). 

最后由推论3中的不等式里取相应的极限可知 /+( x ) 与 / Ax ) 
皆为增函数. . • 

推论 5若 /( j :) 在区间/上为凸的，则/在任一内点 J 。 
上连续. 

事实上由推论4知/； ( x ),/； ( x ) 存在，所以/在文处左、右 
都连续. ’ 

注将凸函数在区间端点的值改成较大的值时，仍能保持其 
凸性•因此推论 4、5 的结论对于区间的端点，一般不成立. 

定理 4设函数 / U ) 在区间 J 上有定义，则/(幻为凸函数 
的充要条件是： V 々€ /• ，3实数《，使得 V x G 厂有 

f ( x )^ a(x ^ x 0 ) + /( a ： 0 ). 

(必要性，中国科技大学） 、 

证 1 • (必要性）因 /( x ) 为凸函数，由上面刚得的推论 4 , 
知 \/0：。0°，/_(0：。）存在,且 
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• / UWUo ) ， T - U ). 

•r - * r 0 

由此,任取一 a > f . U 。）， 则 x < x 0 时有 ::; 

/( x )^ a(x ~ x 0 ) + /( x 0 ). 

同理，当取 a </ + ( a ：。） 时，则时有 

f ( x )^ a(x — x 0 ) + /(* r 0 ). 

因 /:(々）</+( x 。）, 所以对任一 (々）<«</； ( x 0 ), 

V xG J , 恒有 f ( x )^ a(x - x Q ) 十 /( x 0 ). 

2° (充分件）设 ^,<^<^3 是区间 J 上任意三点，由已知条 
件，对: r 2 存在 a , 使得 • 

/( a :)^ a(x - x 2 ) + /( x 2 ) ( V a :6 /). 

由此，令文二工丨和 ： r = x 3 可得 

/( x 3 ) -/(工2) ^) /(工 I ) - /( 工 2) 

工 3 - 工 2 ° x x - x 2 • 

据定理3,可知 / U ) 为凸的. ♦ 

推论 1设 / U ) 在区间 J 内部可导，则 / U ) 在 f 上为凸的， 
充要条 件是： >/0： 0 €厂有 • 

/( x )>/ / ( x 0 )(x - x 0 ) + /( x 0 ) ( Vx 6/). 

由此可见，若/(0：)可导，则凸函数的定义1、2、3、4等价. 

推论 2若 /( X ) 在区间/上为凸的，则 Vx Q € T ，在曲线： y 
= /(* r ) 上一点（* 2 ：。，/(： 1 ：。））可作一条直线 L 

L ： y = dc ( x - x 0 )^ f ( x 0 )y 
使曲线 y =/( x ) 位于直线 L 上方. 

若/为严格凸函数，则除点（々，/(々））之外曲线严格地在直 
线 L 的上方•这是著名分离性定理•直线 L 称为 y = /(« r ) 的支撑. 

☆定理 s 设 / U ) 在区间 f 上有导数，则/( X )在 I 上为凸 
函数的充要条件是/(：|：)，(0：6 J 时 ）：< 哈尔滨工业大 学）： 

证 r (充分性） V Xy 'sXi (不妨设 A G (0, 
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1) , i 2 x = Xx x 十 （ l _ A ): r 2 来证 

f ( x )= f [ Xx x + (1 - A ) x 2 ]< A /(. r ! ) + (1 - A )/(. r 2 ), 

或 /( x ) - A /( a：i ) - (1 - A )/( x 2 )^0 (1) 

注意 /( x ) = A /( x ) + ( l - A )/( x ), 

(1) 式等价于 

A [/(x) - /(x t ) 1 + (1 - A )[/(x) - /(x 2 )]^0. (2) 

应用 Lagrange 定理， 3 ^ 9 rj ： x { < ^< x < rj < x 2 ，使得 

A[/(x) ~/(xi)] + (1 - X)[f(x) - f(x 2 )] 

=w) (2 - 4) + (1 - X)f {rj){x - x 2 ). 

但 

x-x, = [Ax l + (l-A)x 2 ]-x l = (l-A)(a ： 2-a ： i), 
x - x 2 - [ Ao：! + (l-A)x 2 ]~x 2 = A(x l 一 x 2 ), 

故 (2) 式左端 

A [/(a:) - /(xi)] + (1 - A)[/(.r) ~ /(x 2 )] 

=A/ / (^)(l - A )(x 2 - X! ) + (1 - A)/^ 7 )A(x! - x 2 ) 

=A (1 - A)(x 2 - x, )[/(f) -/( 37)]. ( 3 ) 

按己知条件 /( x ) 夕 ，得知/ ($)</( 7 )•从而上式<0, （2) 式 
获证. . 

2° (必要性）据定理3的推论4, /； U ) 在 r 内为递增的.因 
/ U ) 存在，故 / u ) = /\ u ) 亦在 r 内为递增的•若/有右端点 
6，按已知条件/在6点有左导数， V : rer 易知 

同理，若 J 有左端点 a , 则 /( a )</ U ) •如此我们证 明了： /( X ) 
在 J 为递增的(不论 J 为有限无限,开或闭，或半开半闭）. 

☆推论若 /( x ) 在区间 f 上有二阶导数，则/(工）在/上为 
凸函数的充要条件是 




• 277 • 



(充分性，辽宁师范大学) 


从该定理上述证明过程中可以看出，若/(工）在区间 J 上可 
导，则 /( X ) 在 f 上为严格凸函数的充要条件是 / Cr ) 在 J 上严格 
递增.从而若 /(* r ) 在 J 上有二阶导数，则/为严格凸的充分条件 
是 //( xAO .等价的充要条 件是： r ( x )>0, 且在任何子区间上 
/ U )#0( 即曲线 y '/ U ) 的斜率/ V 且不含直线段）. 

定理6若 /( i ) 在 J 上有定义，则以下三条件 等价： 

i ) /(« r ) 在 J 上为凸 函数； 

ii ) V + <72 + … + 9” = 1 ， V A ， x 2 ，…， A 6 f , 有 

/Ui 工 i + ?2 乃 + … + XqiA^i ) + %/(x 2 ) + … + qj(x n ); 

iii ) V pi ^ O ( / = 1 ，2 ,…， n ) 不全为零 ， V ，: c 2 ， •••， x M 6 J 有 


/ >2 工 2 + … + Ar ^ \^ Pi /( j ： l )+ / > 2 /( 工 2) + … + PjU n ) 


\)=> n ) 用数学归纳法 . ii ) ㈡ iii ) 明显. 

以上全部结论，对于凹函数都有对偶结论，只要将函数值的不 
等式反向即得. 

c . 凸函数的性质及应用 
利用凸性，很容易获得一些不等式. 

☆例 3.4.8 设 x t >0 0 = 1,2,...,«)证明 




—+ —-f 


其中等号当且仅当 A 全部相等时成立. 

提示将不等式各部分同时取对数•这时左边的不等式可变 



从而由函数 fix ) = - In 0 ：在（0, + oo ) 上的（严格）凸性可得；右 
边的不等式可直接由= In 在（0, + oo ) 上的（严格）凹性 
可得. 

例 3.4.9 设函数 / U ) 在区间 J 为凸函数•试 证： / U ) 在 J 
的任一闭子区间上有界.（华中师范大学） 

证设 U ,6] CJ 为任一闭子区间 • 

1。（证明 / U ) 在 [ ci ，6] 上有上界） V : rG [ a ,6], 取；1 = 

Pe [0, l ]， 则 ：r = 从 + (1- A ) a •因/为凸函数，所以 

f { x ) = f[Xb + (1 - A ) a ]^ A /( fe ) + (1 - A )/( a ) 
< AM +(1^ A ) M = M , 

其中 M = max |/ U ),/(6)| •即 0,6] 上有上界 M . 

2° (证明 / U ) 在 U ,6] 上有下界）记^ = ¥为的中 
点.则 V : rG [ a ,6] 有关于 c 的对称点工/.因/为凸函数，所以 

/(c)<^ (j)+ 2 /(j/) <l/(.r) + 

从而 f ( x )^2 f ( c ) - M = m . 

即 m 为 / U ) 在 [ a ,6] 上的 下界. 

例 3.4.10 设 /( a :) 为区间 （ a ,6) 内的凸函数！ 试证: / U ) 在 
I 的任一内闭区间 [«,/?] C = U ,6) 上满足 Lipschitz 条件 • 

证要证明 /( x ) 在 [«, 以上满足 Lipschitz 条件，即要 证明: 
彐 L >0,使得 V h ， x 2 € [ a ，/3]有 

|/( x ,) -/( x 2 )|< L | x , - x 2 \ . (1) 

因为 [«^] C ( a ，6), 故可取 AX ) 充分小，使得 

[a - kh ] C：(a ,6). 

于是 VxHar / ta ：,/?], 若 取 x 3 = x 2 + A .根据 / 的凸 

性， 

/(尤2) -/ (工 i ) 〈 /“ 3 ) -/(• r 2 ) < M - m 

x 2 - x x x 3 — 工 2 h 
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(其中 M 9 ?? i 分别表示 /( x ) 在 [a - / i , 卢+ A ] 上的上、下界），从而 

/(^ 2 ) _ h T，1 \ X 2 _ -Tl I • ⑵ 

若 ar 2 < a ，可取心 = 了 2 _ A ，由 / 的凸性，有 

f(x 2 ) - /(x 3 ) < /(x l ) - f(x 2 ) 

• r 2 _ j 3 〜 x x - x 2 • 

从而 

/(工2) - /(A ) / /(工 3 ) -- m 
x , - x 2 工 2 一 x 3 h 

由此亦可推得 （2) 式成立. 

若4= ，则 （2) 式明显成立•这就证明了 （2) 式对一切 x ,， 
* r 2 € U ,/3] 皆成立.因此，（2)式当&与&交换位置也应成立，故 
有 

1/(:2 ) - /(工1 ) | — 1 X 2 - X { \ . 

令 L = M ^ i , 则 （1) 式获 证. 

注由本例可知•.若/( X )在 u ，6) 内为凸的，则/( I )在 （ a , 
6) 内连续.但注意端点的情况不一样 ：即令 /在 [ a , 6] 上为凸的, 
不能保证 a , 6处连续•因端点处 / U )，/(6) 改为更大的数不会改 
变凸性. 

例 3.4.11 设/(0) = 0,/ U ) 在 [0, +⑺）上为非负的严格凸 
函数， F ( x ) = ^^( a :>0 时）•试 证: /( x )， FU ) 为严格递增的. 

OC 

证因 / U ) 严格凸，/(0)=0,所以 

F ⑴一 /⑴ ― /⑴-/⑻ 
x x -0 

A 严格递增的. 

因为 / U ) 非负，所以 V x >0 有 /( x )^0 = /(0)•若某点： T , 
>0使得/(^^^(^则在⑺^一上有 / U ) 三0,与 / U ) 为严格凸 
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函数矛盾.所以， Vx >0, 有 / u )>0 .最后设 * r 2 > 

/(^ 2 ) -/(工 1 ) > /(々）-/⑻ __ f ( x x ) 

x 2 一工丨 x 丨一 0 x x 


〜>()，则 
>0， 


得知/( I )为严格递增的[当 xG [0, + oo ) 时]. 

例 3.4.12 设/(1)在|^,6]上二次可微.对|^，6]中每个 
: r ,/ U ) 与 /( a :) 同号或同时为零，又 /( x ) 在 [^6] 的任何子区 
间内不恒为零•试证 ：/ U )=0 在 U ,6) 内如果有根，则必唯一 • 
(广西师范大学） 


证（反证法）设 / U )=0 在 U ,6) 内有二相异实根 
€(^2,6)(不妨设0：1<： 1 ： 2 ).因为/(；|：>在[工 1 ,文 2 ]上连续，在[0： 1 , 
0： 2 ]上有最大、最小值，而/(：0=/(0： 2 )=0,所以最大、最小值至 
少有一个在内部达到（否则 /( i )=0 与已知条件 矛辱） •例如在芒 
€(^，1 2 )处有最大值/($)>0.根据连续函数局部保号性，必务 
在$的某个邻域 e , f + e )， 使得在 [； 上恒有 / u )>0 
(从而按已知条件， U 上/(0：)>0,/为凸函数），又因 f ( x { )^ 
/ U 2 )=0, 邻域1/可取得足够大，以致在 U 上 / U )#/ U ), 于 
是3 6€17使得 


0</(^)</(^). 

记关于$的对称点为，则 f 2 eU _ e ,$+ e )， 有 

o</(e 2 )</(e), . 

从而 ^ ' 

与凸性矛盾. 

对于(^,工 2 )内部达到负的最小值，可以类似 证明. 

例 3.4.13 设 / Cr ) 在区间 （ a , 6) 内为凸函数，并且有界.试 
证极限 lim /(« r > 与 lim /( x ) 存在. 

■r— x-^b~ 

证设工€(心6)时/(0：)<从,0；>々>々为 U ,&) 内任意 
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三点.根据 / U ) 的凸性，当: r ， 时 

f { x )~ f { x Q ) / 

•r 一 x 0 ' 

又因为 / ( xW W^ M-ZCxo) (Vx>;ri>;Co)> 

X _ <r 0 X 〗一工 0 

据单调有界原理,有极限 

\ rm f ( x ) ~ f ( xJ = A . 

从而 . ; 

lim fix ) = lim (x - x 0 ) 9 —~ ^ — + /( x 0 ) 

x-^b~ x-*b~ : T X 0 - 

= A (6- x 0 ) + /( x 0 ) 

亦存在.类似可证 lim / U ) 存在. 

♦ 

x^a 

关于凸函数的习题见本节习题 3.4. 19至 3.4.23. 关于凸函 
数的积分性质，见下章例 4.3.26 至例 4.3.30 以及习题 4.3.26 至 
习题 4.3.28. 

/ 练3 3.4 

3.4.1 1) 设6>^2> 6 ，证明 ： ^>“；（数学一） 

2) 比较 〆 与 〆 的大小•（复旦大学） 

提示⑴ ( g £ y <0= >!^£ v >¥>¥. 

3.4.2 设 0<6< fl ，证明•(兰州大学，四川大学， 
华中理工大学等） 


3.4.3 证明:2”彡1+ « 为自然数 ）.（ 北京邮电大学） 


提示只要证 f { x )^ 2 x -\- 


>0 (当 x > l ) •而 /( l ) = 0，/( x ) 


>0. 


3.4.4 设 / U ) 定义在 [0, c ] 上， / U ) 存在且单调下降,/(0)=0,请用 
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拉格朗日中值定理证明 ：对于 0 < a < b<a + ，恒有 /U + 6)</ U ) + 

/(6).( 复旦大学) 


提示原式等价于 /( m b . 


3.4.5 试 证：当 or >0 时， （ x 2 - DlmXor - l ) 2 •(数学 一) 

提示 时 ，（ x 2 - 1 ) In x - (X — I ) 2 = (x — I ) 2 


3.4.6 设在[0，1]上 r ( x )>0, 则/(0),/(1),/(1)-/(0)或 /( O )- 
/( I )的大小顺序是 （ ）（ 数学一） < B > 

( A ) /(1)>/(0)>/(1)-/(0) 

( B ) /(1)>/(1)-/(0)>/(0) 

( C ) /(1)-/(0)>/(1)>/(0) 

( D ) /(1)>/(0)~/(1)>/(0) 


提示 /^=>/( l )-/(0) = /( f ) 


</(1)， 


( 0 <?< 1 ). 


>/( 0 ) < 

3.4.7 已知在 or >- l 里定义的可微函数/(文）满足'/(工） 


/U)- 


x 


•J J : /(0&=0和/(0) = 1. 


1) 求 / U ); 2) 证明 ： /( x ) 在工>0满足 e ”</ U )< l . 


(大连理工大学) 


《一 5》 


提示 1) 将原式求导并与原式联立可得出 关于 : y = /(： T ) 的微分方程 


/ x + 2 A 

: y ^TU y = 0 ' 


2) 左边不等式可考虑 F ( x )=/( x )- e ^ " ，a，r= f 

1八当工 >0. 七 

3.4.8 已知工<0,求证:+ + 1 ^^ 1 1 1： ^<1.(中国地质大学） 

提示宜令 0 ：= 原式等价于 /( r ) = rln(l + 0 + ln(l + 0 - r >0, 

而 /(0) = /(0) = 0，尸“)=士>0. 

3.4.9 证明 U \6) •(国外赛题） 
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提示设 a <6, 只需证明 /( x )- e J - e fl - - a )<0, 而 f ( a ) 

= / U )=0，/' U )<0 ( 当 x>a 时）. . 

☆3.4.10 证明：对自然数 n ， 有 


提示左不等式由 (1 十去 )"/e S 明， 

右不等式等价于 ln(l + ^) + jl n ( 1 + 士) - 去> 0 .只要证/(^> = 
ln(l + a :) + orln ( 1 +去: r ) 一 ：>0,而 /(0) = /"(0)=0,/ r ( x )〉0( 当 x >0 


时） • 


3.4,11 * r > l , r > l ， 证明： 


x 


r >l+ r(x-l)H-yr(r-l)(^) 


提示对函数 =(1 十 U - l ) r 用 Taylor 公式至1次项，并用 
Lagrange 余项 • 

再提示 / = 1 + 广（之 一 l ) + + r ( f - l )^(* r - l ) 2 ( l < e < x )'. 

☆3.4.12 设奴: r ) 在[心6]内连续，在（^2,6)内二阶可导，且丨^(：1：)1 
>0( m 为常数），又 g ( fl > = g (6> = 0 •证明： rnh\\ g{x)\^^(b — a ) 2 • 


(北京师范大学） 

提示可以看出最大值必在内部某点达到，记此点为 z 。， 对/(6)(或 
/( a )) 在 x = x 0 处应用 Taylor 公式.注意丨容 (: r 。）1 = maxj ^( x )| . 

再提示 g(x)^= g(x 0 ) + g / (x 0 )(x - x n ) + - t 0 ) 2 9 


令：=^?或6得 0 =尽( 1 0 ) + 一 x 0 ) 2 • 

取离: r 。 较远的端点知 |客(以）1>+74)丨(^^) 2 >晋(61) 2 .此即欲 
证之式. 

* 3.4.13 证明 ) >cos 厂 ( o < l x I ^^ - )- 
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(国外赛题） 

提示宜将: r 3 单独作一项，如改形为： / U )= s 】 n 3 r(cos x )' 1 _ x 3 >0 

(可设0<1<|,因只需证明 x >0 的情况）. 

然后证 /( 0 ) = /( 0 ) = /( 0 ) = r ( 0 ) = 0 ,/ 4, ( x )> 0 . 

注意此题 il 箅虽很繁，但很典型.更能体现 Taylor 公式的 意义. 

小结以上各题主要练习用单调性、中值定理、 Taylor 公式证明不等式. 

☆3.4.14 设 0< j •〈: y < l 或1<文<^，则2>4.(中国科学院） 

^ x •. 

提示/ 原式 ㈡㈡ ^ i >：^ •因此只要证 /( x )=^zJ 
/,或 / u )>0. 

再提示/(1)= 工 111 工「 3 (1 — 1 ) ，只需证尽（1) = 1比：1：-(文一1)>0. 

xln x 

<0，当0：<1， 

但 g ( x )=^< 0,当 ：r = l , 故总 ( j ) 彡 min g (: r ) = g ( l ) = 0. 

>0,当 or > l . 

☆3.4.15 若/>>1,则对于 [0,1] 内任一： r 有 

〆 + (1 - :•(南京邮电大学） 

提示利用极值法. /( x ) = ? + (1 - a ： 广，问/^ = ? 

<0, X<y, 

= 0 ， X = ~Y $ /— = /(+) 

>0 ， X>y. 

☆3.4.16 设 n 为自然数 0< X <1, 证明： 

x ”（ l - x )< i •(江西师范大学） 
en 

提示 x )< max /= /(^j ) = (丄 + _ j _ 广 H 

再提示 g ( x )= (l + ) 9 g ' ( x )<0=> g ( n ) = + \ e ,=> 
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>6^ 


< 


«)■ 

☆3,4,17 设 0<: r < l ， 试证： 

(中国科学院） 

i - 1 

提示可求通项的最 大值. 

再提示 —: r > 21 , 令 /；( x ) = Lr - , ( l - x ) 2| - l ( l -3 x ) = 0, 

得 (0,1) 内唯一可疑点 I = +•<( + )>/• (()) = /• (1) = 0,故 

二 /‘( x ) = /,(+). 

☆3.4.18 求出使得下列不等式对所有自然数 n 都成立的最大的数 a 
及最小的数/?: 

( 1+ ir < e <( 1+ ip . 

(中国科学院，北京师范大学） 

提示见例 3.4.7. 

小结以上五题主要练习用极值方法证明不等式，以及用单调极限方法 
获得不等式 

凸函败 

3.4.19 证明：1)二凸函数之和仍为凸 函数； 

2) 二递增非负凸函数之积仍为凸函数. 

提示直接用定义1可得. 

2) 欲证 (/7)[； Lr , +( l - A ): r 2 ]< A (/. g )( x 1 ) + ( l - A )(/ 7 ) U 2 )， 

( 1 ) 

而 （1) 之左= /( Ao :, + (1 - A ) x 2 ) # g ( Aar , + (1 - A ) ar 2 ) 

^[ A/(xi ) + (l - A )/( x 2 )]*[ Ag ( x , ) + (1- A ) g ( x 2 )] 

= 又 2 /( 工 1 ) 幺 (Xl ) + (1 - ^) 2 f(^l)g(x 2 ) 

+ 入 （1 - A )[/(•!•, ) g ( x 2 ) +/( J ： 2 )《(：,）] (<(^^ 右). ⑵ 


再提示 （1) 之右 _(2) 之右 sAU - AU / U ,) - f { x 2 )] 

[^(xi) - g(x 2 )]^0\ 
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☆3.4.20 设 0< a < l ， a :,： y >0, 证明： 

+.(1 i )： y . (华中理工大学） 

提示 ： r = 0 或 ： y = 0 时结论自明，: r 、： v >0 时： 

原式 ㈡ aln x+(l — a)ln jy ^ ln[ar + (1 一 a )： y] ㈡ 

ln ; r 为凹函数.因 （ lna * r = ->^<0,利用定理5推论之对偶结论，结果自 

x 

明 •. 

3.4.21 设 / U ) 在 上连续，且 Vi ,、: r 2 6 U ,6]，0< A <1， 有 

/ [ Ax , + (1 - A ) x 2 ]^ A /( ) + (l — A )/(: r 2 ), 试证：对任何 T 6 (0, 6 - a ) 

必存在 x 0 6 ( a ， b ) ， 使 x 0 + T € [a ,6] , 

/(: 0 + T ) - f ( x 0 ) 一 f ( b )- f ( a ) … 

T b^a ~• ⑴ 

即在 U ，6] 上曲线 ;y = / U ) 有任意长度（不超过端点弦）平行端点弦的弦. 
(广西大学） 

提示/为凹函数，利用定理3的 （ ii )、（ iii ) 之对偶结论（注意凸函数改为 
凹函数时，不等号反向）可知函数 

g(x) = /( -f W ⑴ - 处 1 一 M 

(x + T ) - x b - a 

故由连续的介值性可得 ：3 a :。 满足 （1) 式. 

☆3.4.22 设 / U ) 在上满足/*(：|：)>0,试证 ： 对于[“6]上任意 
两个不同的点 I , , ar 2 有 

+ [/U,)"U 2 )]>/(^^i). (1) 

(陕西师范大学,天津大学等） ^ - 

提示广 U )>0=>/(: r ) 严凸 *=>(1) 式成立. 

或不妨设 x , < x 2 j 0 = — y -^ 2 ,h = x 2 - x 0 = x 0 - x l9 


>0, 当 : c = a 时， 
<0, 当: r =^6 -：T 时. 


则 / U ) = / U 0 ) + / U 0 )(- l 广 A + ^ r (?,) A 2 ( i . = l ，2)， 

二式相加可得 （1). 

3.4.23 设 /( x ) 是区间 J 上的严格凹函数， EP 

/(Ax 0 + (l-A)x I )>A/( J ： 0 ) + (l-A)/(x 1 ) 
Vxo , x ,€/, VA 6(0,1) 
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试证，若 / 有极大值 /( A ) ，则 /( I D ) 必为 / 在 / 上的严格最大值，即 Vo ： G 
/,有 / UK / U 。）. 因而/的极大值若有必唯一. 

提示可用反证法. 

再提示若3 A e J 使/(:,)>/(々），则 VAG (0，1) 有 
/( Ax 0 + (1 - 又）； )> A /( x 0 ) + (1 - A )/( x , )> f ( x 0 ) , 

于是在 z 。 的任意 S 邻域 L / U 。，^ 里 (0< S < U , -1。丨），只要令；1 : 1-义< 

. 名 取 j . = ^ Xq + (1 - a ) x , ,0 !j U(x 0 ,5) 但 

I ^ 1 I 

/(x) = /(Ax 0 + (i-A)^ 1 )>/(a*o) 

与 /( x 。） 为极大值矛盾. 

☆ §3.5 导鯉的综合应用 

一、极值问题 

要点函数 /( x ) 在某点： r 。 有极大（小）值，意指在 《 r Q 的某 
邻域里恒有 / U )>/ U Q )(/ U D )</(： r )). [将 >(<) 改为〉 
(<), 则称为严格极值]. 

求极值的方法 步骤： 

1) 求可疑点•可疑点包括 ： i ) 稳定点（亦称为驻点或逗留 
点，皆指一阶导数等于零的 点）； ii ) 导数不存在 的点； iii ) 区间端 
点. 

2) 对可疑点进行判断.基本方 法是： 
i ) 直接利用定义 判断； 

H ) 利用实际背景来判断 

iii ) 査看一阶导数的符号，当： r 从左向右穿越可疑点: r 。， 若 
/ U ) 的符号 

由“正”变为“负”，则 /( o : Q ) 为严格极大值， 

由“负”变为“正”，则/(心）为严格极 小值； 

• 288 • 



iv ) 若 /"(工 0 ) 


/( x ) 不变号 ，则 / U 。） 不是 极值. 

>0, •则 / U 。） 为严格极小值， 
<0，则 / U 。） 为严格极大值. 
v ) / k \ x 0 ) = Q U = l ,2, …，”-1),广 >( x 0 ) 今0， 

/”>(工。）>0为严格极小值, 


若 n 为偶数，则 / U 。） 为 极值: 


/^(：|：。）<0为严格极大值. 


若 n 为奇数，则/( X 。）不是极值 • . r 

所谓最值，指最大、最小值.它要求极值定义里的不等式在整 
个定义域里统统成立.也可以说最值是整体极值.相对而言，前面 
讲的极值是局部极值.显然内部最值必为极值，反之未必.求最值 
时，有时为了省事，在求出可疑点之后，不判断极大、极小，可将所 
有可疑点的值都拿来比较，其中最大、最小者就是整体最大、最小 
值. . 

例 3.5.1 讨论在指定点处函数 /(. or ) 的 极值： 

1) 若 lim 今) 二 尺>) =-1,在点工=“处；（数学 一) ‘ 

2) 若 /( O ) =0,/ U ) 在 x =0的某邻域内连续 ， lim 〆 (丄 

X-0 1 - cos X 

= 2,在 x = 0 处； （数学 一） 


3) 设 /(x) 有二阶连续导数，且 /(0)=0,lim^4^=l, 在 

x-0 I X I 

工= 0处•（数学：） 

提示利用极限之保号性及极值的定义，知 1) 中 / U ) 为极 
大值 ,2) 中/(0)为极小值. 

3 ) 3 5 > 0 , 在 17 。（ 0 , 占）内 ^^> 0 ,从而 / / (x)> 0 ,/(x) 

严八而/(0)=0,故 x 从左向右穿过0点时， /( x ) 由负变正, 
/(0)为/的极小值. £ 

例 3 . 5.2 求函数 /(x)= UU 2 - 1 )| 的极值以及[- 2 , 2 ] 
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上的最大、最小值. ）：•* 

解 /(x) = [5gn(x(x 2 -l))]*(x(x 2 -1)), 

./ U ) = hgnUU 2 - l ))3.(3 x 2 — l ) U _0，±1 时）. 

令 /’( x )=0, 得： r = 土专. 

r (^) = [sgn(x(x 2 - D)]| ^-6x[^= -273<0. 

故 / 在 4 处取极大值 • .. 

因/为偶函数，在处亦为极大值. 

当 1 = 0, 土 1 时，/(0) = /(1) = /(- 1)=0</( X )( Vx ), 故 
为最小值，自然也是极小值. 

/(2) = /(-2) = 6>/(x) ( Vx€[—2,2]), 故 f(x) 在 

[ -2,2]上最大值为6,最小值为 0. 

例 3. S .3 设 / U ) 是二阶连续可导的偶函数，且/(0)\0; 
问 o ： = 0 是否是极值点？为什么？（吉林大学） 

解 因 / U ) 为偶函数， / U ) 必为奇函数， 、 

由/(0)= — /(0)，知/(0)=0. 

于是 /( o :) = /(0) + i -/( e ) x 2 ($ 在0与 x 之 间）. （.1) 

又/(0)\0,据极限保号性，在 a ； =0的充分小的邻域里 /( x ) 
(从而尸（？））保持跟/(0)同号，故 . - 

>/(0),/(0)为极小值(当，(0)>0时）， 
f x) </(0),/(0)为极大值(当/(0)<0时) • 

注 r 类似可 证:若 / U ) 有连续的 n 阶导数， 

广 ) （文。） =0 认 =1 ， 2 广 . ， 7-1),/ ； °(0 ：。） \0 ，则 
i ) 当 n 为偶数时，/有极值 ： / ff > U Q )>0 肘 / U 。） 为极小 
值; /^(々 KO 时, /( x Q ) 为极大值. 
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ii ) 当 n 为奇数时，尤二工。处无 极值. 

※之。该例中，若将“/ ( 幻有二阶孝 f 导数”的条件放松为 
“/(X) 在 x=0 的某个邻域里可导， ▲亨 二阶导数”,其余条 
件不变，结论仍然成立.因为上面式 （1) 是带 Lagrange 余项的 Tay - 
lor 公式，若改用带 Peano 余项的 Taylor 公式： 

/(^) = /(0) + y/"(0)x 2 + o(x 2 ) 

‘ =/(0) +士[尸 (0) + o ( l )] x 2 , 

其中 0(1) 为无穷小景（当 or—O 时）.可见 [/(0) + o ( l )] 的符号完 
全由/'( 0 )决定（当： r 与。充分接近时）.从而后面的推理保持有 
效. 

同理注1°中“有毕_的 n 阶导数”的条件可以放松为“/在 I 。 
的某邻域里有 n - 1阶导数，在 x Q 点 f «阶导数”，其余条件不 
变，结论仍然成立. # 

3°注意上面1°、2°所述极值存在的条件都只是充分的，不是必 
要的！例如函数 


/( x ) = ** e / » 当工\0时， 

0, . 当 i = 0 时 

在 x =0 处各阶导数皆为 0( 见例 3.1.13), 在 x = 0 处并不满足上 
述条件，但 /( x ) 却明显在 o : = 0 处有极小值而且是最小值. 

☆例 3.5.4 证明 ：函数 


fix) - (吾一 l)ln x - In 2 + ln(l + a:) 

在 (0,1) 内只有一个零点•（北京大学） 


证 


令 / u ) = 




(1 


= o , 得 1 =号一 
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由 f ( x )< 


>0，当 |-1< x <1, 

= 0,当 : r = |-1,知工=号-1既是极小值点 


<0,当0<工<| - 

也是 (0,1) 内最小值点，故 

f -1)</(1- 0) = 0. 

吾-1，1)上 /(： r )>0，/ 严入 

/(0 + ) = + oo >0, 

0,吾-1)上/(1)<0,/严 


/( x ) 在卜,内有唯 

■一零点，无零 

点•故 / U ) 在 （0,1) 只有 
一个 零点. 


☆例 3.5.5 设 /( x ) = l -: c + + …+ (-1)”£1，证 

明 ：方程 /( x ) = 0 当”为奇数时，恰有一实根；当„为偶数时无 
实根•（昆明理工大学） 

证 /⑴= 2( - + 1, 

• -I 1 


ru ) = 2 (- dv - 

«=i 



当: dl ， 
当 z = - 1. 


r 当 n = 2 灸 + i 时， 

/(工)<0,/严\,1 -. 

又 /( — oo )= + OC , p / U ) 有唯一 实根. 

/( + oo ) = - oo J 

2。当 n =2 是时， 


>0，当 X >1， 

=0, 当 1 = 1，故 /( l ) = min /( x ). 
[<0, 当 i < l . R 
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I 


故 V * reR ,/ U )>/( l )>0 •/无 实根. 

☆例 3. S .6 已知小球半径为 r , 求其外切圆锥的最小体积. 
(华中师范大学） 

解 I 如图 3.5.1, 记圆锥底圆半径为 R ， 圆锥高为圆锥 
中轴线与母线夹角为 I 则 


= tan 沒 


1-- , 二- - 

办 V (h - r) 2 — r 2 V h 1 一 2rh 

故圆锥体积 V = yiri ? 2 -/ I =^-^ 7 . 

令 ( A ): =麟=。，得 ㈣ ， 

4 r . 0不合题意，故 A =4 r . V / = ^ • 


9 r 2 = 


r h 


h(h -4 r ) 
U -2 r ) 2 

为正，故 


在 / i =4 r •邻域里从左到右由负变 




87TT 


图 3.5. 


h 一 2r 


解1 


sin^ 


十 sing 
sin ^ 


R = h m tan 汐 


V = -^-n(htSLnd) 2 • h 


sin ^cos d 3 x(l - x) ’ 

令(^(^)) = o , 得4= + ,：«； 2 = - i ( 舍去），实际背景有最 
小值，只有一个可疑点.故 
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(这时 sin ^ = 

注求实际问题之极值 （1) 要明确目标 函数； （2) 必须选择 


恰当的自变量，使之能最简捷地表达目标函数. 


二、导数在几何中的应用（举例) 


例 3.5.7 求曲线 r :： y = x 2 - l (: c >0) 上的点 P , 作 r 的切 
线，与坐标轴交于 M ， N (如图3.5.2)， 

试求尸点坐标使 ^ OMN 的面积最小. 

(同济大学） 

解 PU ,： y ) 处切线为 [( x 2 - 1)' 

= 2x] 

Y = 2x(Z-x)^y. 

令 z = o 和 y = o 可得 


/v = (0, 厂 2x 2 ) ， M=(x- 垚 ,())• 



△ OAfW 之面积 S = 


T 


2x 


图 3.5 


丄 ). 

x 


令 得 x = >( 负值被舍去），实际背景知存在最小值，又 

只一个可疑点，故 


(此时 P=(jv5,_|)). 

☆例 3.5.8 求曲线在 f = 2 处的切线 

方程与法线方程•（中北大学） 

提示切线方程为 

y ~ (含) 2 (工-1(2)) + 3^(2)，得4工 + 3厂120=0， 
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法线方程为 




•r ⑵）+ ：y(2) ,得 3«r - 4：y + 6a = 0. 


例 3. S .9 求对数螺线0 = ^在点处切线的 
直角坐标方程. （数学一） 

. , [x = e^cos 0 

提示可先改写为参数式 j : 0 …, 

= e sin d 

于是 0 = f 处切线为 . 

H 吾 L / n ⑷卜⑷ ，最后 得工”一 ‘ 

例 3.5.10 设 /( or) 有连续二阶导数.已知曲线 c：y = f ( x ) 
在点 MU,/(:r)) 处之曲率圆 

(x - a ) 2 ^ (y - b ) 2 = R 2 (1) 

跟曲线 c 在 Af 点相切（圆心落于凹向的一侧），在 M 点该圆与曲 
线 c 有相等的一、二阶导数.试求 fl ，6,R 的表达式. 

解将: y 看成是 （1) 式所确定的 x 的函数.在 （1) 式两端问时 
对 x 求导，得 


y = 


y — b ’ 

(2) 式再对 :r 求导，得 1 + ：y /2 + (j - 6)3/〃 = 0, 


⑵ 


即 



(y ~ b ) 2 + (x - a ) 2 
( y - b ) 3 


⑶ 


简记 2=工-^，7 = 3^-6,注意到上面: /，/ 是曲率圆的导数 ，它 
们应跟曲线 c 的导数 /,r 相等. 

由 （2) 式得 Z= - y/(x). 


由 （3) 式得 


Z 2 + Y 2 
Y 3 


= -ru) 


联立解出 z,y, 
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最后得 a=x- /(1 ^/--,6 = y + l ~ Y -' 

r 2 = z 2 + y 2 = (1 y^- 2 --- 3 . 

例 3.5.11 求曲线 j = tanx 在点 ( j，1) 处的曲率圆 方程. 
(山东工业大学） 

提示 应 用上例的结果，算出 a ， b，R 代入 （1) 可得 

/ 兀一10\ 2 丄 / 9、 2 _125 * 

卜 _ 丁) + (^~4) = 16- 

三、导数的实际应用（举例 } 

例 3.5.12 某船从 B 点出发以均速 Z； 向东航行，观察者在 B 
点正南距离为 s 的 A 点进行观察，问视线跟随偏转到分别为多少 

度时,感觉:船速是 B 处船速的? 



图 3.5.3 

解观察者的感觉船速是视线的偏转速度•用0表示视线偏 
转角度， f 表示时间，则0是时间的函数. 

5 • tan0 - v m t. 
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求导知 ^ = _ cos 2 ^. 

感觉船速是起始时速度的I ， 即子 fcos 2 0, 

即 cos 2 0 = | ， cos0 = Y ，沒 = 30' 

类似可得当0 = 45°和60°时，感觉船速分别是起始时速度的•^和 
1 

T * • 

☆例 3.5.13 将长度为/的均匀细棒放入内空半径为 a 的 
半球面的杯中，已知 2 a </<4 a , 如不计摩擦力，问 什么状 况才是 
平衡位置？ 

解根据物理知识，均匀细棒的重心在中点，平衡位置重心最 
低. 

如图 3.5.4， AB 表示细棒， M 为其中心（即重心） . CD 为杯 
口直径 .ZCBD = 90°, 丄 CD . • 

设棒在杯内的部分 CB 之长度为 
. r . 于是问题化 为：当 工为多少时，棒的 
重心最低，即长度最大？记 A = 

£ M 之长度 J = ZDCB . 则 



4 a 2 - 2 x 2 + 

h' x = - 1 ' L • 

. 2 a V 4 a 2 - x 2 

令 <=0,在 / i >0 范围只有唯一解 
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8 W64"" a - 

因平衡点是客观存在•故可断言杯内长度为此数时重心最低，是平 
衡位置. 

% 

四、导数在求极限中的应用 


(见 §1.3 •六例 1.3.12-13) 

3.5 

3.5.1 试确定 a 、6、 (:使 ： y = jr 3 + or 2 + 6 j ： + c 在 : c = 1 处有拐点，在 x 

= 0处有极大值1•(无锡轻工业学院） ( a = -3, & = 0, c - l > 

提示 令:/ =0 ,y - 0 9 y =1, 

s * 1 x »0 x"0 

联立求解. 

3.5.2 设 F ( x ) = J e”cos rdf ， 

试求 F ( x ) 在 [0, tr ] 上的极大值与极小值.（北方交通大学） 

《 x = f 处取极大值？*( + ) = ^11，工= 0，；1：=兀处取极小值/^(0) = 0, 




☆3.5.3 作函数 /( x)=|x + 2| e _+ 图 .（ 淸华大学） 

解 /(一°°)= +«，0：<-2时，/(：|：)= -(x + 2) e "7, 

/(工）= - L T _ ( f 2 ^£+ - 2 ) < 0 , /( J :> 严、.，（工）；^ 凹向上 • 
有/(1)>0 = /(-2),故工= -2取最小值 0. 

口 （ _ .. 一 （ a: + 2)e _ : — 0 > 

/.(-2)^hrn — ^ r ， iy d 了， 

A (-2)= lim ^ 2 ) e ：T - 0==e ， 

一，：-（-2) 

故戈： -2 处导数不存在.曲线在此点与 * r 轴相交，但不相切 • 
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当: r >_2 时 /( x ) = ( o : + 2) e -7( x ~0)， 这时 

/ u Wm 0 , 


/严， (2-3 o :>,: r 〈夺时 / U ) >0,凹向上 ， x > +时 / U ) 
<0,曲线凹向下 ， o : = 4处有拐点. 

•r = 0 处，/(一0)= lim(x + 2) e'T = + oo •以上表明曲线在 [ 一 2,0) 从 

or—()• 

零单调上升（凹向上）趋向+ ~，以: y 轴为垂直渐近线. 

/( + 0) = lim (x + 2) e ~^ = 0,/( + °°) = + °°, 

i « m ^= = 且 

«r—♦«» X X 


lim [/(x) - j] = lim [(x + 2)e~^-x]= lim 

♦ 00 立一 ♦ °° x 一 ♦⑻ 

- =-^-lim ( 1+2t ) e ' —U^ 81 li m [2e- , -(l + 2f)e~ ， 3 = l, 
W 1 

因此曲线在 (0, + oo ) 内从 0 +单调上升（凹 向上） 至 x = 香携为 凹向下，继续 
上升趋向+ 0 O , 并以 ：y = : r + 1作为斜渐近线•总之该曲线的图像如图 3.5.5. 




图 3.5.5 
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注该题几乎概括了用导数作图的全部内容，还连带考査了极限.综合 
性很强，值得关注. 

如果函数还有奇、偶性或周期性，应充分利用，以减少工作量. 

3.5.4 写出下列函数的渐 近线： 


1 ) 曲线 .v = jsin 1 心 >0) •(数学 一） 


2) 曲线 


p (数学一） 


提示 1) 为偶函数，其图形关于 ： y 轴对称，只有水平渐近线 ： y = 


lim 


2) 为偶函数，其图形关于: V 轴对称，有一水平渐近线 ： y = l 和一竖直渐 


近线1 = 0 


因 lim 


丁 = 1 ，lim 


=>( 一4，一6;4). 


3.5.5 已知一直线切 曲线 ; y = 0.1. r 3 于 : r = 2, 且交此曲线于另一点，求 
此点坐标.（上海科技大学） 《（-4,-6.4)》 

提示切线： y =1.2 U -2) + 0.8, 
y = 0 Ax 3 

*3.5.6 试在一半径为 R 的半圆内作一面积最大的矩形 .（ 山东大学） 
提示设半圆： r 2 + ： y 2 = i ? 2 ( 3 /^ 0),S = 2 x W - x 2 , 令 S ；=0 =>x 

= h R ' y = h R ' 


或 S = +/? 2 S in20 ， 令 S; =0=^ = + ， 1= 士 /?, 尸為 /?. 最大面积矩 


Ti 


形 ABCD 为 


a {t r 4 r )' b {-y a r 'T r )' c (-t r ^)' d [y r ' 0 )- 

3. S .: 函数 / U ) 在卜 oo , t ⑺）内连续，其导函数 / U ) 的图像如囱 
3-5.6 所示，问函数 /U) 有几个极大、极小值点 .（数 学一） 

提示如图 3.5. 6,6, c 两点，导数左负、右正为极小值点， fl ,0 两点导 
数左正、右负为极大值点. 

- 300 - 



图 3.5.6 

3. S .8 设/(0：)是（ - oo , + oo ) 上定义的严格递增函数，尽（1)是某区间 
厂 t 的函数，: rA / 为内点（即3 5>0,使樾卩(0*。，5)(=/), 试证： 

1) 1 = 0•。为 Wo :) 的极大（极小）值点 ㈡ / UU )) 亦以 ^ = 为极大 
(极小)值点. 

2) 函数 k ( x ) 无 极值 ㈡ / UU )) 亦无极值./在 R 上严\有类似结论. 
提示因/严 / aU ) 与 /(g (: r )) 同增、同减用定义易证. 

3-5.9 设 gU ), 奴 t ) 是某区间 J 上的两函数 j (: r ) U (: r ), 且/^0, 
试 证：只 有如下两种可 能性： 

u 觀无极 值 ㈡ 尜 亦无极值: 

2) 韻 与 ㈡ 有相同的极*、极小值点- 

提示设 / U ) = 则 /( x ) = > o ,/ U ) 严八且 

忠 i : 忠卜 ，(觀)•然 后利用上题. 

3 5.10 证明：函数 = 在 （1,2) 内无极值, 

提示宜用对数导数方法求 导：对 l <: r <2，（ lnl /(: r )|) / = - i — + 

x - 1 

7T2'7TI + 2^ >0 * /(x)<0 * • 

故 r(x) = ^|^-/( x ) = ( ln |/( x )|) ， -/( x )< 0 . 
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所以 / 在 （1,2) 内无极值. 

3.5.11 设函数 /( o *) 在区间 J 上连续，且在 J 上无恒等于常数的子区 
间，若 /(* r ) 在 J 上既有，极大值又有极•小值，试 证： 其极大、极小值只可能交错 
地出现，并且每个极大值必比与之相邻的极小值大. 

提示可用反证法. 

设为相邻二极值点，由/的连续性在[4,0* 2 ]上必有最大、最小 
值.如最大或最小值在 U , ，: r 2 ) 内部达到，則得 
出矛盾. 

☆3.5.12 一个圆锥面如果沿某一母线剪 
开，展平，就会得到一个扇形如图 3.5.7 所示.反 
之，每个扇形可卷成圆锥面.问半径为 R 的扇形 
中心角多大时，卷成的圆锥面容积最大？ 

<|V^r> 

提不 2 nr = Ra , 

容积 V = i -, rr 2 • 

V ： =0, 



得 r =^ R t 




☆3.5.13 


求拥圆工 2 十 1 


在第一象限部分的切线，使它被坐标轴 


截下的线段最短. 


提示椭圆上点 U ，： y ) 处切线方程为 

y + (( Z , Y ) S 切线上的流动 点）. 

令 z = o ( 和令 y = o ), 可得切线在^轴（和 I 轴）上的截距. 
再提示截下的线段长为 



(其中 y =4 d - x 2 )). 
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取 /(>r) = / 2 = 4 m 作为目标函数，令/(1)=0,得 

X (I - X ) 

^.所求切线之方程为 

Z + yY =^/3. 



第四章 一 元函数积分学 


导读 §4.2 节针对数学院系学生，其余四节适合本书各类 
读者. 

本章讨论如下几方面 内容： 积分与极限，可积性，积分值的估 
计、积分不等式与定积分的若干综合性问题，若干著名的不等式， 
反常积分. 

§4.1 积 分与极限 


_、利用积分求极限 


要点定积分是积分和的极限，因此求某个表达式的极限，若 
能将表达式写成某可积函数的积分和（或 Darboux 和），那么极限 
就等于此函数的积分. 


例^求- 


(a, ^ 


一 1). 


解 


(r + 3。 + …十 （2/2 + 1)。）" 1 





这里把•自 (¥•)] 与 I ；(打鲁分别看成外 W 

与&(0 = /在[0,2]上的积分和，其分划是将 [0,2] n 等分 ，$,• 分 
别取小区间的中点与右端点. , . 

按定积分的定义，不一定要将区间72等分，只要最长的小区 
间长度趋于零即可.下面看一个非 n 等分的例子. . _ 
*例4.1.2求极限 

lim ( 6 " - 1 ) ^ b ; sin 6 2w * ( b > 1). 

^ i = 0 

解 

原式 =lim (sin ) ( b ~ - 6"). 

这里的和式，可看成函数 sin x 在 [1,6] 上按分划 

1 二 b : < b ; < b ; < …< b ; = b 

所作的积分和.其中 

Ax , = - 6•+为小区间 [^,6^] 的长度.最大区间长度 

A :0 ^A — max Ax . ^ b ( b ; - i )—0. 

l < i<n 

6 i = 6" , b ~^ ] 为小区间二端点的比例中项•因此 

原极限 = J sin xdx = cos 1 - cos b . 
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*例 4.1.3 证明 UmD (2 + cos i . 士)" =75. 

提示先取对数.积分可用分部积分法及变童替换 IT - 
求解 • 

二、积分的极限 


要点当极限的表达式里含有定积分时，我们把这种极限称 
为积分的极限•对这种极限，以前讨论的各种方法原则上都是适用 
的，所不同的，这里需要充分运用积分的各种特性和运算法则，有 
时也可转化为某函数的积分和或 Darboux 和的极限，从而转化为 
新的定积分. 

☆例 4.1.4 求极限 


1) (兰州大学) 

2) iim f — ^ 

”一 Jo 1 + t 




解 1) Ve >0 不妨设 0< e < 


T 


K 

0 ^ f 7 si: 
Jo 


xdx = 


\'\n n xdx 


II . 


;in"xdx 






ldx 


<(f - 音) S in "(| -音卜 

因 o< sin (f _ 音 ) <! ，‘以 (I ■- 音 ) sin ” ( 当 

打一 ~). 故 3N>0,n > N 时， ( f -音)如"(| - 音)< 皆. 


从而 
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上式〈+ +音原极限为 o . 


2) 因0< 


Jo 1 


do : ^ 


dx = 


0 ( n - 时）. 


所以 


!i. m Xr^r dx=0 - 




注该例十分典型，特别第 1) 小题，将区间分为两段：一段上 
函数有界，可将区间长度取得任意小，然后固定分点，另一段区间 
长度有限，函数一致趋向零，因而两段上的积分都任意小.整个积 
分趋 向零. _ : " 

练习 求证： 

IT 

1) lim f 7 (1 一 sinx)”dx = 0 ， g* a € (0,1). 

K 

2) lim [ 7 (1 - S i n x )” d : r =0.( 北京航空航天大学） .. 

n _* ♦ OftJ o 


3) lim f ^ d:r = l •(武汉大学) 


提示 3) 也可看成求证 ： lim 


( e r - l)dx = 0, 


☆例 4.1. S 设 / U ) 在 [0,1] 上连续，试 证： 


证 


h 


h 2 




/ 2 , 


其中 




h 


h 2 


dx 
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=/($)arctan 


x 

T 


0 


=/($)arctan ) 

h 飞 


h I = 


>/(0) j ( 当 A - kT 时）. 

1 h 
a 士 h 2 + x 


f(x)dx 


—)K 


h 


dx 


x 


(\f{x)\<M) 
(当 A — 0 + 时）. 

证 II (拟合法）因故极限值可改写为 


= M( arctan -r ~ arctan 


l /(0)= *L-rp^ (0)d - 


h 


A + x 


j[f(x) - /(0)]dx = 0. 


问题归结为 证明： 

lim 

h —0* 

但 •. 

_/(0)]dr = tC + J ^^ 4 ^[ /U) -，⑹]心， 

因 /( I ) 在 z = 0 处连续 •所以 Ve >0, 当^>0充分小时，在 [0,5] 
上，1/(1)-/(0)|< 丄.从而 


h 


h 2 


X 


7 [/(«r) -/(0)]dx 




T 

再将 S 固定，这时第二个积分 
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= —arctan ^ = 4r- 

TT A \ 丌 2 2 



| 1 七 [ /( ,) 一聲 

f 1 f{Q)]dx=h^M 

J d X 


于是当 0<A< ^ 

]':^ 77 [/(文)-/(0)]叫<音 + 音=1证毕. 

+/( o ) L -^ =i * +/2 - 


然后证明 0, J 2 — 号/(0). 

练习设/为连续函数，证明： 

Um ^- [ 1 了^^/(0：)心=/〈0)•(武汉大学•，复旦大学) 

«-°° ^ Jo n x 十 1 


下两例使用两边夹法则及其推广形式. 

例 4.1.6 设/(1)严\，在 [0,1] 上连续,/(0〉= 1,/(1)=0. 
试 证明： VS 6(0,1) 有 

\f(x)) n dx 

1) lim ^| - = 0; 

一 (f(x)rdx 
Jo 

•'(/(工))” +1 心 

2) lim - = 1. 

一 (f(x)Vdx 
Jo 


证 1) (利用两边夹法则）因 / U )\, o < f ( d )< /(|> 
/⑻ 1” 

^Tjj —0( 当 n — oo 时）.故对任意固定的 $G(0，1) 有 
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{f{x)) n dx 
0<^ - 


s 


(f(x)) n dx 


(/(:))"dr r (/ ( x ))» d 

- --— Jo 

(f(S)) n dx 


x 




臓) 


dx 




/ ⑻ 
陽 


(1 - S) 
~~ S ~ 
2 


0 (n 


2) [利用两边夹法则的推广形式（参看例^^)]因/(工）严 

\，/(0) = 1，/(1)=0;知0</(工)<1 当 x €(0, l ) 时.据连续性， 
V e >0,3(5 1: 0< A <5 使得 

/(工）>1 一 e ( v ^ eto ^ j ). 


于是 




(f(x)ydx 


(Ax)) n d 


x 




dx 


{f{x)Ydx 


>(l-e) 


(fU)) n dx 
(/(x))"dx 


(/( 工 ））”dz 


= (1 一 


e 


(/(x))"d 

据 （ l ) 


(f(x)) H dx 


(1 - e ) 


\fU)Ydx 

Jo 
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由 e >0 的任意性知 


lim 


( f ( a :) r +l dx 

(f(x)) n dx 


☆例 4.1.7 设/(尤）>0，《0)>0，二函数在[^,6]上连续 
求证： 

b i 

lim ( [ (/(x))V(j ： )dx )" = max fix). 

”一 00 \Ja / a<x<6 

(南京大学） 

解因 /( o :) 在 U ,6] 上连续，所以在 u ,6] 上达到最大值 
即存在 o : 0 G [ a ,6], 使得 


于是 


/(x 0 )= max/( x)=*M. 

丄 b 

(/(:))X:)di)" < ( M n g(x)dx 


=M 


贫 （ *r)d. 


M (当 n 


时）. 


另一方面，由于 / 在 x 。 处连续， Ve >0, 3 使得 

/ U )> M-e (当:€[(*，卿）, 

故 

(/(•r))Xx)dx)”> ( 厂 (f(x))"g(x)d 

^(JVf - e ) || g (: r ) dx )"—( M - e ) (当 w — 00 时） 

由 e >0 的任意性，知 

^(1 (/(Wg ⑴ dx)” = M = max /( x). 

下两例将问题转化为积分和的极限. 
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*例 4.1.8 设 /( i ) 在 [ a ，6] 上可导，/ "( I ) 在 [ a ，6] 上可 
积 ，V « e N ，记 A ,,=自 / 卜 + U ) & •试 

证 : lim ” A „ = — a — [/(6) ~ f ( a )]. 

行一《 z 

解 I (转化为 / U ) 的积分和） 

1° 令: + 则 

n 

nA „ = «(客/( 1 . ) - SJV /Wdr j 

= (/(:.) - /(:))d:r 

i = i 

= « I (工 i 一 工 ) dx ( T)i 6 ( X.., , J', )) . 

卜 1 Jx i-\ 

( 1 ) 

2° 因 （x,-or) 不变号，导函数有介值性质，因此应用积分第一 
中值定理®，不难知道 

f - x ) dx -/($ i ) (Xi - x ) dx . 

于是 （1) 式成为 

= w 土 ]/ "( 彡 ,)['(x, - x)dx 

= T 念 f d 、 ( 工 i 
^ «•=! 

= y*~~- 2 / "(6)(:, _ ^.-i) 

①第一积分中值定理的证明，实际上只用到被积函数的可积性与介值性.此处 
/已具备这两个条件，故可使用该定理. •' 
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b- 


2 

b_ 


2 


/ U ) d . 


(/(6) - /U )) (当 w—oo 时 ）. 


证 I ( 利用两边夹法则及/的 Darboux 和把 g rnA^i = 
lim 童 ] M ,Axt = f{x)dx) 

卜 o frrf J a 


令 A = 


• b 一 a 


将 U,6]n 等分作分划 . 如上有式 （ 1 ) •记 


则 


inf^ f (x) 9 Mi = sup^ fix) (f = l ， 2，:“，n 

- xXM, (x r 一 x )， 


一 x)dx < 


- x)dx 


< M . 


(x, - x)dx y 




~1 


注意 :c, - 


-i ) 2 ^ / / ( 7 , )(x, - x)dx^-Y(x { - x^ x ) 2 


b _ a 


，上式代人式 （ 1 ) 得 


士 (6-a) 2 


b - a 


b 一 


其中 m { -— — , M, -—— 为 / 7 ( x ) 的 Darboux 和令 w 一 00 

t W ^ 4 Tt 


取极限，知 


nAn = ~2~ \ /"⑴心 二 - /(“)]• 

*例 4.1.9 设 / U ) 在 U ,6] 上可积， ff ( o ：)>0 ， g 是以： T > 
0为周期的函软，在 [0， T ] 上可积，试证 

lim [ f(x)g( nx)Ax = i f f(x)dx. 

i JO Ja 
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证因名 （ x ) 以： r 为周期，因此足 （訂） 以 f 为周期，当《充 


分大时， U ，6] 含有 # Ux ) 的多个周期.为了把区间变成 f 的整倍 

数，取足够大的正整数 m ， 使得 [A ， B]e [- mT，mT ]〕[ a , 6 ]. 
这时 [A,B] 相当 gUx) 的 2mn 个周期. 

令 


F ( x ) = 


/(:r)， 当 [a ,6] 

0 ， 当 x€[A,B]\ [a,6] 
于是 FU) 在 [A,B] 上可积，且 


f ( x ) g ( nx ) dx = F ( x ) g ( nx)d 


将 [ A ， B ]2 mn 等分，作分划 A = x 。< jt , < … < x lmn = B . 每个小 
区间恰是 g ( nx ) 的一个周期，长•于是 


^ = F ( a :) g ( nx)dx = 2 J ' F ( x ) g ( nx ) d . 

( 注意到 g(a:)>0, 应用第一积分中值定理） 

/, = S c . P S ( ruc ) dx t 

i = l 

其中 c, : ;n 戸 I inf^^FCarXc.^M,^ sup^ F(x). 

因 [尤卜！ ， x ,] 是 g ( nx ) 的一个周期，令 nx = r , 则 

* x i * t rT 

g(nx)dx- g { nx )(\x = — g(t)dt. 
x i-i J o n Jo 

代人上 式，. 


4 J T ,u)dx- 2 c^. 

J Jo fTi n 


注意 


g % f < S q 2 从+ • 


T 


T 
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其左、右为 FU) 在 [A,B] 上的 Darboux 和•故 



F ( x)dx 


= tL 8(x)dx ' 

= y\o I f( 工 ) dx . 


*例 4.1.10 证明 Riemann 引理：若 /(:c) 在 [a,6] 上可积， 
g(ar) 以： T 为周期，在[0，了]上可积，则 



f ( x ) g ( na:)dx = 


4 

1 

Tj ( 


g ( x)dx f ( x ) d . 


注与上例不同之处在于去掉了 #(x)>0 条件，不能用上例 
的方法直接证明本例.但欲证的极限式，关于 g 有可加性，利用这 
—点，我们可以通过取函 数正部 、负部的方法化为非负的情况. 

证定义 



g(«r>， 当 g ( x )^ 0 9 
0, . 当 《（ x)<0; 


g ' (工）= 


- g(a:)， 当 g ( x )^ Q , 
0， 当 gU)>0. 


，（•^，^(幻分别称为“幻的正部〜负部^“:^以 了为 周期, 
在[0,了]上可积，故 g+(:c),g-(a:) 也如此，且 g ( x )^ g ^ (x) - 
g ~ (x). 因而 


f(x)g{nx)dx 

=Um f /(^)[g + ( nx ) - g ~ (nx)]da: 

= f{x)g* (ruc)dx - lim f f(x)g~ (nx)dx 


(因 g '( x )> 0 9 g ^ U)X), 可利用上例结果) 



s' (x)dx ^/(x)da：-y £ f{x)dx 

[g' (x)- g' (x)]dx* I f(x)dx 
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ir r 

=y 。 g ( x ) dx m I /( x ) dx . 

前面我们利用积分和来求极限.不仅如此，有时我们还可借助 
于可积的充要条件来求极限. 

* *例4.1.11设 / U ) 在 [ a ,6] 上可积，在 u ，6] 外保持有 
界.试证 ：函数 /( 工 ） 具有积分连续性.即 

lim l/(x + /?) — /( x ) |dx = 0. 
a-o J a 

分析问题在于 证明： v e >0, 3 d >0, 当 UlCS 时，有 
£|/(x + h )- f ( x ) \ dr < e •为了利用珥积性，将 [ a ，6] 作一分划， 

例如令 x f =a + 将其„等分.这时小区间长度为 

w n 

\ f ( x ^ h )- f ( x )\ dx = 2 f * \ fix -\- h )- f ( x )\ dx . 

Jvi 

若令 lAlcf 时，则点 （ x 十 / o 要么位于工所在的（第； 个） 小 


区间上，从而 1/( «r + h ) - f { x )\<( sj i { co i 为第 i 个小区间上/的 
振幅）•要么 x + A 在相邻的一个区间上，例如 h >0 有 

l/(x + / z ) -/( x)|<|/(x + / 2 )-/( a ： l )! + I /( A )— f ( x )\ 

+ 1 + a)i ; 

h <0 时有 

|/U + ft )-/( x)|<|/(x + / l )-/ U _,)| + I / Uh ) - f { x )\ 

^ .! + (Oj . 

总之有 1/(1+ +岣 + ai,;i •对第 l， n 两个小区 


间只要将⑴。，％”看成即可 [ M 表示/的界： I / U ) 
M ( Vi ：)] •于是 
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\ f { x -^ h )- f { x)\dx 



<3 2] +2M 


b_ 


Ax,= 


b _ a 


• • 

由于/在[«,6]上可积，乂£>0,当初只要把^ 1 取得足够大，使得 


n 


b _ a ^ e 


"6 

I ** I 

取 则丨/ 时，便恒有 


< 


T . 


o < 


1/(: 十 A) - f{x) |dj：^3 ^ (o, Ax, +2M -~ - < 6 


在求积分的极限时，也经常用到 L’Hospital 法则.如 
☆例 4.1.12 设 / U ) 在 [ A , B ] 上连续， A < a <6< B . 


试证: 


iim -/⑴ d > r =/ ⑹一 /(a) . 


证 


lim f 

A 一 0 i 


=lim 了 
a—o n 


h 


dx 


fix + h )dx - f(x)dx 


=lim 了 
a— o h 


/ ⑴ dz — 


f(x)dx 


应用■^型 L ’ Hospital 法则 

上式 = 故 [， (6 + /1 ) - /(“ + *)] = /(6)- f(a). 

下例中的序列是通过积分等式定义的，我们来求它的极 
限. 

*例 4.1.13 设 /U ) 在 [ a ，6] 上非负、连续、严格递增•由 
积分中值定理， 

/ * ( x n ) = ^ \ a j r (x)dx . 

求极限 liplA (注意，这里尸是/的„次 幂）. 
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分析首先，通过变换可把 U ,6] 上的问题化为[0，1]上类似 

的问题•令 x = a ^ t(b - a ) 9 x n - a t n {b - a ) F ( t ) = f[a 

— a )]， 则 FQ )>0 严/^6[0，1]，且 

r(t H )= ^F n (t)dt. 

只要求出了 linw ” ，贝 ! j lim x n - a + {b - a ) lim t „. 

为了猜测极限 lim 匕 的值，考虑的情况.此时 

角 -^oo 

、-' (当”- 

因此，我们希望能证明，在一般情况下，仍有 
[0,1], 为此只要 证明： Ve >0, 当 rz 充分大时，有 
F ( t )>0 严，.这等价于 

F(1 - e) < r(t n ) = pF n (t)dt. (1) 

此式解不出〃，我们设法将 （1) 式右端进行化简和缩小，只要使缩 
小后的量大于 （1) 式左端的厂（1-€),则（1)式自然成立.任取芒 
€(0,1)，则 

r(t)dt> [V ⑴ dz > r($) • (1 - ?). 

Jo ( 

故要 （1) 式成立，只要使 

• (1 - 6) > r(l - e ), (2) 

亦即 (3) 

因 0< F (: r ) 严，，取 


* 时）. 

” =1•由于 G € 
1 一 •注意 


0 < 


F ( l - e ) 

F (?) 


< 1, lim 

n—CO 


F(l-c )\； 

—F(e) J 



故 n 充分大时 (3) 式成立•更有式 （1), 等价地有，这 


• 318 - 



就证明 limr „ = 1,从而 lim : c n = 6. 

n—oo n~^°° 

/ ^ a 4.1 

☆4.1.1 设 /( x ) 在 [0,1] 上连续，且 fU ) >0,求极限 

•(上 海科技 大学) <eI> , 

4.1.2 考虑积分 J ^ l-xVcLr , 证明 

^- T c， - + T ^ - •■- + Vrf C " = ^ T - 

☆4.1.3 设 / U ) 在 [0,1] 上可微，而且对任何； r €(0， l ) 有丨 /(: r )|< 
m . 求证: 对任何正整数 n 有⑴/⑴心 - 士2，(+)丨<竽，其中从是 

一个与 o : 无关的常数 .（ 南开大学） 

提示 [0, l ] n 等分，每段上应用积分中值定理 

左=|鸪/⑹-这/(+)|上^ 

去 | 忘/(免心 -+) 卜右 

*4.1.4 若 / U ) 在 [ a ，6] 上可积， g (« r ) 是以： T 为周期的函数，且在 
[0,了]上可积.试证： 


f(x)g(Xx)dx = +J 。 g(x)dx| f(x)dx . 


提示参看例 4.1.9 和例 4.1.10. 

*4.1.5 设 ； U ) = 4 U ]-2[2 x ] + l 其中 [ i ] 代表数: r 的整数部分 
(即不超过 x 的整数之最大值 ） .n 代表自然数, / U〉 在 [0,1] 上可积.证明 

lim [ f(x)s(nx)dx = 0. 

,— ooJ 0 

(兰州大学） 

提示 S ( x ) 周期为1•且 f sU)dx = 0 •参看例 4.1.9 和例 4.1.10. 


* * 4 . 1.6 设 / o (_ r) 在 [0,1] 上可积，/。（: r )>0. 


(x)dx,n = 1,2, — . 
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试求 limAU ) Ue [0， l ]). 

”一 oo 

☆4.1.7 设 /( x )，《( i > 在|>，6]上连续, /(： r >>0, 总 U )>0 .求 

j*m g { x)f ( x)dx ^ . 

提示参看例 4.1.7. 

*4.1.8 设 / U ) 在 [ fl ,6] 上二次可微，且/'(^：)在[“ 6 ]上可积，记 
试证： . 

靶" 2 扎 = ⑷ -/ u )]. 

* *4.1.9 设 


A b = 


w + 1 w + 2 


B. 


2 


2^ 

2 


2« + l ■ 2” 


4 W -r 


试证 


* 4 . 1.10 


等式 


Jimn(ln 2-A,) = -|- f 
lim n 2 (ln 2 - B,) = 

设/⑴在 u ,6] 上可积 ，记九 试利用不 


Ilnd + xJ - xl ^ x 2 (当 |： r |<+ 时) 

证明 iL m .( 1 + /^)(i-/ 2 .^)---(i + /..^) 

= J« /U,dx . 

☆4.1.11 设 /( x ) 是在 [-1，1] 上可积在 x = 0 处连续的函数，记 

( l - x )\0^< l , 
e ' -1«0. 

证明 : 化子么， f^ x )<Pnix)dx = /(O). 

(浙江大学） 
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9 n (- r ) = 



提示参看例 4.1.5. :: 

☆4.1.12 设 /(x) = j" (l + ^-) s\n-j=dt(x > 0 ) 求 )sin^. 

(福建师范 大学） 

提示可用 Hospital 法則 . ..* - •'*' 

**§4.2 定积分的可积性 

导读该节内容是数学系的难点，难度较大，所看到的考研题 
相对较少.数学一考生可从略.数学系学生可以正文为主，习题作 
为机动. 

本节主要讨论如何证明一个函数在给定区间上是否可积的问 
题.因为关于这一部分的知识各书上写法不尽相同，为了与读者取 
得共同语言，首先我们对基本内容作一概述 ... 

函数 /(X) 在 U ,6] 上可积 是指： 当区间 [ a , 6] 的分划无限分 

细时，积分和 t ； /($)△々有确定的极限.详细地说 ：若对 [ a ,6] 
的任一分划， 3 

了 ： a = x 0 < X 】 < …< a:” = 6 

及任意 $ € [x,-., , x, ] ( i = 1,2,…， n ) 作积分和 2 /(^ )Ax ( . , 

i = i 

当 A = max Ax , = ( x t ~ 时，极限 

n 

* / = ( A ) 

存在，则称 / U ) 在 [>，6] 上可积.其中 （ A ) 式用、 5 表述，即 

Ve 〉0, 彐5>0,当 时，有 

n 

Z - 2/(乏)△工* < e - ( B ) 

i = l 

由于直接应用定义判断可积性，要克服两重苗难，一是分划 
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了的 任意性，二是:选取的任意性，为了使问题简化, 

引人 Darboux 和的概念.记 

- inf /( x )， M , = sup /( x ) , 

n it 

则 S = 与 $ = 彡（了 ） = Sm.A; ， P 

i —1 1=1 

分别称为 / 的 Darboux 上和与 Darboux 下和①. 

关于 Darboux 和有如下五条重要性质/ • ’• - 

(1) 对于任意分划 了及 的任意选法，恒有 

S ( T )< ^/( e ^ Ax ^ SCT ). 

« = i 

(2) 当分划加细（即增加分点）时， Darboux 下和不会 减小, 
Darboux 上和不会增大 .BP 

S ( T )^ 9 S ( T )\ (当细分 时）. 

(3) 对任意二分划 T 与 T ', 恒有 

s ( rxs ( r >. ^ ^ 

(4) /°= infi ( T ) 称为 / U ) 在 U , 6] 的上 积分. J ,= supS ( T ) 

称为 / U ) 在 [ a , 6] 的下积分•上、下积分与 Darboux 和有关系： 

S </ 0 </°< S . 

(5) limS ( T ) = I 0 , limS ( T ) = J °. 

在此基础上，我们获得如下可积充要条件. 

定理1 /( x ) 在 [a ,6] 上可积的充要条件是 

n 

= 0, ( C ) 

»»i 

其中 d mi 为 / U ) 在 U •小 a ] 上的振辐 .（ c ) 式用 e -占 
表述，即 

Ve >0,3 占>0,当 A 〈谷时 


①或称上 Darboux 和与下 Darboux 和 . 
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Ax, < €. 

由此，利用 Darboux 和的性质 (4)、(5), 直接可看出有 
定理2 / U ) 在 U ,6] 上可积，充要条件是 

/ 0 = /°. 

r 面讨论如何证明可积性问题. 

一、 直 接用定义证明可积性 

要点 （1) 直接应用式 ( B ) 找5;(2)反证法•.用 ( B ) 式的反面 
形式，找矛盾. 

例 4.2.1 设/(0：),打：1：)在!>,6]上连续，且0<1<6时 
F /( o ：) = /(: r ). 试用定义直接证明 /( x ) 在 U ,6] 上可积，且 

f(x)dx = F(b) - F(a). 

« a 

证 Ve >0, 要⑻ 式成立，即要 

I 2/(^)Ax f - (Fib) - F(a)) < e. (1) 

«*i 

对任意分划 了: a = x 。 〈 a < * r 2 < … = 6, 

将 F (6)- FU ) 改写为 

i » 

F ⑹- F ( a ) = S ( F ( a ) — F ( x iM )) (应用微分中值定理） 

i-l 

= )(弋 - x , .,) 

* 

= 2,( 7« )△:• ，€ [工卜 "工 • ]• 

i-l * 

于是 

⑴式右端 = 1 2( ， ( 色）一 /(",)) △ 工 • | 

^ 2 1/( 名） - f(rf i )lAz i e [Xh, ：^]). 

« = i 一 


因此，问题只要 
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j / ⑹- /( 7*) I < e. (2) 

但由于 / 在 U ，6；! 上连续，所以一致连续： Ve >0, 3谷>0当/， 

工"6[心6]1：*："-工，|<5时，有|/(0：")-/(：01<心卜^ 

因此，当 A <3 时，有 

I 6, - rji I < S 9 

故 2 1 /⑹ -/( ) I < 2 r ^- Ax , 

1*1 «* i • ’ ； 

• =6-^§ A "* = €； 

问题获证. k 

例 4.2.2 证明： /( x ) 在 [ a ,6] 上可积的充要条 件是: 对于任 

何一个使得 A .-0 的分划序列1 7； I ，所作的积分和^ /($ ) Aa ,, 

1 

其极限 tqf ；/ (在） Aar , 恒存在并且相同(不妨记为 /). 

证要性明显，只证充分性. 

若 /(X) 在 [ a ,6] 上不可积,利用式 ( B ) 的反面形式即：3£。>0, 

V 士 >0, 3分划 T " 及# € [x 卜 "a ] 虽然对应的 < 如但 

i - 2/( d 私 e 。- 

l-l 

如此,我们得到一个分划序列丨丁 , I ，虽然 A ,-0 但&全 赠 )) 
厶与已知条件矛盾. * 

二、利用定理证明可积性 

a . 利用定理2证明可积性 

要点要证明 / U ) 在[«，6]上可积，按定理2,只要证明 
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/(X) 在 u ，6] 的上、下积分相等 ，即 1 0 = 1 \ 

例 4.2.3 (定理 r ) /( x ) 在[〜6]上可积的充要条件是 •• 
Ve >0,3 分划： T , 使得 . 

n 

2叫△工,< 

1 = 1 

证根据定理1,必要性明显.只要证明充分性.已知 Ve >0,. 
3分划丁，使得 • 

n 

0 < S ( T ) - S ( T ) = < e * 

i « 1 

由 Darboux 和性质 （ S ) ， 

S ( T )^ I 0 ^ I °^ S ( T ) 9 

故 0< J °- KS ( T )- S (： T )< e , 由 e >0 的任意性，知广 = 
J 0 , 所以 / U ) 在 [ a ,6] 上可积. 

b . 利用定理1与定理 r (例 4.2.3) 证明可积性 
要点利用定理1与定理 r 证明可积性，关键在于证明当 a 
充分小时能小于任意事先指定的正数 e : Eo >, Ax ,.< e . 

if 

方法 A: 若有界，可以利用 - 
1-1 

Sco , Ax f ^A 2 o> f . 

(例如证明单调函数的可积性）. 

方法 B : 证明= 1,2,…，”）, 

从而 2 cDi Ax t < e SAo：, <. e(b - a). 

(例如连续函数的可积性） .. 

方法 C: 利用 = S ai,Ax, + S'a ； ,Ax, , 

2’ 中 ，< e/6 - a ; 

S 〃中， 

其中 sup /(x) - inf /(x) 

^6 l a f 6] x 6 [ a f 6] 

是 / 的全振幅. 
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方法 D : 利用(其中 < 与 < 分别表示函数/与 g 在 
第 i 个小区间上的振幅）从 g 的可积性，推出/的可积性（例 如: 
/ U ) 在 u ,6] 上可积，用此法可证 |/ U ) I 在 u ,6] 上亦可积 .） 

下面是应用这些方法的 例题： 

例 4.2.4 设 / U ) 是 U ,6] 上的有界变差函数（意指 fix) 
在 U ,6] 上的全变差） 

M = s ^p| 2 1/^*) - |<+ 00 - 

试证 /( x ) 在 U ,6] 上^积. 

提示 证明对任意分划 了而言 ，有 M ，从而应用方 

#^1 

法 A . 

例 4 .2.5设 /(: r ) 在 U ，6] 的每一点处的极限存在并皆为 
零，试证： /(^ ： ) 在 [“6] 上可积，且 ]^/(1)^2 ： =0. 

证 设 o ： u e [ fl ,6] 为任意一点•因 lim / U ) = 0, Vq >0, 

x ~* x o 

3^ 0 >0,当 x € ( x 0 - I 。 ，工 0 + 5 : o )时，有 

l/(x)|<e 1 (xk x Q ). (1) 

如此 |(无「<^,： 1 ：。+ (^。） ： 0；。€[^6]|组成了(^,6]区间的一个 
开覆盖•由有限覆盖定理，其中存在有限子覆盖 j (々 ，七+ 
\)1乂，•至此，我们证明了 ：除有 限个点 U , ，…， A } 之外，恒有 

\f(x)\<e x (x ^ 9 x k ). (2) 

至此容易用方法 C 及定理 r 证明/在 U ,6] 上可积 .事 实上 ， Ve 

>0 ，令 ei = 召/二 Q ) ，如 上有式 (2) 成立•取 M > maxi /( x 1 ),-, 

/( A )， e ,|， 作一分划 了使含 心，々，…，々的各小区间之总长 

2^,< 4 士，则 
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Sco x Aar, = + 2VAx,^2M ~j + 2e l •(& - a) = e - 

(其中表示含 A ，…， a 各小区间对应项 之和； IT 是其余各项 
之和 .）/ 可积性获证.既然可积，点6,不论怎样，选积分和的极限 
相同.如上，每次只要6选得与式 (2) 中的^不同，易证积 
分和的极限为零. 

另外，利用“每个 e >0, 最多只有有限个点使得丨/(^)|不小 
于 e” 我们也可直接证明 lim 土;/($)△々= 0. 

下面是方法 D 的例子. 

例 4.2.6 设 /U) 在 [a,6] 上可微，试证 /(x) 在 [a, fc ] 上 
可积的充要条 件是: 存在可积函数 g ( a :) 使得 

/(^) = /(a) + | g(t)dt. 9 (1) 

证必要性只要令 g ( x ) = /(: r ) 即可得到•这里只证充分 
性•（我们证 明：对 任一分划而言，在小区间上 /(： t ) 的振幅小于或 
等于 g 的振幅 ： cof < a > f ) 

设 T:a = « r 0 < j ：, = 6是 [fl ,6] 的任一分划，记 
mf= inf g(x),M*= sup g(x), 

则 a>f = 

设，^^为任意一点以+么：!^!；:*:,-,，尤,],则由（1), 

M = /U + △•!：) - / U ) 

△: Ax "" 

注意到，所以 

令 △ x — O 取极限，得 
因此 /( x ) 在上的振幅 


I rx-»^r 

= Al] x sU)dx. 
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sup f { x ) - inf f 

.<X<X. X. . 


故 


Ax ,^2 a>f Ax { . 

因 g 在[^2,6]上可积，1彳1111] cof Ax , = 0 ，故知 lim 2 tt；f △•!：, = 0 ， 

卜 0 A -0 

/ U ) 在 [ fl ，6] 上可积. 

注关于充分性，下面的证法是错 误的； 将式 （1) 对 x 求导, 
得 / U ) = g (： r ) •由 Wx ) 可积知 / U ) 可积.错误是 g ( x ) 未必 

连续，从而(£^0)心) = g ( x ) 未必 成立. 


上述方法以方法 C 应用最广.下面我们用它来证 Riemann 函 
数的可积性及定理 3. * 


例 4.2.7 证明 Riemann 函数 RU) 在 [0,1] 上 可积. 

D/ 、 J 士，1 =丟( 9 >0)，/>、 9 为既约整数, 

R(x)=< Q Q 

0 9 x 为无理数时. 

证 Ve>0,[0,l] 上使得 R ( x )> eI 2 的点，最多只有有限 
个.事实上，要士 >e / 2 , 即要因此 + 的点1 = A 

Q ^ 2 q 

最多只有有限个•记为 A 个.作分划之后，令 

^]co,A x 4 = S cii-Ax, + ， 

其中 2' 表示含有上述那种例外点的小区间对迨项的和， 


是其余各项的和 .Z 中每项<音". 


因此 


^(O, Ax, < 皆 2 " △: C| < 音 *l = y. 

在17中，因这种项最多只有2々个，故 

S co, Ax I ^^ / Ax l ^2/feA. 

要 2M< 音，只要取5 = &则 A<3 时， 
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Y.co.AXi = + 2 a> f Ax, < 音 + 音 = e • 

例 4.2.8 (定理 3)/( * r ) 在 U , 6] 上可积的充要条件是 Ve 
>0, V cx >0,3 分划丁，使得振幅的那些小区间 [ x,-pA ] 

的长度之和 

2△工 • 〈戊 • 

(通俗地说，即是振幅不能任意小的那些小区间之总长可以任意 
小 •） 

证1°必要性.目的在于 证明： Ve >0， V 义>0,,有分划 T , 使 

. , . ， 

得 < a .因为 

f • 

It • •，： 

€^ Ax t < ^( O^Xi < ^( Oi^Xt 

W,.>« » * = 1 

可见，只要 2^.^ < 那么与上式联立，即得 e ^> x f < 

* -1 

从而有< ( X . 

因为已知 /(X) 在 U ，6] 上可积，所以， Vs >0, Va >0, 3 了 

(分划），使得这样问题必要性获证. 

» = 1 

2°充分性•要证 / U ) 在 U , A ] 上可积 ，即： Ve >0, 要找分划 

T , 使得 

n 

， ^co^Xi < e. (1) 

但 已知： V ei >0, Va >0:3 了使得 

2^* < a - 

n 

2 叫△工 • = 2 ⑴ + 2 叫 


从而 
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< n 2] ^ x i + S Aj：i 

< (6 - a ), (2) 

其中 — w = sug /( x ) - ) 为 /( x ) 在 [a ， 6] 上的 

全振幅（因此•可见要 W ) 式成立，只要事先取 e , = 


€ 

2 { b -~ a) f(J 


则 (2) 式表明 


a >, hkXi ^ fi • (7 + e , (- a ) < e . 

故这时的 7\ 即为所求. 

c . 利用定理 3( 例 4.2.8) 证明可积性 
要点 要证一函数 /(« r ) 在 U , 6 ] 上可积，此法的关键在于， 
对任意的 € > 0 和 ( x > 0 , 找一分划： T , 使得 

^ Ax t < a . 

例 4.2.9 设7 = /(“）在[>』]上连续一=史（0：)在1^,6] 
上可积•当 j : G [^ 2 , 6 ] 时， A < 9 (« rXB . 试证 F ( x ) = /[ < p ( x )] 
在 [ a ， 6 ] 上可积. 

证 因为 / U ) 在 [ A , B ] 上连续，所以在 [ A , B ] 上一致 连续: 
^>0,3^>0，当 “ / ，“"€0,5]，|1/一1^|<5时，有 


1/(“’）-/( m ")| < 2 - 


⑴ 


因此作分划以后，在上，若史 u ) 的振幅则 F ( x ) 
=/(?>( x )) 的振幅 tof<e •[事实上，这时 ，: r ,] (记 

t /= 9( aO ) 则 

\u -u"\ = I <p{x) - ^(x") |<a;f < 5, 


从而 ifu ')- f(/)i = i / u -)-/ u ") i 〈全， 

故 cof = sup | F ( x ， )- F ( x ")|<4< e .] 
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由此可见，在 [A m ，: r ,] 上若 cof ，必有 05. 

故 ⑵ 

*y「> e <uT^S 

如此， Ve >0, V J >0, 首先按式 （1) 找出 5>0 •再由 史 u ) 在 
U ，6] 上可积，利用定理3的必要性对8>0与 tr >0, 存在分划 
T ， 使得 

2^1 < 

于是由式 (2) 知 ' 

Z △ 工 -^ 2 Ax « < ◎• 

wf 

根据定理3的充分性，这便证明了 FU ) 在 [ a ,6] 上可积. 

最后，我们讨论可积性与连续的关系. 

例 4 . 2.10 若 /( x ) 在[心6]上的不连续点可以用有限个总 
长任意小的有限个区间所覆盖，则/(1)在[«，6]上可积. 

提示利用定理3,或定理广（方法 C ) 容易 证明. 

例 4.2.11 若 / U ) 在 [ W ,6] 上可积，则 /( x ) 的连续点在 
U ,6] 上处处稠密. 

证问题归于证明 /( x ) 在 [ cz ,6] 内至少有一个连续点.事实 
上，若能如此，则 VU ^] a ； a ,6], 因为 / U ) 在 [〜/?] 上可积，故 
/( x ) 在 [ a , 内有连续点•这就证明了连续点处处稠密 • 

为了证明 / U ) 在 [ a ,6] 内至少有一个连续点，我们采用区间 
套的办法. 

因为 / U ) 在[心6]上可积，所以1^20^4=0,对 ei =1, 

a —0 2 

3分划7\，使得 

Yjco ^ x^Eyib - a ) . (1) 

如此，至少存在1个小区间 [_ r , _,，々],使得其上 / U ) 的振幅 
0>, <€丨 • 因为不然的话2%么1 | >^2^1,>£ 1 (6-^2)与（1)式矛 
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盾.将此小区间适当收缩，总可以使得它的长度 X , - x lM < y (6 
- a )， 使它的二端点在 U ，6) 内，记缩小后的区间为 [&,&] .则 a 
< a x < b { <b , b x —— 在[“卜以上的振幅 

co f [ a x ,6,]< e , = y . 

将 U "6,] 取代上面的 [ a , 6], 作同样的推理，可知对 e 2 = & ，存 

在 -a 2 < y (6, - a,) < 

^■(6-0)，/(1)在[“ 2 ,6 2 ]上的振幅 

co f [a 29 b 2 ]<e 2 =^. 

如此无限做下去，我们可得一区间套， 

[a,6]3[a,,6i]3[a 2 ,6 2 ， 6”]1>" 

0<\ - a ” <^(6 - a )^0 (当 n — oo ) 

且〜<、”<6 || + 1 <6 (| ，/(工）在[^,\]上的振幅 

co f [a n 9 b M ]<e n =~. 

根据区间套定理，3 之] (” = 1,2, …）. 

& 为 a „ 严/^，\ 严、 e , 所以 

a ”< e <6” （n = l ，2, …）. 

现在容易看出 /(： r ) 在 f 点连续•事实上， Ve >0, 可取；；使 

1 

得 f < e . 从而令占 = mini 6” — f _ aj ，则| x -芒| <谷时， 
工乏 [ a „ ，6„] ，从而 

l/(^r)-/(e)l<a> / [a.,6j<i r < c . 
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即表明/( X )在6处连续. 

☆例 4.2.12 证 明：若 / U )>0 在 [ a ， 6] 上定义并且可积， 
则等式 

| f(x)dx = 0 

成立的充要条件是/( I )在连续点上恒 为零. 

提示 必要性若^。^[^，幻为/的连续点，/^。）〉!)^ 


彐 S >0使得 f ( x)dx ^ f ° f ( x)dx > 0. 

J fl Jx A -tf 


充分性可利用积分定义与上例结果得到. 

习 4.2 



4.2.1 设函数 / U ) 在区间 [ A,B] 上连续，尺（1)在 U,6] 上可积，当 
: r €[ a ，6] 时，•试用各种不同的方法证明/[容（1)]在[^,6]上 
可积. 

4.2.2 试用多种方法证明 / U) 在 [0,1] 上可积，设 
1) 

2 )/( ,) Jt -[ t ]- 当时， 

*0, 当 : r = 0 时. 

4.2.3 若 / U ),/?(：!：) 在上可积，试证 max|/(：r)，gU )| 及 
111111|/(：1*)，尽(：|：)|在[<2,6]上亦可积. 

4.2.4 试用定理3 重 新证明 Riemann 函数在[0，1]上可积. 

4.2.S 设 /U) 在 [a,6] 上可积， [/U)] 表示对 /(x) 的值取整数部分. 
试问 [/U)] 在 [ a ,6] 上是否一定可积. 

4.2.6 设 / U ) 在 [ a , 6] 上可积，试证 ：对于 [ a , 6 ]上任一可积函数 

g (: r), 恒有 Jy (: r) g (x)da: = 0，则函数 /U) 在连续点上恒为零. 

4.2.7 设在 [-1,1] 上的连续函数 /( x) 满足如下条件••对[- 1,1] 上的 
任意的偶连续函数 g (: r), 积分 
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J ^f(x)g(j：)dx = 0. 

试证： / u ) 是 [- i ， n 上的奇函数•（武汉大学） 

提示只需证明 ^[/( x ) + /( - x )] 2 d ^ = 0，并注意到 g ( x )— 
/( x ) + /(-： r ) 是偶函数. 

§4.3 积分值估计积分不等式及综合性问题 

一、积分值估计 

有些函数虽然可积，但原函数不能用初等函数的有限形式表 
达•或说这种函数的积分“积不出”，无法应用 Newton - Leibniz 公 
式计算，只能用其他方法对积分值进行估计，或近似计算.另一种 
情况是，被积函数没有明确给出，只知道它的结构或某些性质，希 
望对积分值给岀某种估计. 

* a . 利用 Darboux 和估计积分值 

n n 

要点若 w l Ax | t S = H 表示积分 

«-1 i-i 

/= j b f ( x ) dx 的下、上 Darboux 和，那么积分存在时，有估计 

K fix)dx < S . 

J a 

* 例 4.3.1 求 使得 A < |Vl + x 4 dx < B ，要求 B - 
A <0.1 •(首都师范大学） 

注 HeCbimeB 定理告诉我们，二项微分式的不定积分 
+ x fi Vdx 除以下三种情况可以积分出来之外，其余情况积 

不出： 

( i ) y = 整数； （ ii ) y 七整数 ，但 f = 整数; ( iii ) y \ 整数， 
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整数，但 f+y = 整数•现在 。= 0，/?=4, 7 = + ,不属于 

这三种情况，因此该积分积不出.但 / TT ^ 7 连续，积分有意义•下 
面我们用 Darboux 和对积分进行估计. 

m . 将区间 [0,1] n 等分，利用的单调性，每个小区 
间上，端点到达上、下确界因此 

这时 s n -互广+(乃- 1), 

要使瓦-么 <0.1, 只要取72 =5,于是 

A =结/ 卜制 =⑽， 

B = ySV 1 + (T) 4 = 1135 - 

* 例 4.3.2 若 / U ) 在 U ，6] 上可积, /( o ：)>0, 试证： 

f{x)dx > 0. 

J a 

(该结论很重要，经常用到）. 

n 

证 I /u)>o, ^yu)Ao ： ,>o, 因而由可积性知 

i-i 

J fix)Ax = limy^/(g. )Aj £ ^ 0. 

(现用反证法，证明这里的等号不可能发生） 

设 [/( x ) dx = 0,则对于 /( x ) 的上 Darboux 和有 

J a 

« n 

Ax , =0. 
frr 
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n 

从而 Vq >0, 3 分划： T ， 使得 D •由此至少存 

i = i 

在一个 Af , < e t ，因为否则每个 M ,> e x ，应有 Ax ,2 Ax , = 
€ l (6- cz ) 与上式矛盾. 

将 M i <£ 1 的这个小区间记为 [ q , 乂].于是 /( or ) 在 [qjj 
上可积，把[^，心]取作上面的 [ a ,6], 重复上述推理，可得到 [ a 2 , 

，使得 

sup /(xXe 2 . 

a 2 <x<6 2 

如此无限进行下去，可以得到一串区间 
[a , A ]3[ a , , b { ]][ a 2 ，6 2 ] ：>••][ a ” ,6 j 3[ a w + l ，&””]).• 

使每个[〜， t ] 上 


sup / XjrXe ” （n = 1，2, …）， 

根据区间套定理 ，3$ e [、，6 n ] U = l ，2, …），从而 


0 </(?)< 6 „ (71 = 1 , 2 , …）. 

令0,可知 /( f )=0 •与已知条件 /( x )>0 矛盾. 

证 II (利用例 4.2.11 的结论即得） 

b . 利用变形求估计及积分估计的应用 

要点若 /( x ) 在 [ a ,6] 上可积，一般来说我们可以通过各种 

变形来对积分 £/( x)dx 之值进行估计•例如用变董替换、分部积 


分、中值公式、 Taylor 公式等，使积分变成易于估计的形式.另外被 
积函数放大、缩小，区间放大和缩小也是获得估计的重要方法. 

利用变置替换进行变形 


例 4.3.3 证明 f ^ sinx'dx > 0. (国外赛题) 

Jo 

证令 x 2 = ： y 作变换 



sinx dx 
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在 1 2 中作变换 z - y - Ti , 

卜士广 s -^d, = - IJ ； 舞 

^ J * \Jy ‘Jo y/z + 7t 


于是 


- U 择乜 

z J 0 y/y + 7 C 

Z Jo \ y/y Vy + 丌 , 

= .( 忐 _7^ 卜 . 


在 (0， tO 内，被积函数 




个别点不影响积分值.由例 4.3. 2.知/ >0. 

利用分部积分进行变形 

若 /( ^) , g (« r ) 在 [a ,6] 上有连续导数, /(: r )/ f ( x ) 


= 0,则 


f(x)g(x)dx = f(x)g(x) - J f(x)g / (x)dx 


= 一 J\x)g ， (x)dx. 


若 /( a :)， g ( a :) 在 U ,6] 上有阶连续导数，且 /°( a ) = 
/ i ) ( b ) = g ( i ) ( a ) = g ( i ) ( b )=0 (f =0,1,2 ,…， n — 1)，则反复利 
用分部积分法可得 

f ln) { x ) g { x)dix = f f { x ) g {ln) { x ) Ax . ( A ) 

Jfl J a 

此式给出了一个重要的变形. 

例 4.3.4 设 / U) 在 U ，6] 上有阶连续导数, 
|/ (2 ”)（ x )|< M ，/ l > ( a ) = / < o (6) = 0 U =0， l ,2 r ", W - l).K 
证： 
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f(x)dx 


^Tun(2n M + \)\ {b - a)2n 


证令 g{x) = {x- a y{b-xY M g (n (a) = g (i) (b)=0 
( 2 =0 ， 1 ， 2 ， .“ ， 72-1 )，且 g (2n) (x) = ( - l)” （ 2n )!. 因此利用上面 
刚介绍的公式 (A), 


f(x)dx = 


一 （一1) 


「J /( 工 )( - 1)” • (2n ) !d 


x 


所以 


f(x)dx 


(2n)\ 

= x2^rrl /( - r) ^ (2,,,( - r)d - r 
= Wrrl / 2 " ,(j:) * sU ) Ax , 


^ (2n )! J a l/ 2n> (-^) I {x - a)"(b - x) n dx 
M ^ 


< u^.\ a u ~ a)n( ^ b - 

令工 = a r (A - a ), 

(x - a) n {b - x) n dx = (6 - a) 2 " +, f r”（l 一 t) n dt y 


令 f = sin 2 沒， 


(1 - tVdt = 2f 7 


sin 2 " M W - M ^ d 0 


2 » 


( 利用 Wall’s 公式 ) 


= 2 .(2 ”）！！ (2n)l\ 

T 2(2« + 1)」！！ 

r > n ! - r - n ! 一 („!) 


2 … 1 .(2n + l)! 一 r^TTTT 


或 t n (l - t) n dt = B(w + l. w + n = £(n_^J)r(n + 1) 

j0 • rJJ ^ TT ) 

- (n\y \ 


( 2 W + i)r 
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总之， 


f{x)dx 


< 


( n!) 2 M 


(b - a) 2n+, . 


{2n)\(2n + 1)! 

利用缩放被积函数或积分区间进行变形 
☆例 4.3 .S / U ) 在 [0,1] 上有连续二阶导数，/(0) = /(1) 
0，/ U )\0( 当 a ： e (0, l ) 时）， 试证： 

fU ) 


广 1 
. 0 


/( 工） 


dx ^ 4. 


⑴ 


(四川大学） 

证因（0，1)内 /( x )\0 ，故 / U ) 在 (0,1) 内恒正或恒负[否 
则由介值性，必有零点在（0，1)内，与 f ( x ) k 0 矛盾]•不妨设 
/ U ) >0( <0的情况类似可证）•因 /(X) 在 [0,1] 上连续，故存在 
<[0,1],使得/((：) =。^^/( > 2；).于是\^,6 : 0<^<6<1,有 


• t 


(工） 


/U) 


dx 


>1 


/"u) 

tttt 


dx = ihi ]f ^ U)ld ' 


> 7U)l l/^(^)ldx> 7 ^ T |{y /, (x)da ： 


fTcl 


1/(6) -/( a )|. 


( 2 ) 


(下面我们来恰当地选取 a ,6, 使得到所需的估计 .） 注意到/(0) 
= /(1) = 0,应用 Lagrange 公式， 

/(c)-/(0) _/(c) 

~~ ^0 ~ 9 

3 ?eu,i)， 使得 = = (3) 

1 - c c - 1 

在 (2) 式中令 a = 6 = 7 ,用 (3) 代人,注意到 


3ee(o，c), 使得 /($) = 


得 


I ; 


/〃⑴ 


- c) = 士 


^>7^/(7) -/⑺卜 


(1 -TT 


>4 
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(1) 获证 • 

利用微分中值公式或 Taylor 公式对被积函数进行变形 
☆例 4.3.6 设 /U) 在 U ，6] 上二次.连续可微,卜 


0, 试证： 




< M(b - aY 124 9 


其中 JVf= sup ir(：r)|.( 中山大学） 

证将 /U) 在 x = 处用 Taylor 公式展开，注意到 

f (字) = 0,有 

/u)=r (宁) 卜宁) +&' ⑷卜 -宁广 

右端第一项在 U,6] 上的积分为零.故 


fU)dx 




2TJ 


ir ⑺I 


b 


2 


) 


dx 




b \ 3 


2 


=g(6 - a) 


例 4.3.7 设 / U) 在 [a,6] 上连续可微，且 f ( a ) = f ( b ) = 


0,则 


4 


^ l {/ U )]> ( b ^ 7 L 吖⑴ 1 d :- 


提示 \ f ( x ) I dx = \ f { x ) I dx + | fl+A I /(a-) I d. 


右端两项分别在 a,6 点应用微分中值公式. 

以上各例为已知函数的性质，要对积分进行估计.下面看一个 
反问 題：已 知一个估计，看是否 正确. 

☆例 4.3.8 在 [0,2] 上是否存在这样的函数，连续可微，并且 
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/(0) = /(2) = l ,|/( x )|< l , \ 2 f ( x)dx <1? (扬州师范大学） 

Jo 

证（据已知条件重新对积分 f /(: r ) dr 进行估计） 

Jo 

f(x)dx = f f(x)dx + \ f(x)dx 
Jo Jo J 1 v 

右端第一项，按 0： 二 0 处展开，注意/(0) = 1及 |/(： T )|<1 条件， 

/(x) = /(o) + /(e)x (o<e<x) 

= l + ( Vxe [0, l ]). (1) 

从而 

J ^/( x)dx ^ J 0 (l - x ^ x - y - 

类似，第二项有 

fU )> x -\ (当0：€[1，2]时）， (2) 

所以 |^/(:)心 > 。(1 - x)dx + J (x — l)dx = I + 士 = 1. 
(现证这种 / 不存在)假设这种/存在，则由 
^ J { x)dx < 1,及 J o /( x ) do : > 1 

知 f(x)dx = 1 = f (1 - x)dx -f [\x - l)dx, (3) 

JO Jo J1 

记 1-工，当时， 

. 4 . a ： - 1, 当 l <： r <2 时. 

式 (1)、(2)、(3) 表明二连续函数且积分 值相等.因 

此我们有在 [0,2] 上•但此与/的可櫬性矛盾，所以 
/不存在. 

以上，我们主要讨论积分估计的基本方法;下面我们来看积分 
估计的某些应用. 

关于函数值的估计 

☆例 4.3.9 设 / U ) 在[0，1]上连续 ， f /( x ). dx =0, 
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xf { x)Ax = 0,…， = 0 


f(x)dx = 1 (n > 1) 

求证 •.在 [0，1] 的某一部分上1/(之）1>2”（ 
(吉林工业大学） 

证由已知条件,对任意 a ， 恒有 

(x - a) n f(x)dx = 1. 


1) 


( 1 ) 


(用反证法）假设[0，1]处处都有 丨 / U ) 丨 <2 ”（n + l ) •若能 


选取恰当的 a ， 由此得出估计 


(x - a ) n f ( x)dx 


<1,便找到 


了矛盾.事实上，这时有 


一 a) n f(x)dj ： 


- a Tdx { 取 a = 


:： 2”U + 1)J: 

= 2 »(n + l )[ j；(|-,)"dx 

+ I>( X 'T 


2 


证毕 • 


下二例通过积分值的估计 ，解决零点存在性问题. 

: r ; • ••••.:, * | 

:例4 丄 10 设 / U ) 在上连续 ， v 

K X 

f ( x ) sin.xdx = J 7 /( x)cos xdx = 0. 

试证: / u ) 在内至少有两个零(值) 点. 

证 1° 若 /U) 在 卜 ，| ) 无零点，因 /u) 连续， /U) 在 
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0,恒保持同号，例如/(1)>0(或<0)则得估计 


/( x)sin xdx > 0( 或 < 0)， 


与已知条件矛盾.可见中至少有一个零点^0 ^ K )- 

2°若 /( x ) 除 a 外在内再无零点，则 / U ) 在(0,工。） 

与内分别保持不变号.若/在此二区间符号相异，则 
/( x ) sin(x - : c 。） 恒正（或恒负）， 


K 

•7 


/( x ) sin(x - x 0 )dx > 0( 或 < 0).. 


但由已知条件 


/( x ) sin(x - 


JC 

•7 


/( x)sin xdx 


x 0 


胃 

，了 


/( x)cos xdx = 0, 


矛盾•若/在二区间上符号相同，则 / U ) cosU - o :。） 恒正（或恒 
负），同样可推出矛盾. 

* ☆例 4.3.11 证明方程 


• L + w " + _ 

在开区间 （50,100) 内有根 a •(国外赛题） 

证作为上限 z 的函数， 


Adt = 50 


FU) = L v， ( 


2T 


100 ! 


cU 


连续•只要证明了 F (50)<50, F (100)>50, 则由连续函数介值定 
迪，知 3 ae (50， l 00) 使得 = .因 


+ • • • - 4 - _ _ _ 

2! iOOl 


Q<i ， 
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故 F (50)<50 明显•剩下的只要证明估计式： F (100)>50. 

反复使用分部积分法： 


F (100) = 

J ( 


1 


IT 


* —— 




100! 

• 100 


dr 


=1 一 e 


100 

IT 


!) de_， 


100 




100 ! 

dt 





> 101 - e - ⑽ .1^ 



lOO 101 、① 

ToTT ； 


①这是因为 l <@< f 〈… <^^，为了下面写法简单，记 = 则在 
如下方阵里 


^0 

<2| … 

a ioo 

a ioi 

^0 

at … 

a 100 

a )0\ 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

9 

• 

• 

• 

ao 

a i … 

a lOO 

a ioi 

、ao 

a\ … 

a »00 

a 101 


左上方三角形内的元索之和，小于其下方三角形内元索之和，从而小于整个方阵全体 
元索之和之半。方阵全体元素之和为 

叫卜畀 +... + S ). (杜乃林） 
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>101-51 = 50 •证毕. 


☆二、积分不等式 


我们把联系两个以上的定积分的不等式，称为积分不等式•关 
于积分不等式，有不少著名的结果，我们将在下节里讨论.这里只 
介绍证明积分不等式的若干基本方法. 

a . 用微分学的方法证明积分不等式 

☆例 4.3.12 设 / U ) 在 [0,1] 上可微，且当0：€(0，1)时，0 
</(: r )< l ,/(0) = 0 •试证：. 

(J:/ ( 叫 2 >J:/H 

(上海交通大学） 


令 

因 


证 I 问题在于证明 

(^/(工也）- J 。/ 3 (工 ) dx > 0. 

F(:r) = |J^/(Odrj - ^f(t)dt. 
F (0)=0, 故只要证明在 (0,1) 内有 F ' U )>0 .事实上 


F'ix) = 2f(x)\ f(t)dt - f(x) 


= fU )\ 2 [ f ( t)dt - fU )} (1) 

L Jo 

已知 /(0)=0,0</( o ；)< l ( 当工 e (0,1)) 故 (0,1) 时 fix ) 
>0.(以下证（1)中另一因子大于零.）记 g ( x )= 2 ^ - 

/^(• r )， 则 g (0) = 0, 

/(•r)=2/U)-2/U)./(o:)=2/(a:)[l-./U)]>0JS 

g (^) = 2 ^ f { t)dt - fix ) > 0 

(当 « r 6(0， l )). F '(* r )>0 获证. 

证 E 问题在于证明 
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(I/ ( 


)dx 


/(x)d. 


> 1 . 


⑵ 


令 F(ir) = tL /(0cU ) 2 ， g (工) = J :/ ⑴山， 

则 (2) 左端(利用 Cauchy 中值定理） 

J(x)dx ^ _ F(l) - F(0) r ⑺ 2/(f)J:/ ⑴ d 

— G(l) - G(0) = G'(e) " TTf) 


f 3 (x)dx 


一/⑺ 


(o< e< l) 


2 L/(Odr 

~? U ) _/ 0 ( o )~~ 


2/( ? )7 TvT 


> 1 (0 < 7 < e < 1). 


/( rj ) 

b 利用被积函数的不等式证明积分不等式 
☆例 4 . 3.13 试证 


VI - 


^dx > 


sin 


(国外赛题） 

分析 令 




dx 


= arcsin x. 


cos 


VI - 


=dx 


令 


— arccos 


sin 


VI - 


cos(sin t)dt 


dx = sin (cos t)dt 


欲证的不等式化为 |； cos ( sin ,) d ,>/； sin(cos ,) dr . 


⑴ 


⑵ 
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为此只要证明 I 

cos(sin t ) > sin(cos t ) 当 时]. (3) 

但已知 (0，寻 上有 sin : r <: c，cos x 严、故 

sin (cos t)<cos t < cos(sin t ). 证毕. 

例 4.3.14 函数 /(* r ) 在闭区间 [0,1] 上有连续的一阶导数， 

证明 

| | /( x ) | dx ^ max ( J 0 I /^(^) I dx , ^ f ( x)dx j . 

(国外赛题） • 

证 r 若 = p /( 工 ）Mx 问题 s 明. 

2。若 \ X f ( x)dx < f |/ U)|cLc , 则 /(X) 在 [0,1] 上变 
Jo Jo 

号，由 / 连续性，知30：。€(0,1)使/(；1：。）=0,于是 

l /(. x ) I = |/( x ) — /( x。） I = f y ( x)dx ^ f • I ( x ) Idx 

Jx o Jx 0 

^ \ f / ( x )\ dx . 

Jo 

取积分知 |/( x )| dx ^ \ \ / ( x )\ dx . 

Jo Jo 

原不等式获证. 

☆例 4.3.15 函数 /( x ) 在 [0,1] 上单调不增， 证明： 对于任 
何 a €(0, l ), 

/( x)dx ^ a f f ( x ) dx . (1) 

Jo Jo 

(国外赛题，华中理工大学） 

证 （1) 即 

f ( x)dx ^ a f ( x)dx + a f { x)dx , 

Jo Jo a 
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亦即 


(1 - a)| f{x)dx > a\ f(x)dx 9 
,o J« 

r ^^ f ( x ) dx . 


但 /( I )、， 故 


iJV ( x ) do ;> f ( a )> T ^^ f ( x ) dx . 

例 4.3.16 设 a ， A >0，/ U )>0, 且/(幻在[心6]上可积 
xf { x)Ax = 0 •试证： 


2 f ( x)dx ^ ab f ( x ) dx . 


提示 


[(x + a)(6 - x)]f(x)dx^0 


例 4.3.17 设 / U ) 与 gU ) 为雖的 [ B 卩： ¥工1,工 2 有 

(/(工1)-/(工2))(容(工1)- g ( x 2 ))^0. (1) 

试证： 

f ( x)dx g ( x)dx < (6 - a )[ f ( x ) g ( x ) dx . (2) 

， a a Jo 

提示在 （1) 式里先对 a :, 于 [ a ，6] 上取积分，然后对 a : 2 在 
[ a ，6] 上取积分 • 

注若将<1)式里的不等号反向，则 /、 g 称为 g 的.若 /、g 
反序，则 (2) 式不等号反向. ™ 

例 4.3.18 设 / U ) 在 U ，6] 上连续•试证 




V ( x)dx 


1/(^) \ dx . 


提示使得 


I /(6) I = 一 b 」 a f { x)dx , 
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max 1/( x ) I = \ f ( x 0 ) I = 

c . 在不等式两靖取变限积分证明新的不等式 • 
☆例 4.3.19 证明： : c >0 时， 


| ° f ( t)dt + /( 彡) 


6' <sinx<x -T + l20- 


(吉林大学） 

证已知 cosx<l U >0, 只有： r =2”7 T 时等号才成立 ）• 
在此式两端同时取 [0， x ] 上的积分，得 

sin x<ix ( x >0). 

再次取 [0, x ] 上的积分，得 

1 - cos (x >0). 


第三次取 [0,* r ] 上的积分，得 

3 

x — sin x < ^- (x >0). 


即 


x - < sin x (x >0). 


继续在 [0, 上积分两次，可得 


sin 一 : |-十爸 Q •证毕 


注上面是用积分法证明，对偶地还可用微分法证明，如用例 
3.4.3 中的方法. 

三、综合性问题 

以上我们讨论了关于定积分的几类较典型的问题.但是问题 
是多种多样，错综复杂的，不是几种类型所能概括的.本段主要讨 
备一些灵活多变、带综合性的一些问题，以作上述内容的补充 • 

例 4.3.20 设函数 / U ) 二次可微，证明在 U , 6) 内存在一 

点 L 使得 、• • f 】 
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，⑺ = - ， ( 宁 ) 卜⑴ 

证记 X 。= a 2 6 ，将被积函数在 I ==工。处按 Taylor 公式展 
开， 

f(x) - f(x 0 )-(x- x 0 )/(x 0 ) ^ ( x 广 〉 /( Tj) , (2) 

其中7在工。与工之间.在区间 [ a ，6] 上取积分，注意 (2) 右边第一 
项的积分为零.因此 

(fix) - /( x 0 ))dx = 

a 

此式右端中 r ( 7 ) 虽然不一定连续，但导数具有介值性质（例 
3.2.24), 因而积分第一中值定理仍然成立•故3 ( a , 6)，使得 

a ( 工一 x 0 Y f{rj)dx = («r — x 0 ) 2 dx 

代入 (3) 即得欲证式 （1). 

例 4.3.21 设 / U ) 在 （0, + oo ) 中单调不减，且 VA >0, 
/ U ) 在[0,/\]上可积•试证 lim 丄 [ X f ( t)dt = C 的充要条件是 

x— + OO X J Q 

lim /( x ) = C (其中 C 为有限数或 + oo ).( 武汉大学） 

: T— ♦ w 

证1°(充分性）由条件 / U )， c (当 X 二 +00) 知： VA >0 
当 x>A 时有 /( A )</( x )< C . 从而 ， 

V ⑴ dz [ X fU)dt 

— + /(A) ^A< J -^_ — <c, 

, f ( A )< lim 

X—+ «> x J 0 X—♦» X J 0 

冷 A —+ OC , 则 /( A >— C , 上、下极限相等 r 、 

.. . lim ^ —J /( r)dr = C . 

2° (必要性）已知 / U ) 夕，所以 
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y (x - x 0 ) 2 / v ( 7 >dx. (3) 



记 


lim f(x)= sup fix) — '—M ， 

x-* 4 oo 0< X< + 00 

这里 M 可能是有限数或十 oo . 任务在于证明 M= C 
若 Af 为有限数，则 V*r>0, 有 /(:r)<M, 从而 

-[ T /(«)dr <— fd ; = M , 

•T Jo X Jo 


( 1 ) 


故 


C = lim 丄 f f ( t)dt ^ M . 


⑵ 


可见 C = + oo 时， m 只可能为十⑺•剩下只要证明 C 为有限数的 
情况. 

按上确界定义，由（1)， ViVTCM , 3，>0使得 f { x )> 
AT •但 / U )，， 故 V : r >/ 有 / U )>/(/)> M / •于是 • 

f(t)dt = 士 |J 0 ’⑴ + J f(t)dt 

^ fit)dt + ~M (x - x y ). v * 

令 I — + oo 取极限，得•由 M f < M 的爸意性，知 C 为有限 
数时 1 - •* 

M < C . ' (3) 

但 M 为有限数时，有 (2) 成立.(2)、(3)联立可知•证毕 
*例4.3:22设 / U ) 为 V •次多项式，且' •••• ’. 

^x k f(x)dx = 0 U.= l,2r“ ， n). (1) 

试证 ：1) f(0) = (n + l) 2 jV(j ： )dx, 


1) f ( x)dx 


2) f(x)dx = 

J 0 

2)， 东北师范大学） 

证既然 /( or ) 为 n 次多项式，不妨设 

/(j ： )==a 0 + a x x + ••• + a n x 
于是 /(0) = a o . I 


( 2 ) 

(3) 
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利用已知条件式 （1) 


.1 r\ 

f 2 ( x)dx = ( a 0 + qx 十…十 a n x n ) f ( x)dx 

. o Jo - 

• f 1 

= a 0 /(x)dx. 

Jo 

可见，只要证明了 

a 0 = (n + 1) 2 Jo ,( x ) cLc ， 

代入式 (3)、(4), 即得结论 1) 与 2) .下面我们来证明式 (5). 
由式 (2) / 


k f(x)dx = 


Qi 

FT 2 



(通分后） = Ck + i ) Ck + 2 )~- lk~+~n + D ' 

其中 QU ) 是关于 A 的《次多项式.根据式 （0,(6) 知 

Q ⑴=0 U = l ， 2, … ，/!)• 

Q 以1,2, …， ri 为根，因此 


⑷ 

(5) 

⑹ 


Q (灸） = c ( A -1) (是 _2)…（走 _«) (7) 

(其中 c 为某一常数）. 

将 (7) 代入 (6) 的后一等式•同乘以 A + 1,并令 -1, 则得 

“0 = ( - l)”（n + l)c; (8) 

将 (7) 代入 (6), 并令 A = 0, 可得 

f ( x)dx = (9) 

- Jo n -r i 

在 (8)、(9) 中消去 c , 即得 a 。= (n + l ) 2 f /( a :) dr •证毕. 

Jo 

下例用 积分的方法求解函数方程 . 

例 4.3.23 设 /(or) 在任意有限区间上可积且满足方程 

f(x ^ y ) = f ( x ) ^ f ( y ). (1) 

试证 ：/( a :) = ar ， 其中 a =/( l ). 
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证要证 / U ) = M ， 当 0： M ) 时即要证 M = 常数•或 

0 C 


x y • 

亦即 fix ) y = xf { y ). 

为此在已知方程 /(r + y ) = /(0 + /(： y ) 两边对£取积分 

[fit y)dt = \ f ( t)dt + f ( y ) • x . 


但 


⑵ 

•⑶ 


fit + y)dt = f(u)du = [ f(t)dt - f f(t)dt , 

Jo Jy JO Jo 

故 = r f(t)dt - [ /(Odr - f f(t)dt. 

Jo . Jo Jo 

此式右端 ， o :、： y 以对称的形式出现 . x 、： y 互换知 

工二 yfk 工、， 

从而 • fU>ax (当 x \0 时）. (4) 

在 （1) 中令 x = 0 ，：y = l , 得/(0) = 0•可见 (4) 式对于 X = 0 时也成 
立•最后 .（4) 中令 x = l , 可得 a = /( l ) •证毕. 

函数线性相关的充要条件. 

定义 S / iUh / Jx ), …，人 U ) 在 [ a ,6] 上有定义，那么, 
当且仅当存在不全为零的常数 C| , C2 … C>| ，使得 


y] c ifi ( x ) = 0 ( V X 6 [a ,6]) 

i-i 

成立时，函数 / Jx )，/: ( or ), …，人 U ) 称为在 [ fl , 6 ] 上线性相关 

的，否则称为线性无关的. 

• • 

* *例4.3.24设/ 〆 ^:),/“：^), …， 人（0：)在0,6]上连 
续，记 

a b 二 J / W /, ( 工 ) dx (i，j = 1,2,…，”)， 

试证 ：函数 /^ x ),/ 〆 :*:), …，人 U ) 在 [ a , 6] 上线性相关的充要 
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条件是行列式 




^11 U 12 

a 2 l a Z 2 


= 0 


证若/ 1 (工），/ 2 («2：),...，/ || (工〉线性相关，则按定义，彐^ ： 1 
C 2 ，…， (不全为零），使得 


g { x ) = Y ^ cJi { x ) =0 ( V x G [ a 9 b ]). (1) 

» = i 

由此， 

\ g(x)fj(x)dx = . fi(x)fj(x)dx 

J a t *： 1 J 4 ® 

it 

=^ a ^ c , = 0 () = 1，2,…， ”）， 

( 2 ) 

即关于 = 1，2, …， n) 的方程组 (2), 有非零解.故系数行列式 

Det (〜 ）=0. (3) 

反之，若 (3) 成立，则 3 c:,, c 2 ，… ，c w (不全为零）使得 （2) 式成 
立，从而 

g 2 (x)dx = 

% a 

= 2 C > g{x)fj{x)Ax = 0 . 

J * 1 

If 

由练习 4.2.6 知 g(x)= cJi ( x ) = 0 ( V x 6 [a,6]) •因 

此/ 1 卜），/ 2 (*2：)广，人（0；^[心6]上线性相关. 

利用特征函数的积分表示区间的长度. 

* *例 4.3.25 设 = …， n) 为 [0,1] 中”个区 

间，且 [0,1] 中每个点至少属于这些区间里的 g 个.证明这些区间 
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[ 公(工) 2 c /( x 〉 d . 

>*i 


里，至少有一个，其长度 


证 


用/ ； U ) 表示第 i 个区间 U ，(9,] 的特征函数•即: 


/,(工 ）= 


J 1,当 x € [ a, ，戽 ] ， 
1o, 当 x 乐 U， a ]. 


则 \[ f ^ x)dx h (为第 * •个区间的长）•且函数 /( x) = 


V ]/ f ( x ) = M 当 x 属于 U , aK *. = 1，2广.，”）中的灸个时）•于 
k 已知条件可表达为 

fix ) = k ^ q . (1) 


此外, 


= 2 f dx = t(A — a,) (2) 

« =*l J *i »-i 

为区间 I [cr,, A] i 二的总长.由式 （1) 知总长 

2 - «i ) = J o /(-r)dj： > q . (3) 

假若每个区间的长度 ft - 则这些区间的总长 

n 

- A ) < n • + = q , 
i = i 71 

与 (3) 式矛盾•因此 ，3 [ a ，/?,],使 A _ 

n 

下面讨论凸函数的积分性质. 

例 4.3.26 (Hadamard 定理）设/(X)是 [a ,6] 上连续的凸函 
.数•试证：有 

f{^)< 占 n /(od < - /( x ,) 2 /U2) - 
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(长沙铁道学院） 

证令 t - x x + A(a：2 - x, ) ,A G (0,1) ,U!j 

- - - 2 f(t)dt = [ f[x x + X(x 2 - x,)]dA. (1) 

x 2 ~ X \J Xj JO 

同理，令 t = X 2 - X { x 2 - x x ) ，亦有 


工 2 一 文 1 」 


f(t)dt = / [工 2 — 又（工 2 - x \ )]dA. 


从而 


工2 




1 r 1 

= y 0 (/[ 工 1 + 又 (： 2 - 工 1 )] + / [^2 - A(x 2 - x, )])dA . (2) 


注意 a 十 A (工 2 - 工，）与 - A (： r 2 - a )关于中点 


十工 2 


2 


对称. 


由于 /(« r ) 是凸函数， 

y (/ [ + A( J ： 2 - X, )] +/[x 2 - A(x 2 - 0：, )]>/| 


工1 + 工 2 
~ 2 ~ 


故由 （2) 得 


另外，由 （1)， 应用 / U ) 的凸性， 

x 2 -: 丄/⑴心 = \/^ 2 + (1 ~ A)x ^ dA 

< J : U / U 2 ) + ( l - A )/( A)]dA 

=/ u 2 >4|>/ U )-[-^] 

一 /( 工 1) + /( 工2) 

2 • 

例 4.3.27 设 / U ) 是[0, + ~)上的凸函数，求证 
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F(x) = - (1) 
•r Jo 

为 (0, + ⑺）上的凸 函数. 

证 / U ) 为 [0, + oo ) 上的凸函数，因此它在(0, + oo ) 内连续 
(§3.4 定理3的推论 5),/( x ) 在 [0,: r ] 上有界（当： r >0 时 ）（ 例 


3.4.9).由此知积分（1)有意义.注意到：乂0：>0,令 u = 丄时, 

x 


FU) = 

= |V(xu)du. ( 2 ) 

则 VA €(0，1), ViHhX ) 恒有 

F [ Ao *! + (1 - A ) x 2 ] 

= J o /l [ Ax ! + (1 - X ) x 2 ] u\du [因⑵] 

广 l 

= / [ Aj ：! u + (1 — A )x 2 u ]du 
Jo 

< f [ A /( x ltt ) + (1 - A )/( x 2 u)]du (因 / 的凸性） 

JO 


= AF(x l ) + (l-A)F(x 2 ), 

所以 F 是 (0, + oo ) 上的凸函数/ 

例 4.3.28 设函数 g ( x ) 右 [ a ，6] 上递增，试 证： Vc €( a ， 
6)，函数 


/(:)•= j g ( x)dx 

为凸函数. 

证因 g * U ) 递增，积分有意义.且 v Xl < a：2 < a：3 

/( 工 2) - /( 工 1) =— 

尤2 一 尤1 X 2 


2 g ( x)dx < g ( x 2 ) 




工 3 


^ r 2 \ l gU)dx 


/( 工 3) - /( 工 2) 
尤3 -工2 
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由 §3.4 定理 3, 知 / U ) 为凸 函数. 

例 4.3.29 设 / U ) 为 U ，6] 上的凸函数, 试证： Vc 、《 reU ， 

6) 有 

fix ) - f ( c ) = f - ( t)dt = f \ ( t ) dt . (1) 

Jc c 

证因 / U ) 为凸函数，由 § 3 . 4 •定理 3 推论 4，/_( f ), 
/♦ G ) 存在且 ，（当 £€(^6)).故（1)式中的积分有意义.对[^， 
x ] 任作一分划 =: r , 

有 /( x ) - /( c ) = - /( x .- j )]. (1) 

但参看彡 3.4 .定理 4( 用该定理的证法），我们有 

/( 工 ,) - /( (x,.! )(Xi -X,.,), 

/(:,) - f (工 i - lXf - -X,.,). 

于是由 （1) 式知 • 

n 

2^"- ^ JCi-i) < /u) - /(c) 

i = 1 

^ 2-^- ( 工 •)( 工 .一 工 ,_1). 

«-i 

将分划无限分细，令 A = max (々- jt , •_,)—()，取极限可知 

(x)da: = /(or) - /(c). 

同理有 = /(工）- /( c ), 证毕. • 

例 4.3.30 设 /(0：)，/>(：1：)在区间[^,6]上连续，/)(： 1 ；)>0, 

% b 

/(工）心〉0,且 m </( x )< M . 9( x ) 在 [ 所 ， M ] 上有定义，并 
有二阶导数， < p "( x )>0. 试证： 

/ c b 

P ^ x ) f { x)dx p ( x ) < p ( f ( x))dx 

平 - ^ - • 

p { x)dx p ( x)dx 

Ja Ja 
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(北京理工大学） 

证 I ( 利用积分和 ) 将 [a,6]n 等分，记 

工 ,= a + 七 (b - a) ， pf /) ( x ( ) , 

fi =/( X ,) (i = l ,2，"， n ). 

因为 f "( a :)>0,9( x ) 为凸函数，由 §3.4 定理 6 .知 

Plfl + />2/2 + … + Pnfn \^P\ 9(/l ) + 户 2 Vifi )+•••+ Pn<p(fn) 


, Pi + P 2 + — + />n I 九+九+…+ 久 

即 


(工 i 、 f (工 i 2 /> ( 工, ) 9 (/( 工, )）! 


b _ a 


b - a 


令 n ->+ oo 取极限，便得欲证的不等式. 

证 K (利用 Taylor 公式，参考例 3.3.3 之证法 ) 
记 

[p(x)f(x)dx 


之0 = 


p{x)dx 


( 1 ) 


则心） — <p(^o) = 9^o)(y- ^o) ^ ~ 工。) 2 •注意 

/⑺ >0 ,所以 

?( y ) - < p ( jo 0 )><p ( J ： o )( y ^^ o )- 
在此式中，令 : y = /( o :), 然后两边同乘以 

P (工) 

J 6 -, 

p(x)dx 

% a • 

再在 [ a , 6] 上取积分，并注意式（1)，得. 

r r . 

p(x)<p[f(x)]dx ' p(x)dx 

~~p - 9^(^o) js - 

p(x)dx p(x)dx 1 
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p{oc)[f{x) - x 0 ]dx 

〉」 ~'~ 7 b - • 9’（工 0 ) = 0, 

J p(x)dx 

[ p{x)cp[f{x)]dx 

所以 pU 。）< J -^—^ - , 

j p{x)dx 

\ p(,x)f{x)Ax 

这里 ；=^ - • 证毕 • 

J p(,Jc)dx 

各种技巧的灵活应用 
单调性的妙用 

☆例 4.3.31 设函数 / U )>0, 在 [0,1] 上连续试证:0< 
a < 卢<1有 


\ 0 f ( x ) dx > f^~ a \[ f{x)dx > j \/ {x)dx - 

证[0,糾上/(0；)>/( 0 )故 

4j/U)dr^i-JV(a)dr = /(«) /(x)dr > j\[fU)dx. 

利用对称性 € 

☆例 4.3.32 设 / U ) 为 [ a , 6] 上的连续递增函数，则成立 
不 等式： 

•厶 L b 

，/ U)dx •(上海交通大学） ⑴ 

证 （1) 式等价于 J (x - c ) f { x)dx ^0, (2) 

其中 (：= 色/为[“，6]中点，注意 g ( x )^ x - c 关于0；=、有点 


对称性，记/!=¥，令 X — ，则 
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(2) 式 =J ^/(c + t)dt = 


o J -h • 


tf(c + t)dt (3) 


其中 


tf{c + t)dt ” J (- r ) f(c - r)d (- r ) = - J xf{c - r)d 


r 


将 7 ■仍记作 Z 




于是（3)式 = t [ f(c + t ) - /(c - t )]6 t ^ Q . 

.0 

(因 // ，二对称点上 [/(C + 0-/U-r )]>()•) 

求导变成微分方程 

☆例 4.3.33 设/(了）在 [0, + ~)上可微，且满足 ‘上 


JV(Odf = 音 £/(Od/，i >0, 求 /(or). (北京大学) 

解 原式表明当 ： c > 0，* r \3 时 £/(0 ck =0,因 £/ U)ch 


对于工连续•，故[0, + oo ) 上 f /(0 ck =0. 若/不变号由此即知 

Jo 

/(X) =0. 

将原式两边同时求导可得 

(3 - x )/( x ) =-2 f ( x ). 

分离变量积分得= 为任意常数）.可见 / U ) 不 

变号，故 c =^=0./( xX ). 

巧用极值原理 

☆例 4.3.34 设 / U ) 在 R 上连续，又 
9 U ) = /( x )| V (/) dr 单调递减， 证明： /(工）三0,1€尺.（上海 
交通大学） 
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证已知 〆 I ) = / U ) J:/ ⑴ dr = [(+ J 。/ ⑴ &)] 、， 

且一） = 0，故函数 Fix ) = ( yj / (?)dz ) 的导数 
>0,当: r <0 时， 

r ( x)j = 0,当 x = 0时，由此 F ( or ) 在 x =0处取极大也是最 
1<0,当 *r >0 时. 

大. 

0< F ( x )< F (0) = 0 ( Vx € R ). 

/ 

因此 = 0 .因 /(： r ) 连续 f(<x) = ( L /(/)dr ) = 

0( Vx € R ). 

被积函数零点问顯 

☆例 4.3.3 S 设 f { x ) 在 [ a ,6] 上连续，且 f / U)dx = 0, 

« a 

J xf ( x)dx = 0. 证明：至少存在两点 x , , x 2 6 ( a ,6), 使得 

fix ,) =/( x 2 ) = 0 •(湖北大学） 

证 r (利用 Kdle 定理）记 FU ) = J "/( r ) dr , 则有 FU ) = 

F (6) = 0,因此 346(^6), 使得 /( xJsrUJsO . 

2°假若 xka :, 时 /( x )>0, 则广（工）>0,尸严穴，0 = 
FU )< FU ,)< F (6)=0, 矛盾.类似可证 / U ) 恒 <0不可能 
(当 xh , 时). 

3°有2°的结论，就可断言 /( x ) 必有第二个零点，因为，不然 
的话 / U ) 在 U ， & )内（和 （4,6) 内）不能变号，且：^的两侧只 
能异号，从而 （ a ： - x ,)/ U ) 在:^两侧保持同号，于是 

0^ (x - x x ) f ( x)dx - xf { x)dx - x , f /( x)dr = 0 矛盾. 

« a a J a 

对数导数的妙用 用积分解决微分学的问题 
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☆例 4.3.36 已知 / U ) 在（2, + oo > 上可导， /(： r >>0, 且 

^( x /( x ))< - A / U ), A 为常数，试证在此区间上 / U )< 

A^ u + "，其中 A 为与 * r 无关的常数 .（ 兰州大学） 

提示已知 

即有 （ i n /)、 f <-¥ = — U + l )( lno：r 

[2， x ] 上积，知 In 縣 <“ + l ) ln (|*)= ln (| 「，故 

/( x )< Ar- u + 1> ( A =/(2)-2 4 + l ). 

☆例 4.3.37 设 / U ) 在 (0, + oo ) 上连续可微，且 

/(0) = 1,工>0时 /(工）>丨/(工）|,证明 ： ：1：>0 时 〆 〉 / U ). 

(中国科学院） 

证已知 x >0 时 （ l n / U)r = f ^< l , 又由于 /(0) = 1， 

知 ln /( x ) = J ( ln / Cx ))^^ < x •因此 f { x ) < e x . 

用 Taylor 公式推得积分值的估计 

☆例 4.3.38 设 / U ) 在 [ a , 6] 上二次连续可微, 



证明： f / U)dr 其中 M== 脆 I f U) 

Ja Z4 «6 

(中山大学 ，华中 师范大学) 

提示记[心6]的中点为（=^^，将 / U ) 在 x = c 处按 

Taylor 公式展开到一次项，釆用 Lagrange 余项.零次项 /(c)=0, 
一次项积分为零 [(: r - O 相对 c 而言是奇函数 ，[ a ,6] 是对称区 
间]. 

ff(x)dx\ = |£ 4 去 /' ⑺ u 一 c) 2 dx|<M( 6 _ a) ^ 
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上、下极限的应用 

☆例 4.3.39 设函数 / U ) 在任何有限区间上可积，且 
lim f ( x ) = I ，求证： 

I— + co 

lim - f/(Odr = /. (武汉大学) 

X— +« x JQ 

证问题只要证明 


lim 


( f ( x ) - l)dx = 0. 


⑴ 


Ve >0, 3 A >0 •当 X>A 时 丨/(工） 一/丨<£•又 
0^ I — [ (/( jr)-/)dr ^― [ I f ( x)-l I dr +— 

工 J 0 工 J 0 x ^ 


I fix )-1 I dr 
( 2 ) 


一 A 


-e (3) 


<^\ Q I /( 工） "/ I dx + • 

(2) 左边不等式两端令 z — + oo 同时取下极限，不等式 （ 3 ) 
两端同时取上极限，可得 0 < lim | 丄 「（/ U ) - Z)dx < 

x-» ♦ «> I 工 J 0 


lim 


(/( 工 ）- I )dx 

^ J 0 


< 


由 e >0 的任意性，极限 （1) 获证. 

注请检査本例与例 4.3.21 的异同. 


/ 


练 a 4.3 


• 3.1 证明： 


l)^2e'T < J^e^dx <^2; 


3) 4^ 2 < r ^dx^~n 2 . 

. 9 • J * sin j - 9 
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☆ 4.3.2 证明 + 时 sin •- . 

提示参看例 4.3. 19,坷利用已知不等 式：当 + 时有 

2 7 t 

sin x . 

☆ 4.3.3 求证： f ( x ) =£(/ - t 2 ) sin 2 n td((ri 为正整数）在 上的 

最大值不超过 r ^ + ^ ^ rn v (西北 大学） 

提示 

>0，当0<1<1 

f y ( x ) < =0 当 j =1， 4 / ( x ) ^ max /( x ) - /( 1 ) • 

<0 当* r > l . 

☆4.3.4 把满足下述条件 1) 和 2) 的实函数/的全体记作 F : 

• 1) /(_ r ) 在闭 K 间 [0,1] 上连续，并且非负: 

2) /(0) = 0,/(1) = 1, 

试 证明： mfj */(^) d.r = 0,但不存在 f e 使 j > U)dx = 0.(15 门大学) 


提示 V /6 F T \ / U ) dr >0, 又3人6 F 如 /„ U ) = x ”， 


使 limfVdr = 0( 用例 4.1.4 的 1) 的方法明显成立），故 inf f / U)dx = 0. 

^JO /6 FJ 0 

但 F , 由连续非负， /( l ) = 1, 易证 |% u ) 心 > 0. 


☆4.3,5 若 /( x ) 在 [0,2 tt ] 上连续，且 / U )>0, 则对任意正整数 


有 


(东北师范大学） 

提示 | j /( x)sin wjrdx | = | /( x)dcos nx 

^ 丄 [/(2k) - /(0)] + 丄 I f /(j)cos tixdx 
n n I Jo 


< 右. 


4.3.6 /(:?*)在[(7，6]上可导，/(1)\4, i /( x ) l^m >0, 试证 
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I cos fLr ) d . 




4.3.7 /(*r)#0, 在 U,6] 上可微， /U) 二 /(6) = 0, 证明至少存在点 
€ [fl，fc]， 使 

l/(c)l> (F^yf ,/U)ld "- 

4-3.8 将条件 /U)\0 换为 /U)<0, 重新证明例 4.3.5. 

4.3.9 证明 


< 

.3.10 对自然数心>2,证明 

sin(2n + 1) 


4 


II ： 


cU < 


2 + In n 
~ 2 ~ 


4.3.11 函数 /U) 在 U,6] 上连续，并且对干仟何区间 [ a ,#]( a < a < 
不等式 


/(x)dx 


< M I /?- a 


是正常数） 


成立.证明••在 U,6] 上， /U)=0 •(国外赛题） 

☆4.3.12 证 明：若 /U) 为[0，1]上的连续函数，且对一切： r G [0,1] 

有 £/(“）d« > /U) > 0,则 fix ) 三 0•(上海师范大学） 


提示方法 I 记 FU ) 


/⑴山，则 


又因/连续，非负冷 /(x) 


0^r{x) = f{x)<F{x) 

_ (于 [0,1] 上）. 

方法 n 3对>0使|/(1)|<从（于[0，1]上）.¥:€[0，1> 

% 

有 0</( x )< p / U)du 

= /(?,)* r，0<6 < or, 反复利用此结果 

< …< /(d—fix, 

0 ^ ^ ^ $ n -i < … f I < «r 

< Mr" —0 .故[0，1)上 /( t ) =0. 

由连续性知 /(1) = 0. 

4.3.13 证明••如果在（-00, + oo) 上的连续函数/(文）满足 
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J f ( t)dt =0, 

那么 / U ) 是周期函数. 

☆4.3.14 设 / U ) 处处连续， FU ) = &]^/U + Ock , 其中5为任何 
正数. 证明： 

1) F (: r ) 对任何 a •有连续 导数； • 

2) 在任意闭区间 U ,6] 上，当5足够小时，可使 F ( t ) 与 / U ) —致逼近 
(即任绐 e >0, 对一切: re [ a ,6] 均有丨 F (: r ) - / U )|< e ) •(华东师范大学） 

提示 1) 令 W = 知 ‘ FU ) = ^[^/( M ) d w , 又因/连续 

故 F，(x) = T 8 [fU + 5 ) 一 /(i 一 幻]也连续 • 

2) /连续知 [“6] 上一致连续.故 Ve >0, 35>0,当丨61<》时， 

[ a ，6] 有 |少 (1 + $)-/(: r )|< e . 

因此 . I fXi ) - /( j ) I = I f(x + t)dt - f ( x ) \ 

=I /(x + f ) - fix ) l < €. 

☆ 4.3.15 [ a 9 b ] 上的连续函数序列 p 丨 ， p 2 ,“•，％, …满足 

( pl ( x)dx = 1. 

% a 

证明:存在自然数 N 及定数 o , c 2 ，…， c . v 使〉] c 丨 =1, max I ^] c k < p k ( x ) > 

*: I *Ti 

100.( 扬州师范学院） 

提示可对 [ W ( jt ) +…+ y v ( x )] d > r = N 应用积分中值 定理. 

a 

•V 

再提示因 [ a 9 b ] 9 Yj 9 ，(^ =^-.取~> 100 2 (6-«)，令 

Ci = aJ b N a < p,(di = 1，2, …， N )， 则乏 ] d = 1 且 y ^ c , y ( g ) > 100 从 

Y iy . = i > -1 

而… • 

4.3.16 按牛顿二项式展开及代换 ： r = sin r 两种方法计箅积分 f(l - 
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• r 2 )^1(// 为正整数）.并由此 说明: 





(-1)”_ (2«)!! 

2^ + 1 — (2«11)了！. 


4.3.17 设在 (0 ,f ) 内连续函数 /( x )>0, 且满足 


/2 ⑴ 


v 1 + 2 tan ' 

求 /(^ r ) 的初等函数表达式 .（ 复旦大学） 

提示两端同时对 I 求导. 


☆4.3.18 设 lim 


，- .0 b.r - sin 


° V~~a 


(华中师范大学）. 


dt = 1,试求正常数 a 与心 

《a = 4、 b =4》 


0 


提示可用 •^型 Hospital 法则. 


再提示1 =原极限 t^lim 


x-o b - cos x 

0,( 当 A \1 时），矛盾， 


lim 




-^(^=1 时〉， 
V a 


故 V~a = 2 ,a =4,6= 1. 

☆4.3.19 求 lim r \( sm 冬)/⑴ dr ， 其中 /( x > 可微，且已知 

otj s t 

lim /(0 = M 中国科技大学） 

f 呼 ♦ oo 

提示可用积分中值定理. 

原式 = lim $sin -^-*/(6)*2-6 

6 » ♦ « C 

( o:<$<:r + 2, 当 x — 十沈时， $— + oo >. 

4.3.20 设 a >0, 函数/( I )在 [0， a ] 上连续可微， 证明： 

I /(0) i<—r I fu ) I dx + r I fu ) I dx •(华中师范大学） 
a Jo Jo 

提示 + J :， ⑴ d ‘ r = /(f > 一 /(0) + /(0) 
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=j:/u)dx + /(O) 

I /(O) 丨 士 Jo/(jr)d: I + I {。/^此 < … 

☆4.3.21 设 fix ) 的一阶导数在 [0，1] 上连续，且/(0) = /(I) = 0, 
求证：丨 J^/(j：)dx ^ ― ^max^ I f { x ) I. (清华大学） 

提示可先通过平移 f ，再分部积分放大. 

再提示令 = r 

|V(x)dx = 如山 = 

tf(t + ~) 7 f - + +) d/ 

< m[ T \ t \ dt - ( M = max I / ( x ) I ) . 

J - 士 4. o < x<i 

☆ 4.3.22 设 /€ C ([0,1]) (即 / 在 [0, i] 上 连续〉 ，且在 （0,U 上可微， 
若有 8f 7 /(* r)cb* = /(0)，证明 ：存在 托.(0,1),使得 /(f) = 0.( 北京大学） 

提示 可先用积分中值定理再用 Rolle 定理 

原式48/( ? )(卜去）=/(0)$/(7) = /(0)々3匕/(芒)= 0.其中0<^ 
< . 

4.3.23 设函数 / U ) 在 U,6] 上连续，/ U) >0,又 F(x) = [ fU)At 

• a 

+ 1 7 Ul dt •试 证： 

1) . 

2) FU) = 0 在 U,6] 中有仅有一个实根 .（ 华中师范大学）. 

提示 1) (平均不等式 

2) F 在端点异号 ，且广 >0,F 严 

*4.3.24 设 /(or) = f sin "df, 求证： 《r > 0 时，丨 f ( x ) I < 丄.（北 

J X x 
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1 京工业大学) 


提示 


4- t = /r,/(jr) = J 2 


l^T 


dr 


H ：： 


77 


d(-cos r) 分部积分，注意 


l< 1 . 可得 x > 0 时 , 


l/U)l < 27 + 2T 


1 


+ ir 


dr = 


+ 1) 4J/ ^ 

余4.3.25设 / U ) 在 （a ,6) 内连续， 

lim [/(x + m ) + f(x - m ) - 2/( x)]du 

= 0( x ^ [ a ,6]), . 

试证 / U ) 为线性函数. 

提示利用练习 3.2.34. 

糸4.3.26设 / U ) 是 [ u ] 上的凸函数， / U ) 有界•求 证： 

a 2m = ~厂 /( ^)cos 2 nxdx ^ 0; 

= + 厂 /(:)cos (2 n + l)xd.T < 0. 

浓4.3.27设 / U ) 是 [0,2 ir ] 上的凸函数， / U ) 有界. 求证： 

a m = /( x)cos rucdx ^ 0. 

浓4.3.28 设 / U ) 在 U ,6] 上连续•试 证: / U ) 为凸的充分必要条件是 

/u) < 士 JV U+ 伽 

对 V [: r -/ i ，: r +/2 ] C[a ,6] 时成立. 


§4.4 几个著名的不等式 

本节讨论几个著名的不等式•这些不等式不仅本身是重要的， 
而且证明这些不等式的方法，也十分典型•因此，本节较系统地介 
绍这些不等式，并着重讨论它们的证明、变形与应用. 
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— 、 Cauchy 不等式及 Schwarz 不等式 


a. Cauchy 不等式 

定理 1 设 a ,, 6,为任意实数（/ = 1,2,…， n ) 

则 ^ S a , • 2 W ， ⑴ 

1=1 i=i i=i 

其中等号当且仅当 tz , •与 6,. 成比例时成立 .（1) 式称为 Cauchy 不等 
式 .（ 注意此定理以后应用很广泛 .） 

证 I (判别式法） 

0 < y](ajX + 6,) 2 = ]°° 2 

■ 1 I * 1 

+ 2 ( 2 ]a, 6 , )x + ( 2 6 ' )• 

关于的二次三项式保^非负，故判别式 

( S a 々) 2 - 2小<。. 

*• *» 1 »■ ® 1 I ■ 1 

证 I (配方法）因 


- (2 a « 6 * ) 2 
i ■ 1 i - 1 > > 1 

= • S 6 > ~ • 2 a A 

»-t i-i ，》丨 >*i 

• = 1 >=1 i»l >-l 

1 " 

= y ^ i ( a A - a A ) 2 ^ o , 

故⑴式获证•等号当且&当 a ,A = a ,6 ; ( i,j = l ，2, ... ， n ) 时成立 
证 I (利用二次型） 


0 < 2 j ( a,.r + 6,)) 2 

i = i 
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=(2 a - + 2 (2 a - 6 > ) x y + 

即关于工 o 的二次型非 k 1 定，因此 ’ _l 

ix 1 >a 

«-i 1*1 

. 萬 

2 a A 

*=i «-i 

此即式 （ l ). 

注用方法 ID , 易将结果进行推广.因 

n 

0 ^ 义 2 工 2 + …十 a im x m ) 2 

1 = 1 

n m 

= 2 S a ik^i t ^k^j 

i = l 々•> = ! 

^ n 

= S (.2 a ^ a «> ) x ^y * 

k . J = l i = l 

此式右边为 A ，0： 2 ,…， J ； m 的二次型，此式表明该二次型非负定， 
因此系数行列式 
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(2) 式是 Cauchy 不等式的推广形式. 

b. Schwarz 不等式 

Cauchy 不等式的积分形式称为 Schwarz 不等式.它可以通过 
积分定义，直接由 Cauchy 不等式推得.也可仿照 Cauchy 不等式的 
证法类似证明. • ^ 

☆ 定理 2 若 /UhgU ) 在上可积，则 

( f{x)g{x)dx\ < f f(x)dx[ g 2 (x)dx. (1) 

Wa / J a Ja 

若/(1)^(幻在[心6]上连续，其中等号当且仅当存在常数《, 
/?，使得时成立 U，/3 不同时为零 ）.（ 南京理工大学 
等多校 ）（ 注意此定理以后经常用到 .） 


证 I 将 [a，6]w 等分，令 x, = a + — a), 应用 Cauchy 

不等式， 

(结 / u ) 如))、+!；/('_) •结， u) ， 

令 n — oo 取极限，即得式 （1). 

☆证 I J f 2 { x ) dx ^ g 2 ( x)dx - |J fix ) g { x ) dx^j 

= +J t / 2 (' r ) dx f fl g 2 (y) d y + f ^ y )^ g 2 { x)dx 

一 g { y)dy 

= Y dy [ 户 ( 工 ) 茗 2 ( ： v) + f(y)g l (x) 

^ Ja J a 

• - 2 f (^) g (^ r ) f ( y ) g ( y)]dx 

= [八 ^) g ( y ) - g (^)/( y)] 2 dx > 0, 

这就证明了式 （1) •由此看出，若/(^、《（^^连续”等号当且仅当 
存在常数 a, (不全为零)使得 d/(a:) = /3g(：i：) 时成立. 

还可用本节定理1中证法 I、ID 类似的方法 证明. 
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类似可以推广到一般的情况•若函数 / ( i ), 仏 (* r ) ( f 二1, 
2, …， m ) 在 [ a ,6] 上可积，则 

Det|| /, (x)/,(x)dx 0. 

若/( X )在 0,6] 上连续，其中等号当且仅当 /, ( x)G = l ，2, …， 
;n) 线性相关[即3不全为零的常数 fll ， a 2 ，…，％使得 
^i/i(^) + a 2 / 2 (i) + …+ a m f m {x)=0] 

时成立. 

☆ c . Schwarz 不等式的应用 

应用 Schwarz 不等式，可证明另外一些不等式.使用时，要注 
意恰当地选取函数 /U) 与以 X). 

☆例 4.4.1 已知/(1)>0,在[(2,6]上连续，]' 6 /(：|：)010：= 

1，务为任意实数，求 证： • 

(/(x)cos kxdx j + || /(x)sin kxdx j ^ 1. (1) 

(中国科技大学） 

证 （1) 式左端第一项应用 Schwarz 不等式 

/(x)cos kxdx J = -/ YGc){V f ( x)cos kx)dx 

^ f f ( x)dx • f /(.r)cos 2 kxdx 


=/( 工） 


kxdx . 


同理 


(/0)sin kxdx^ < J /(x)sin 2 ^rdx. 

式 (2) + (3) 即得式 （1). 

练习 1) 设 /( x) 在 U,6] 上连续，证明不等式 
(jV(x)dx) 2 d a)£/U)dr •(北京大学) 
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⑵ 


( 3 ) 



2) 设 / 2 (a) 是 [a,6] 上的正值连续函数，求证 
h{t)dt • > (b - a、 2 • 

( 中国科学院，哈尔滨工业大学） 

提示 1) 对 ( 1 - f(x)dx j 用 Schwarz 不 等式 . 

Vh(t) • -- - —df 
V h(t) 

有时需要对积分作适当变形，才能用 SchwarzF 等式 . 

☆ 例 4.4.2 设函数 g(x) 在 [0,a] 上连续可微， g(0)=0 , 试 

证 I g{x)g(x) I dx < + I g{x) l 2 dx, (1) 

Jo z J 0 

其中等号成立当且仅当 g{x)^cx (c 为常数）时成立 .（ 北京师 
范大学） 

证 1 。记 /U) = f 丨 g(t) I dt 则 

Jo 

/(x)=l/(x )|, 由 g(0)=0 知 

I g(x) I = I g(x) - g(0) 1 = 1 g / (t)dt l< I g{t) I dt 

Jo Jo 

= fix), 

因此 f I g(x)g / (x) I dx < f(x)f / (x)dx = f f(x)df(x) 

=j({ o a i-i g(t)\dt^ 

< 士 1 。 l 2 d:r • J。I g{t) \ 2 dt (Schwarz 不等式） 

= 皆 J:〆 2 ⑴ &. ⑴式获证 • 

2° 当 g = cx 时 （ 1) 式明显成立 • 只需证明必要性.如上已证 



2) (b - a) 2 = (!' 
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有 I g(x) g'(x) I dx ^ I I d^j < 

皆 I:〆 2 ⑴ dr ， 

若 （1) 式中等号成立则有 

(I g {t) I d/ j = a g ， 2 {t)dt (2) 

记 A = f g / 2 ( t)dtyB == I g { t ) I dt y 

Jo Jo 

于是式 (2) 相当于方程式 

J:(l + A I g { x ) \ ) 2 dx = AA 2 + 2BA + .2 = 0 (3) 

的判别式 4=0 .因而二次方程 (3) 有唯一根 ： 

义 。 — 是（当 A\0). (4) 


但 ，(x) 在 [0,a] 上连续 （(4) 代人 (3)) 由 

| I g { x ) I j dx = 0,可得 B 丨 g ( x ) I = A. 

A 与 0 时 B 也不为零，故〆 U)= ±^, g U)= ±会0：十（1，又由 


于 《(0)=0,q 為,所以 g { x )^ cx { c ^ ±!•为常数） • 


最后，假若 A = 0,即 j > /2 U)dx = 0,因 g { x ) 连续，知 

〆 (工)三0,在 [0， a ] 上•从而 g { x ) = c 2 ，但 g (0〉 = 0所以 g (« r ) 
= 0•属于 g ( x ) = cr 中 c = 0的特况.总之，不论 A 是否为0,当 
(1) 式等号成立时 g ( x ) = cx(c 为常数）.必要性获证. 

注对任意区间 U ,6], 若 〆 连续， gU ) = 0,则有 

J I g(x)g{x) I dx < ^2r \ ( 茗 D/da:, 

其中等号当且仅当- a ) 成立 （ C 为常数）. 
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☆例 4.4.3 假设函数 / U ) 在闭区间 U ,6](6> a ) 上有连 
续 n 阶导数 /—( a:)， 并且 广) （a )=0, A =0, l， …， n - 1•求证： 

( J a V °“)) 2 d:p < (士 ) V (6 - 。广*[]":(广)⑴ ) 2 dr]' 

( 1 ) 

这里，•(中山大学） 

分析 1 ° 先设法证明最简单而又必须证明的情况•令 n = \ 
(此时 A = 0 ， m = 1 ). 我们所要证明的结 论是： 

假若 pU) 在 U，6] 上有连续的导数 ，9>U )=0, 则必有 

b 1 1 b I 

( ( 史 (:r)) 2 d:r ) 7 < ( 去 ) 7 (6 — a)( (^ ， (x)) 2 dx j T . (2) 

为把 p 与 〆联系起来，用公式 

( p { x ) = | < p / ( x)dx . 

应用 Schwarz 公式 

(<p(x )) 2 = I (p f {t)At J < I l 2 ch • (<p / (t)) 2 dt 


<p ，2 (t)dt. 


⑶ 


两边同时积分 


(95(x)) 2 dx < I |( j - a)J (p ，2 {t)dt jdx 

= yJ a 6 (| a V 2 ( Odr ) d ( x ~ a ) 2 (应用分部积分法) 

= 士 (… ) 2 ( jy (叫 i ::: 

一去 (x - a ) 2 ( p /2 { x)Ax (删去第二项） 


(6 — a ) 


<p' 2 (t)dt. 


两边同时开方，便得欲证的式 (2) 
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2° 回到一般情况，令^工） = 7^(1), 反复应用我们刚刚证得 
的不等式 (2 )w _々次，便可得欲证的不等式 （1 ). 

下例用 Schwarz 不等式求极限. 

☆例 4.4.4 设 f ( x ), g ( x ) 在 [ a ，6] 上连续，/( 1 )_ 0 , 
发（工）有正下界•记< = f l /( x ) lV ( x ) dr,n = 1,2,…•试证 

J Q 

{ }^TJT = ^ 4 ^ (:c)l •(南开大学，四川大学） 

证 r (为了分析|^|的变化状态，我们先研究 < 邻项之 
间的关系 .） ” 

< = r 丨 /(x) * v ( x)dx 

= 1 AT:) I /U) I 丁 . V~g(x) I f(x). I^dx 


( 应用 Schwarz 不等式） 


< ([gU) I fU) r-*dx) j . (JVx) I fU) 1-d.)' 

= d i -\ - 

因 <> o , 平方得 

即 d ” d ^\ ^ 

• d. h 人 

2 °因八1)在[^6]上连续，3从>0,使得|/( :1:) | < 从于 
U ，6] 上.故 


0< 


d H ^ ^ \ b sU ) I fix ) r”dx 

丨 ~ I 1 ― 


g (^) I fix ) rdx 


I fU ) \ n dx 
f six) I fix) rdx 
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3 。 既然单调有界，所以有极限•据例 1.2.3,2) 的结果 


lim 与 

n —® a 


—= lim ^ d~ n = lim ( g ( x ) I fix ) I n dx ] 
„ n-»°° "-♦co \ J a / 

=max I fix ) I . (例 4.1.7) 


☆二、平均值不等式 
a . 基本形式 

定理3对任意 n 个实数 +>0 (i = l , 2, •••,/!) 恒有 

Aw' d" fl2 _ : 二 " : (1) 

(即几何平均值<算术平均值），其中等号当且仅当七=七=…= 
^时成立 .（ 证明见第一章 §1.1) 

☆例 4.4.5 设正值函数 / U ) 在 [0,1] 上连续，试 证： 

[>/ ⑴& r l f 、 

e < f ( x ) dx . 

Jo 

(中国科学院） 

证由条件知 /( x ), ln /( x ) 在 [0,1] 上可积•将 [0,1]；! 等 
分，作积分和， 

j u)dx = 

\nfU)dx= Um|S ln /(^)= Umln(ri/(^))". 


所以 




= HU f {n)T' 


应用定理3, 


迫啦) ro ⑴， 
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故 


J*b/(x)dx ^ C f( x )dx. 

JO 

另证取对数，原式等价于 

ln/(x)dx ^ In f(x)dx === in S, 

Jo Jo 

即要证 f (In fix) - In S)dx ^0, 

Jo 

事实上上式左 =£ln=^d_r = |^ln[l + - l)]dx 

[ 利用不等式 ln(l + ;r)<x( 当工 >-1 时 ）] 

(因为學》，孕 -!> 叫 

= 去 Jo,(x)d:r -1=0. 

证毕 . 

※ 匕.平均值不等式的推广形式 

定义 设义 >0 (i = l ， 2, … ， rz ), 记 

n 1 

M r(a)^^^a：Y (r >0), * 

称 ^ ， … ， ^ 的 r 次幂平均.它与算术平均的关系是 

M 1( a )= t ^+" •〜 A(a) , 

n 

M r (a) = (A(a r ))K 

定义（加权平均 ）， A >0 (i = l ， 2, 〜， n) 

、 

记 M r (a f p)= - , 

Sa 

i = 1 

0((1 yp)= (Yl a i Pi ) ^ - (^i 1 必 … 心 )/> 1 +p 2 +- + /> n • 

i = 1 
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iVf r (a，/>) 和 G ( a ，/ >) 分别称为 a, ,a 2 , ••- 9 a n 的 
术平均，和加权几何平均. 

/ >.(i = l，2，"、n ) 称为疼赛•若令& = ^― j： 竞彳户■ ，则 右 g , = 

1 .这时 

M r (a ,g)=( 2 qM] ) r 

1=1 

n 

G(a 3 q )= a ^ = a ] 1 a \ 2 …心 • 

i = i 

将 A 改成 g,G = l,2, …， W ) 称为权数的标准化•（为了简洁，以下 
我们将连加连乘符号中的标号略去） 

引理 1 设 r >0,a, ,a 2 ,--, a n 不全相等，则 M r ( a 9 q )> 
M 令 （ a ， q ). 

证 Mr ( a tg ) = (Eq.a^)^ 

.= (Sv^V^2,i) 7 (应用 Cauchy 不等式） 

< (S q^i )1( 据 E% = 1) 

= (E 9l a；)^ = M r (a , 9 ). 

引理 2 G ( a , g )= lim M r ( a , q ). 

r -*0 .•: . 

证 r 若 q , a 2 , …，皆 >0, 则 

a 【= e K = e ^=i + r i n aj + o(r 2 ). 

所以 M r (a, g ) = (E 9l a；)^= e> S W 

= ex P[+lnS ① (1 + rln a; + (>( — ))◎ 

= exp[yln(Eg, + rSg,ln a f + o ( r 2 ) T , q i )^ 


①任意数 A ,exp A 表示 e A . 即 : expA = e A 
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(又因为 = 

= exp[+ln(l + r S^. ln a, + o( r 2 ) • 

如此， lim M r ( a 9 q ) = exp( S q t In a；) 

r-0 V 

= Tla^ = G(a ， q) • 

利用这两个引理，立即可得平均值不等式的推广形式. 

定理4设 a , ,〜，•••，〜 不全相等，则有 G(a 9 q )< M x (a 9 

即： a\ l a q 2 2 ••• a q „” < <?, a, + … + q n a n ( g, >0, S <?, = 1 ), 

亦即 :(a^. … 4 )^TT： < H.. 二卜 . 

Pi 卞…卞 P n 

只有 A, …，〜 全相等时“ < ”才成为“ =”• 

证由引理1知 

M, (a 9 q) > ( a ， q) > 

1叫从（£2,9).又由引理2知1叫从（0,9)=0(^2,9),故 

r—0 + r—0 + 

G ( a ， q )〈 Mi ( a ， q ) • 

显然若 I = (? 2 = … = g n = +, 则回到定理 3 .可见定理 4 是定 
理3的推广. 

« c . 平均 值不等 式的积分形式 

定义设函数 / U) ，及 />U)>0, 在 [a ,6] 上有定义，且下面 
所出现的积分有意义.记 

f p{x)f{x)dx 

A (/) = - , 

p ( x)dx 


(r >0) 
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K(f)= 


p(x)f (x)dx 
f p{x)dx 



若 /( x )>0, 记 


G(/) = exp 


I p{x)\nf{x)dx 

rb 

p{x)dx 


它们分别称为 / U ) 的加权算术平均，加权 （ r 次幂）算术平均 
和加权几何平均.其中 /> U )〉0 称为权函数. 

若用 g ( x ) = 7 / (x) _ ■ 取代/ >( x ), 则 \ b q ( x)dx = l . q ( x ) 称为 

P(x)dx Ja 

J a 


/>( x ) 的标准化. 

注由上述定义，明显可 看出： 

1) lnG (/) = A ( ln /) (/(* r )>0 时）. • 

2) 若为常数，则 

A(af±(3g) = aA(f)±liA(g). 

3) M r (/) = [ A (/)]^, A (/) = M 1 (/). 

4) G (/) 是加权几何平均 


i = 1 

2 Aina, 

= exp l — 

的积分形式. 


5) 若 = 则 A (/) = yi -^ f( x )dx , 

<(/)= (^>U)dx 广 

G(/) = exp I b \ ln/(x)dx J. 

定理 5 (平均值不等式的积分形式）设 r >0，/( x )>0 所证 
的积分有意义•则 G (/ XA (/), G (/)< M r (/). 
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即 


』 一一 < [\ b qU)f(x)dxY. 

(r>0, 包括 r = l 的情况 .） 

证 V r>0, 

〜(/) = (J q(x)f^ (x)dxy 

=tL 工、 • 々 9( 工 )/^( ： r)d:) r 

< (f q(x)dx - Cq(x)f(x)dxy 


(Schwarz 不等式） 


= (J a 9(*r)/(*r)dr) ’ ( 因 J q( x )dx = 


=M r (/). 


= 3 (r 心叫、 a =/w 


P- y (见例 


4.1.7) 


且 G(f)= exp|J g(x)ln/(a ： )dj ： j 

故 二 （/)>•• 

2' 

^ Hm M r (/) = fx 

r —0 + 

>G(f). 

# 

r = l 时， BP A(/)>G(/) • 证明过程里“>，，中的 等号当 且仅当 
/U) = 常数时成立 . 
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* 三、 Holder 不等式 
a. 基本形式 

定理6 (Holder 不等式）设 a , , 6, >0, ( £ = 1,2 ,…， n > U ’ 

为 实数: + + + = 1,则 
当々>1( 从而 〆 >1) 时 

^ (^X) T • (2 6 0 ?; ⑴ 

*»1 *-1 i^T 

当 々<1, A \0 (从而。<1)时 

> (lx) 1 • (lx)+ •… (2) 

i = 1 i*l i-1 

其中等号当且仅当 A 与 6,. 成比例 [3 a , p 不全为零使 = 

G = l ，2, …， ”）] 时 成立. ••… 

证1°当 6>1 时，这时 "=_ L ^>1 

J i 

<^^[1/ \, 1/ \1 • (应用定理 4) 

. r 厶 一 T + r 一 1 • 

“<”中的等号当且仅当 = …幻时成立: 

2。当々<1时，注意到++ 士二1可得 
k \\- k ) y 

2 d = I ： y 6 r v(1 -” = 2 UA )*(6 n i -*. 
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利用刚证得的式 （1) ，把 (从广八綷广：^^分别看作⑴式 
中的七，6,，々，与则得 

故 （) T<EaA -(26* )^ = l：aA • )一士 • 

即 SaA >( Sa ; P (2 綷）士. 

且不等式中的等号当且仅当 d 与綷成比例时成立. 

b. HSlder 不等式的积分形式 

定理7 设 / U ), g ( x )>0, 并使得所论的积分有意义 
\0，1为共扼实数 (即： + + +=1)，则 

U >1 时） J " f ( x ) g ( x)dx < || /( x)dx j T || g ( x ) da : , 

( 1 ) 

(务 <1 时〉 J " f ( x ) g ( x)dx > |J /( x)dx j T I g k ( a;)da j F . 

( 2 ) 

若 / UhgU ) 连续，则其中的等号当且仅当 / u ) 与 / U ) 成比 
例(即3 af ， j 8 不全为零，使得 a /* ( x )= P 9 g k ( x ) 9 V arG [a 
成立. 

证明与定理 6 完全类似，只要把 “2” 改为积分符号”即 

可•那里应用定理4.这里是应用定理 5. 

不等式（1)、(2)亦可应用积分和的 极限， 从定理6 推得. 

例 4.4.6 试证明 

• [ V… dx (a >0). 

(广西大学） 
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证 



于是原式左端 


[xa — dr • 卩， … dr 

1C 買 • 

= O … dr • ( 应用定理 7) 

= n -\ = \. 

* 四、 H. Minkowski 不等式 


a . 基本形式 

定理8对于任意实数 r \0, l ， 及 + ,&>()(£ = 1,2,…， n) 
有 

当 r>l 时，(土;(〜十6,)^< (土X)士 + (1>;)去， (1) 

i = 1 i = 1 i = l 

当 r<l 时， （_U, + 6,)0^ ^ (E^) 1 + (S 6 0^ (2) 

其中等号当且 k 当 a, •与 6, 成比例[即 ：3a, /?不士为零使得加, •= 
烨,，（! = 1,2,…， ”）] 时 成立. 

式 （1) 又称为距离不等式 .r = 2,n=3 时，式 （1) 表示 R 3 中三 
角形任一边小于另两边之和.因此 （1) 式又称三角不等式. 

证 r>l 时，记心= a, + 6•，贝 IJ 

= X/^ a « + 6 i) r = 2(4 + 6,)(^. + 6, 广 1 

* ® 1 i -1 «*1 

^ Da ^" 1 + S 6.57 1 . 

令灸则+ + ^ = 1，对上式右端应用 Holder 不等式 
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= [( S <) 去 + (26;)士].(以)*十 

两边同乘以得 

(S5 ； )^<(20^ + (26；)K 

其中& = a , + 匕.（1)式得证.由定理6知，其中的等号当且 仅当心 
与 b { 成比例时成立. 

r < l 的情况完全类似可证. 

b. H. Minkowski 不等式的积分形式 

定理9设 / U),gU)>0, 在 U,6] 上有定义，使下面积分 
有意义，则 * 


> 1 时， (£(/(:) + 心)广) 7 < (jV(x)d 


( 1 / 


( 1 ) 


( o :) da : 


0 < r < 1 时， (/( 工） + g (工 ））’)>( /( x)dx J" 

. + tfX- 

( 2 ) 

证可仿照有限形式（定理 8) 的证法，从 Hdlder 不等式的积 
分形式推出•不等式（1)、(2)亦可用积分和的极限从定理8的不等 
式(1)、(2)推得. 

c. ft 元 Minkowski 不等式 
上面的不等式立即可写出它们的一般形式. 

定理10对于任意实数 r\0, 及％>0(纟=1,2，〜，^ ; 彡=1， 
2,… ， W) 有 
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r > 1 时，(士 ( + a: 2 + …+ 〜 ) r ) r 
1 = 1 

«=i / =1 «=i 

" 丄 

0 < r < 1 时， （ 2] ( + … + a IWf ) r ) r ， 

i = 1 

+ ( l>d + … + ( S ^)^ 

，• ® 1 1 = 1 1=1 

等号当且仅当与 （&)；•=, 成比例时成立. 

定理11 设/ ；(0：)(2 = 1,2，一，饥）在[( 2 ,6]上有定义，下界 
为正，在 [ a ，6] 上可积 ，则： 


b i 

>1 时 ,(J (fl(x) + ― + / m (x)) r J r 


< 


0 < r < 1 


> 


(\/' ix)dx ) r 

时， ( J >( 


+ ••• + 


([ V„wd 


X 


(1) 


f m (x)) r dx 


f x (x)dx 


(]>以 


X 


⑵ 


* 五、 W . H . Young 不等式 

著名的不等式还有很多，我们不准备一一介绍.最后，只介绍 
一个在证法上有特点的 Young 不等式. 

定理 12设 /( x )，, 连续于 [0, + oo ) 上，/(0)=0，“6>0, 
广(工)表示 / U ) 的反函数•则 

ab ^ f{x)dx 4- r l (y)dy, (1) 

Jo Jo 

其中等号当且仅当 / U ) = 6 时成立. 

该式从几何上看，是十分清楚的.因积分等于曲边梯形的面 
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max^ = max (乂 一乂 - ， ）= max [/(x f - ) - ) 卜 0. 

Ki<n 1<i<« 

故 /( x)dx + f r l ( y^ d y 

Jo J o 


=lim(y]/(x l )Ax < - + 2 厂 W- 1 ) △乂） 

”一 f^i i*i 

=limi][/(;)(; - x t . x ) + f'ifU-MfM - /(x,.,))] 

=lim y^[/(x, )(x, - x •- 1) 十 - /( 工 ,_1))] 


= lim [ xj{ x\ ) - 工卜 1,( 工卜 1)] 

=lim [ xj(x n ) - x 0 /(x 0 )] 

n~* o° 

=lim[a/(a) - 0 - /⑻] = af(a). 

n -»oo 

(2) 式 获证. 

2° 由 （2) 式可知，若 / U ) = 6, 则 （1) 式中等号成立 • 

3°若0<6< / U ), 则由 / U ) 的连续性可知， 3 x D G (0, fl ), 


使得 /( A ) = 6•于是 


f(x)dx + j。 广 （J) 办 

° f(x)dx + [ f(x)dx + f f" l (y)dy 


=£ /(x)dr + (因 6 = fU 0 )) 


>/( x 0 )(a - x 0 ) + J ： o /(^ o ) (应用式 (2)) 


=af(x 0 ) = ab. 

4° 6>/ U ) 的情况，只要把 / U ) 看作是 / M (： y ) 的反函数，就 
可由3°的结论得到. 

5°联系2°，3°,4°可知（1)式成立，当且仅当 / U ) = 6 时 （1) 式 
中的等号成立. 
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例 4.4.7 证明当时不等式 

ab«_ l + blnb 成立. 

(安徽大学） 

提示 / U)=f -1，连续 ，厂 + 〜6>1,应用 

Young 不等式 ， (a - 1)(6 - 1) ^ f f ( x)dy 4 - f ~ ] (^)(1^ 

Jo Jo 

即得. 

例 4.4.8 设 a， 办 >0，/>>1， 丄 + 丄 =1， 试证： 

P Q 

abSSl + 匕 . 

P Q 

证I因/>>1，故 /(I): I” 1 ， 连续（当工>0时）. 
f ~'( y ) = y ^ = y q ' 1 (^X = 9 一 1) •应用 Ymmg 不等式有 

ab < ^f{x)dx + J 。 /]( ： y) d ：y 

一 ^ y 

-— + — • 

P q 

证 I 令 f(jc) = y + ^-bx (X>0), 


则 f / ( X ) = X ^^- b < 


>0,当 ar >6 ?^T 时， 

1<0,当: r < A #! 时. 

所以 /( x ) 在 x = 6 為处 为最小，但/(6 占 ）= 0,故 f ( a )> 0 . 

练习 4.4 

本节以例题为主，以下习題作为 机动. 


/ 


4.4.1 证明0.83<]" 


dx 


<0.95. 


4.4.2 设 / U ) 在 [ fl ，6] 上连续可微, /( fl ) = 0 . 
试证： M 2 — a ) J / 2 ( x ) dx , 
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其 中 sup |/( i ) I • 

4.4.3 设 / U ) 在 [0，1] 上连续可微，并且/(1)一/(0) = 1•证明 

f /2 (x)dx ^ 1. 

Jo 

(国外赛题） 

4.4.4 设 / U ) 在 [ a ，6] 上连续可微 （0< fl <6)，/ U ) = / U ) = 0, 
| V(^)da = 1•试 证： 

广 2 U ) dx >+. 

4.4.5 证明 ： l n ' 

q vm 

4.4.6 设函数 / U ) 在上有连续导数，/ ( fl ) = /(6) = 0•试 证： 

\[ I fU)f\x) I dx<^-^Jy /2 (x)dx t 

并且 f 不能再小. 

4.4.7 若 M ,， m 2 , …， . u n = 1，则有 w , + m 2 + …+ m , 

•试证明这一结论，并由它导出定理 3( 平均值不等式）. 

☆4.4.8 设 * r 丨 ，乃，…，&是正数，且•证 明： 


y/x i X 2 —X m > 


(H … 士 ). 


(中山大学） 


提示参看例 3.4.8 

4.4.9 设 / U )/ 连续（当 x > 0 时），/(0) = 0, fl ，6>0, 试证 ab ^ 
(ifia) + bf 1 (6). 

4.4.10 若有 U _ a > )(6, -匕）>0,则 a f - , b { 称为是似序的•若恒 
有相反的不等式，则称之为反序的. 试证： a , .，6,似序时 

(2 a * )(S 6 0^ w 2 a * 6 ^ 

*= 1 i= I »»1 

kb , 反序时此不等式反向•等号当且仅当 ai = a2 或6,=…= 

时成立 •（ Me (5 bimeB ) 
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§4.5 反常积分 


导读（一元）反常积分是考研热点问题之 一• 非数学院系学 
生可只侧重于计算. 

本节内容包括 :反常 积分的计算，收敛性的判定，反常积分的 
极限，无穷限反常积分敛散性与无穷远处的状态，反常积分作为 
“积分和”的极限. 

☆一、反常积分的计算 


a . 三大基本方法 

利用 Newton - Leibniz 公式，利用变量替换，利用分部积分法， 
是计算反常积分的三大基本方法. 

要点设 r /( o ：) da : 是反常积分，6为唯一的奇点 （6 为有限 


数，或+ °°),计算 f ( x ) dx : 

% a 


1)( 用 Newton-Leibniz 公式）若 /( x ) 在 [a ,6) 连续，且 F ( x ) 
为 /( x ) 的原函数，则 


f ( x)dx = F ( x ) 


F(b -0) - F ( a ). 


2) (变量替换法）若 p ( r ) 在 [〜/?) 上单调，有连续的导数 
〆 （《),?>(«) = a , 9>(沒-0) = 6(卢为有限数或无穷大），则 

f(x)dx = /( (pit))^ {t)dt. 

J a a 

3) (分部积分法）设 u = u (: t )， t ;= D (： r ) 在 [ a ，6) 上有连 
续的导数，则 

[ u{x)v'(x)dx = f udv 


= u ( x ) v ( x ) - I v ( x ) u ( x ) d . 


394 



一般来说，变量替换与分部积分只把一个积分换为另一个积分，最 
后还是靠 Newton - Leibniz 公式算出积分值.但不善于用变量 f 换 
与分部积分，常常无法应用 Newton - Leibniz 公式. 

例 4.5.1 计算反常积分 


- x I 


dt . 


解（这里 


一 . (t - xY + y 
，: y 为参变量， r 为积分变量）令/ 

+ °° I « \^~ y ^ = 2 r 4^ 

-oo U + V Jo U + V 


二“，则 


再令 

y 叫「殚. 

令 p = s 作变量替换，然后，仍把积分变量写成 

则 1 ，£ ° r TT-^ dw = 

Jo z; + 1 Jo 1 + w Jo 1+7 

此式左端和右端相加，除以2,知 


(1) 


400 v 2 dv = If 00 1 + t ; 
0 x ； 4 + 1 2 ,0 1 + t/ 


⑵ 


(拆项) 


= tL (fwt 


—= — T -- 

v 2 v 1 + t ； 2 -^/ 2 v 


= V 2 


tan 


4 

丁 


arc tan 


Ti 




—4~^* 

代入 (1) 式得 

附注 （2) 式右端的积分可另解如下 


⑶ 
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一 士 ) 


= - 7 = arc tan 

n 

例 4. S .2 证明等式 

. b 




jdx = f(V t 2 + 4ab)dt ， (1) 


其中 a ,6>0( 假定二积分有意义）. 

分析比较该等式的两边，我们必须使得 

or 十互 =V t 2 4 ab • 
x 

因 a 、6 、ar >0,此即要求 (ax + = t 2 亦即 

(似 -去 )、,' 

故我们选取变换 （3) 如下： 

证 令 似- 卜， 

此时 (2) 式成立，利用 （2) + (3) 可得 


2a 


t V t 2 + 4a6 ) ♦ 


2a VV + 4a6 

于是 （1) 式右端的积分(设为 J ) 

巧 u- ， r) /(/7rT ^ )i 

右边第一个积分里，令〖=-《， 


⑵ 


⑶ 



+ %/ f 2 + 4ab 
VV + 4a6 
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4ab — u 
+ 4ab 




4ab 


再将 〃 改写成/，二积分合并, 




Aab )d^. 


(1) 式获证. 


4.5.3 已知 £°° e i : d:r = 试证 


x 7dx = 


Vn -： 


提示可利用上例的结果或方法.注意 

re-4dx = e-f%-(-l) J dx = ^e-. 

Jo Jo 2a • 

利用分部积分法，常常可获得递推公式,或把困难的积分变成 
较易的积分. 

例 4.5.4 设 w ,” 为自然数，求 J ^ z ”（ l n t ) m dt . 

(北京师范大学） 

解 I m = f/"(ln tVdt 


J*(ln t) m dr x 


w + 1 


至此已得一递推公式•反复使用此式, 

…点(-闊… (★ 
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☆例 4.5.5 计算积分 


2 nx\n cos xdx . 


解（困难在于被积函数中有对数符号 “ In ”， 用分部积分法， 
消去 “ In ”) 


原式 =; ? lncos xd sin 2 nx 


tin 2 nx\n 


7_1_ sin 2 r ? x (- sin 工） 心 

o 2 y ? J 0 cos x 


1 f ? si 

= 27 TJo — 


sin 2 wjrsin 


( 1 ) 


(我们看到，这里如果被积函数没有分母的 COS 0：,用积化和差公 
式，立即可算出积分值.因此，我们希望设法应用公式 

sin (2 n + 1)/ . … 


=1 + 2 ^cas 2 kt 


⑵ 


将被积函数拆开）.因为 
sin 2 nx*sm x 


= cos 2 


一 cos (2 n + l ) x , 


K 

(1) 式 =cos Inxdx - 


In . 


cos ( 2 n + 1) 


dx, 


第一个积分为 0, 第二个积分令 z -1, 

⑴式 = ^ — r 士 (利用公式 (2)) 

2 n * sin t 

= i ^r^ 1 + 2 2 c - 2 ^)^ = (-ir , ^. 

b . 其他方法 

要点计算反常积分，除上述三大基本方法之外，根据具体情 
况，需要灵活运用各种其他方法,其中比较常用 的有： 待定系数法, 
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把有理分式化为部分分式，方程法，分段积分自我消去法，级数法 
等等. 

※例 4.5.6 计算积分 

00 dx 

x{x + l)”.（:r + n) • 

解（拆为部分分式)设 

1 _ -^0 , -Ai , • At .. 


A 


•r(x 十 + w) x x + 1 x ^ k n 

(A 0 ,A, ， … ， A” 为待定系数）•将 x(x + 1) … （x + n ) 同乘等式两 
边 . 然后令 0：--^ 得 

Ak ( - k)( - k + 1)-*( - 1)1*2..*( - k + n) 

=( - I ) 4 ^ 


k ! ( n — 々） ！ 


其中 cN 


= (-l)*^T U = 0,l,2 ，… ，”） 

n ! 


々！ (n-k)\ 


于是 


=J, (S<-D*^^)dx 


= S (_1) *^L TT ~ k dx 

二 7^x2( - D A C*ln(x + k) 

n • k^O 

2( - D*C*ln(x + ^) = 2( - D*C*ln[a：|l + A j 


注意到 


=In x 




k_ 

x 


In x • (1 - \) n + 文( 一 l )* C n Mn ( 

“o \ 

0 (当 X —+ oo 时）， 


A 

X 
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因此 


/„ = l)*C ， ln(l 十々 ) • 

71 • *=o 

☆ 例 4.5.7 计算积分 


/ = 


J 7 ln sin 


xdx . 


(武汉大学） 

解 / = 


T 


In sin xdx 


令 j = 2 r r ! 


21n sin 2tdt 


:2in2 十 2 


这里- 


In 2 + 2 


霄 

T In sin tdt + 2「ln cos tdt 
0 Jo 

I:- 


sin tdt + 2 


「T 


7 


In sin udu 


=yin 2 + 2/. 

解方程 I = -~-ln 2 + 2 / , 得 j=-|l n 2. 


☆例 4.5.8 计算积分 

00 lnx . f 1 

rr ~= 

1 + i Jc 


In 


第二积分令 i == 
解 n 令 * r = 


r) =J ； 


十 x 

In x 

+ X 

In x 


do: •( 北京航空航天大学 ) 


dx 


dx 


r 如 jiL£ 

Ji YTlc 

f° In t 

Ji FTT 7 


dx . 


dr = 0 . 


In 


= ~I 


x 


In 


ydx = 


,n T 


7 




dr = — 
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故 1 = 0 . 

例 4. S .9 证明 
题） 


dx 


(1 + x 2 )(l 


与 a 无关（国外赛 


提示 




rl (• + 

…+ 

. 0 1 


dx 


例 4.5.10 求忍 g j " I In I 5 - / I I df . 


解 


I In I 5 - r I I d / = - 1 ln ( 5 - / )dt - 


ln ( / - ^) d / 


=1 - sin s - (1 - s ) ln ( 1 - s ) ， 

，、= 111 (+- 1 )，令 ，〜 =0 得 s = ~. 

当时广，由正变负，所以 

max I In I s - t \ \ 

0 < s<l J o 

例 4. S .11 证明 


dt = J (士卜 1 十 In 2. 


广 ♦ oo 

1 1 

1 1 

[工] I 


d " = !^( 1 + y + - + i " lnn ) - 


提示 l ) or >2 时， 


2) 「 … = limr .' 
J l ，一 i 




一 1) 


，积分收敛 


☆=、 反常积分敛散性的判定（十二法 1 


要点（这里只就无夯限的反常积分进行叙述，对于无界函数 

反常积分，有类似的结臬 .） 判定尽常积分 J + V ( x ) dx 的敛散性要 

点 如下： ^ ' ' 

1) 若 / U )>0, 且 lim / U ) = 0, 可考查 X — + OQ 时无穷小 

+ CO 
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量 / U ) 的阶.若阶数 A >1, 则反常积分 j ^/ U ) dx 收敛; A <1 时 
发散. 

2) 若 /( x )>0, 可用比较判别法或比较判别法的极限形式进 
行判断. 

3) 若 /( x )>0, 可考査 \ A f ( x ) dx 是否有界. 

4) 以上 /( x )>0 的条件，只要对于充分大的 x ( x > a ) 能保 
持成立即可. 

5) 因 ^ f ( x)dx 与 - f ( x)dx 同时敛散，故对 /( x )<0 
有类似的方法. 

6) 若: r —+ CO 时 /( x ) 无穷次变号，则以上判别法失效.可考 
虑用 Abel 判别法或 Dirichlet 判 别法. 

Abel 判 别法： 

若 f °°/(^) dx 收敛，且 oo 时, g ( x ) 单调有界 

• a 

则 J /(: r ) g (: r ) d:c 收敛 • 

Dirichlet 判 别法： 

若彐 使 \ A fix ) Ax < Af ( VA > a )， 且 

g ( x )/0( 或 gU ) V )), 则 ^ f ( x ) g ( x)dx 收敛 

7) 用 Abel 判别法，与 Dirichlet 判别法判定为收敛，只是 

广 + oo 

J a / U ) dx 本身收敛•至于是绝对收敛还是条件收敛，还有赖于 

进一步考虑 P °° I f ( x ) I da : 收敛还是 发散. 

« *• 

8) 以上方法无效，还可考虑用 Cauchy 准则来 判断. 

9) 用定义，看极限 lim f f { x ) dx 是否 存在. 

a— °°J a 
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10) 用分部积分法，或变暈替换法，变成别的形式，看是否能 


判定它的敛散性. 

11) 用级数方法判定积分的敛散性（见第五章）. 

12) 用运算性质判断敛散性， 例如： 

若 /( x ) dx , g ( x ) d:r 收敛，贝 1 J (/( x ) ± g ( x))dx 

J a a a 


亦然 • 


若 f { x)dx 收敛， g { x)Ax 发散，则 （/( j :) 土 

a a a 

g ( x))dx 发散 • 

13) 对于无界函数反常积分，以上各条都有类似结论，只 
是 1) 要特别注意•对于无界函数反常积分而言，此条应是趋向 
奇点时, /(«r) 为无穷大量.非负函数的情况.若无穷大量的阶数 A 
<1则积分收敛，若阶数则积分发散. 

例 4.5.12 讨论厂 , < a 的收 敛性. 

Jo I 1 + ifecos X I 


解 1° 若 U I <1, 则积分以 0 与 TT 为奇点，当： C -0+ 时， 




+ ^cos X 


7与 


4 同阶； 当 

JC 




1 + kcos > X 


7与 


同阶.故当且仅当 a >0 时积分收敛. 


2°若々 = 1，则积分仍以 0,7 T 为奇点•当 X — 0 + 时，与1。中情 
况一样，收敛要求 a >0 •对于奇点 7 T , 将 COS 工在 7 T 点展开，可知 
以 + 005 0：| = |-1一008：1：|与（71：-：1：) 2 同阶；而 sin x = sin (7 T - x ) 
与 （w x ) 同阶，因此时 

与 = 同阶 • 

故对于奇点 7 T ， 要求^<0.可见々=1时 ，0、 ir 二奇点不能同时收 
敛.故积分发散. 


^ 若々>1，记 harccos (-士)，则积分以0,沒,兀为奇点.对 
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0,7 T 与 1° 中情况一样，收敛要求 a >0 .对于奇点0，将 COS JT 在: C = 
0处展开可知 


1 十々 cos X = —々(一 士 一 cos x j = 一々 ( cos 汐一 cos X ) 与 I :r 
N 同阶，因此 


sin 


x 


与 


\ \ + k cos X I tf J \ X - d\ 

收敛要求 a < l , 

故 k > l 时，积分当且仪当 0< a < l 时收敛. 
4°当积分作变换： ytTr - i 时，知 


同阶. 


sm 




dx 


4 


sin 


x 




0 I 1 十々 cos xl a 一 ， . J 0 I 1 — k COS X 

即表明该积分关于 A 对称 c 是々 的偶函数）.总结上述结果 知：积 
分当且仅当 U |<1 且 a >0 及 U |>1 且 0< a < l 时收敛. 

例 4.5. 13设 / U ) 在 [1, + oo ) 上连续，知任意 x € [1, 

+ ^0有/(1)>0.另外1& - A •试 证：若 A >1, 则 

x — + «» in x 


f ( x ) dx 收敛.（华东师范大学) 


证（用比较判 别法〉 因 lim - A , 所以 Ve >0, 

x— + oo m x 

彐 A >1，当 I > A 时有 


ln /( x ) 
In x 


< —A + e 


即 ln /( x )< ( - A + e)ln j ： = In x A + , . 

所以 0</(« r )<—^ (当 x>A 时） • 

、 x 

因 A >1, 故可取 0< e < A - l , 于是 A - e > l .根据比较判别法，积 

分又 + °°/U)dr 收敛 . •， 

例 4.5.14 设 /( j ) 在（一 oo , + 00)上有定义，/(1)> 0 ,且 
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在任意有限区间 [- A ， B ] ( A , B >0) 上可积，又有定数 M , 使 
得 f "/( xie'^dx < M 对任意是 > 0成立•试证明 f f ( x)dx 

J -CO J - » 

收敛•（新疆大学） 

证要证明 f ( x ) dx 收敛，因/( 1 )> 0 ,只要证明积分 
R f { x ) dx 对 A ， B 〉0 保持有界•已知 3 M >0, 使 

J - .4 


/ U ) e - 丁 dr < M ( V 务 > 0). 

oo 

V A , B >0, 记 C = max | A , B |, 取 走〉 C , 则 

J'(x)dx ^ J f(jc)e L ~^~dx 

= e ^ J B y ( o ：) e^dx < - M < 3 M . 

故 J ^~/( x ) d*r 收敛. 

.例 4. 5. 15 设函数 / U ) 在半闭区间 （0, 1] 里连续，且 
• jm /(^)= +°°，对任何正整数 N , 定义 / v U ) = m in |/ U )， N |, 

证 明：反 常积分 f /( o :) d : r 收敛的充要条件是 lim r / N U ) dx 存 

J 0 • ♦ oo J o 

在•（厦门大学） 

证1°充分性•因 !im /( j )= +00,故3占>0，当尤€(0,§) 


时 /(: c )>0 .故对 


/(• r ) dr 的敛散性，可用非负函数的判别法进 


行判定•下面我们来证明当 0<a<5 时 f/(x)dj ： 保持有上界. 

Q 

事实上，因为 / U ) 在 u , l ] 上连续，所以 3 Af >0, 使得 f ( x )< 
M , 当 a ： e [«， l ] 时•因而 7 V > M 时， u , l ] 上恒有 

/ N (x) = min|/(x),N| = /(x), 
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从而 


f(x)dx = f N (x)dx. 


^ / v (x)dx , 


令 JV— + oo 取极限，得 


f ( x)dx < lim [ f N ( x)dx < + °°. 

% a N—♦ooj 0 

故 { fix ) dx 收敛. 

2° 必要性•只要注意到 A(：r) 对 N 递增，且 / N U)</(x), 
立刻可用单调有界原理，证得 lim 存在 • 

下面讨论在奇点附近无穷次变号的例子. 

☆例 4.5.16 证明积分 J。|xsin - 去 cos +) 心有 意义 • 


证 I 1°对 


•rsin 


，因 o: — *0 时 


xsm 


0,故该积分 


为正常积分， arsing 只要补充在 z = 0 处为0,则在[0，1]上连续， 


所以该积分有意义. 

2°考虑第二项的积分.首先 


士 COS = - I COS -^jd 


u du 


令 m = VT 


tdV7 




tdtl ^ 


2 分 I 


据 Dirichlet 判别法，此积分收敛. 
其次,原积分第二项 
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dx = 


—yCOS —jdx . 
X X 


pcos ^dx 收敛，因子: r 单调有界.故由 Abel 判别法，知此积 
分收敛.总之原积分有意义. . 

JxsinA-^cosAJdx-^sin^l^ =ysinl, 


故该积分有意义. 

☆例 4.5.17 积分 卜— 

是否绝对收敛？证明所述结论（北京大学） 

^lldx 


dx 是否收敛？ 


解 r[M 

气(卜 

其中 J^ 1 - ~ r ) 7dx 以 i =0 为奇点， 


dx 


1 

r= 


- jy 工 2 + o ( x 2 ) 


与一 ^ 同阶，所以 - ~^ ydx 收敛 •因 收 


敛即为绝对收敛.其次对积分 


-竽 r - i ] 仏 


因为 X>1 时 


< 1，可利用 （1 + jr)° 的 Taylor 公式，有 


(1 _ 宇广 …去宇⑸， 


于是 
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o O. 


而 ir ^ dx 条件收敛，绝对收敛•故原积分条件 
(不绝对）收敛. 

. 例 4.5.18 设《,/?为实数，试讨论积分 

广 ♦ oo 

I = x° wsin (x^)dx 
Jo 

的敛散性•（中科院数学所） 

解若^ = 0,则 

/ = sin lj x a Ax + sin lj x a dx . 

不论 a < -1, 还是 0 >-1,积分发散. 

若 /? ¥ 0, 则 


令/ = / 


o 



in t • f l dt (当 /? > 0) 


J’sin / • (当 /? < 0) 


= TJ\\o 他 ( 记 / ^ 


= rjrl ： 


t^sin tdt 


rirJ, 


/"sin tdt 


/ 2 . 


对于厂 = 


P I . 


/"sin rd / , 因 


i . 广 sin r , 

/— o 1 

故“ 与£广 】 & 同时敛散.因而 乙 当且仅当-1<1(即广> 

-2) ， 亦即 ^i>-i 时收敛•因被积函数为正，收敛亦为绝对收 
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敛，对于 / 2 = sin tdt ，我们只须讨论-即 p 

>-2)时的情况. 


(i) 当一 2<"<-1 f 即一 1〈 


宁 <0)时， 


因 |/〃sin /|</ "且 


rdt 收敛所以此时绝对收敛. 


(ii) 当一 1< / ,<0( 即 0<^^<1) 时，随 00，^\0 


且 




tdt 


=I - cos A 


l<2( 有界）. 


由 Dirichlet 判别法， J 2 收敛且由 


l ， s irwl>^Wr = W cos2/ 


2 


知 J 2 非绝对收敛. 


(iii) 


当 ^>0( 即时，因 VAGN 有 


r (2 k * 

J 2 kn 


t f， sin tdt 


> \? 1 


tdt = ： 2 9 


所以 / 2 发散. 


总之，原积分当 -1< 
件 收敛; 其他情况发散. 


例 4.5.19 讨论 J = 


<0时绝对 收敛; 时条 


iin( 


d . r 的绝对收敛性与条 


件收敛性. 

证积分/的反常点为0和 + oo .将 J 拆成两项 


- r =!；••• 


/ 2 . 
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i ) 显然当 《<0 时 I 2 发散•作变换 ；t = i 易知时 L 发 


散. 


ii ) 考虑 0< a <2 的情况，将积分 J 写成 




+ h- 


其中 


J : (1 - 士卜+ + 士 ) dr | = |卜 (X + 士) d(_r + 士) 


= cos 2 - cos A 


+ 去)'| <2 . 


关于 A >1 有界； 且 ar /^ + oo 时 




\ 0 . 


由 Dirichlet 判别法知 f 2 当 0< a <2 时收敛.作变换 ；c = +, 类似 

可知/,也收敛：故 J 在 (0,2) 内收敛. 
iii ) 证明/对《6(0,2)非绝对收敛. 


sin x 




斗 +士)- 1 _ 


2 x ° 


X 工 +| 


当 0< a < i 时，此不等式右端第1项4在 [1, + CO ) 上的积 
分 发散; 第2项^ • cM 卜十去)在[1, +⑺）上的积分收敛（证法 

sin 2 (x + —] 

与 ii ) 类似）•因而正函数一 \ - fl - $ _ / 在[1，+ 00)上的积分发散. 

x 
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从而 sin ( J + 去) 在 [ o, + «0 上的积分发散，故 J 当0<«<1时 

Q 

X 

非绝对收敛. 

类似可证当 l<a<2 时也非绝对收敛. 

总结0 4)，出），积分当且仅当 aG(0,2) 才条件收敛. 

☆例 4.5.20 设 /( x) 在 U, + ⑺）内可微， /(x) 可积，且当 

工―+ oo 时，/ ( x ) \ 0,又积分 f ( x ) dx 收敛. 试证: 

a 

^ xf { x ) dx 收敛 .（ 辽宁师范大学，北京大学，哈尔滨工业大学） 
证 J xf (x)dx = I xdf ( x ) 

= xf { x ) - j f ( x ) dx . 

已知 f f ( x ) dx 收敛，故 \^ xf ( x ) dx 收敛与否取决于极限 

a a 

lim 0：/(0：)是否存在. 

广 ♦ oo 

因 L f ( x)dx 收敛，利用 Cauchy 准则 ，知： Ve>0, 3 A>0, 
当 x>A 时，有 

£/(Odf < y. 

因 /U )\0, [皆,上 / 的最小值为 / U)， 所以当 o:>2A 时， 

0<x/(x) = 2/U)f:clt<2「/ ⑴ dr < e. 

Jf Jf 

此表明存在极限 lim :c/(:r) =0 .证毕. 

f jr-* + oo 

例 4.5.21 设 /(: t)>0\, 试证 

f /(x)do: 与[ f ( x)sin xdx 
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同时敛散. 

证因 /( 尤） >0\| ，故 /(«2 ： )\40 或 /(x)\A>0. 

1° 若 /(1) 、 \0, 则由 Dirichlet 判别法知, f { x ) cos 2 xdx 


收敛，从而由 关系： 


f ( x ) sm 2 xdx = 


/(x )lZfos_2x dx 


= 2 ~ J /( x)dx — ~2 /X*r)cos 2orda ： 


知， /(^ Osir^jrdi 与 f /(:r)d.T 间时敛散. > 


散. 


2° 若 / U )\ A >0, 则易证二积分发散•总之二积分同时敛 


例 4. S .22 讨论如下积分的收敛性: 


( 〆 + si 


sin x 


( P >0); 


dx ( p > 0 ) 5 


3 ) r dx ( P >o )： 

Jo x r + sm x 

解 1) 为非负函数的积分，可用比较判别法，由不等式 
sin 2 x 〆 sin 2 x 〆 1 

-M) x^x' + sin x)^ x p (x p -l) 

若々〉+，则积分 2 ~ p (^ Jp _ 收敛，从而 


2 x p { x p + sin x ) 


收敛•若/><+，由积分 


g 发散，据上例可知 


亦发散，从而£ 


x p ( x p + sin x ) 


dx 发散. 
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2) 利用 1) 之结果及等式 


可知，积分 f 


3) 因: r 一0 +时 ， C ( 
7 x p + sin x 

不是奇点，收敛性与 2) 相同 • 

例 4. S .23 证明如下积分 收敛: 


一 X p x p (x p +sin x) 

dx 当且仅当时 收敛. 


C (/0( 与/>有关的常数），故 o 


xsm 


4 sin xdx . 


证设 A "> A '> A , 利用分部积分法 

f • 4 . , sin arcos x 4 A 

xsin x sin xdx = -- - 2 - 

Ja . 4 x a * 

+ 丄广 cos g： 4 cos x dx 一 1 广 cos xsxn^x^ 

4j( x 2 Ja x 

— 0 (当 A —+ 00 时）. 

故积分收敛. 

利用级数判断反常积分的收敛性问题，请见下章例 5.1-50 

等. ... 

三、无穷限的反常积分的收敛性与无穷远处的极限 


本段我们来讨论 f ( x)dx 收敛与= 0的 关系. 
1) 我们知道， f ( a:)dx 收敛一般不意味着 / U )—0( 当 

a & 

x - ►+ 00 时）.例如 

sin x 2 dx = —-Idr (x =V7) 

Jo 2V^ 

收敛，但 sin jc 2 ~V0 (当 x— 十 o° 时）. 
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2) f °°/(x)cLr 收敛，并且 /U)>0, 仍不能断言 /(x)-0 

J a 

(当 oo 时）.例如 


fix) = 



Ik 整数时 , 
•r = 整数时 . 



f(x)dx 收敛 , /(x)>0,/(x) 连续,还可能 f(x)\0 


(当 X— +oo) •例如：„ = 1 ,2,…， 

1， 当 JC = W 时， 

0, 当 土士, 

f(x)=< 

直线段，当 : r € 

0, 其余. 


1 

L 71 一尸' 


或 0：€ 


rt , M + 


2 



此函数可以简单表写为 . 

/ ⑴ sj 1 一 r U_n| ， 当工€[”_士，”+矣](„ = 1，2，...)， 

'o, 其余 • 

此时， 
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r f ( x ) dx =±^^. i=±^=i 

Jo • ^ ^ n = l ^ 

收敛 , /u)>0, 连续，但 /uvvo ( 当 x- + oo 时 ）. 

4) 上述条件，将 /u)>0 改为 /(«r)>0, 依然不能肯定 /U) 
— 0( 当 OT-+CX) 时）.这只要考虑函数 

/(x) = max \ y ( p { x ) , 

其中 p(x) 按上款中的 /U) 同样的方式定义. 

5) 若 /(x) 单调 ， r f{ x )dx 收敛，则 lim /(x)=0.( 自证 ) 

a x- ♦ ~ 

6) 若 /(x) 在 U ， + oo) 上一致连续 （或 更强些，设 /(x) 有有 
界导数），则可由 |^/(a:)d:r 收敛推出 lim f ( x )=0. 

a -r— ♦ 00 

☆例 4.S .24 试 证:若 /( x) 在 [ a ，+ ⑺）上一致连续，且广义 
积分 P/(a:)dx 收敛，则 lim /(x)=0 •(武汉大学） 

证 （反证法）若 a：4+oo 时， /U )>0, 则3^>0,使得 

•又因为 /U) 在 U, + ~) 上一 

致连续，对&>0,3 5>0,当 〈谷时 ，有|/(/) 一/(工"）| 

<¥•故当 ，: r^ + 5] 时，有 

\ fU )\>\\ f { x i )\-\ fU x )- f { x )\\>^ ： . (1) 

并且 /U) 与 /U) 同号（因为不然的话，|/(0：)-/(1 1 )|> £ 。，产 
生矛盾）•若 /(A) >0,则 /(a:) >0•从而由式 （1) 知 

/ u )> 誓， 

故 \^ a f ( x)dx ^ ^p + 'da： = ^8 . 

• 415 - 



同理，若 /( 々） <0 , 亦有 


f{oc)A. 




这即证 明了： 对警占 >0, V A, 3 a + 占〉 々 >4 ,埤得 


f(x)dx 




根据 Cauchy 准则，此即表明 I /U)dr 发散 • 矛盾•证毕 


以上关于 “ 


f(x)dx 收敛得出 /(x)-^O(x 


)” 的讨 


论并没有完，如下例 . 

☆例 4.5.25 证 明：若 /U) 连续可微，积分和 

TO /U)dx 都收敛，则 oo 时，有 /(I)—0•( 新疆大学） 

证 I 要证明 or— + oo 时 /U) 有极限，根据 Heine 定理，我 
们只要证明 ，V U 」 —+oo 恒有 I/UJI 收敛：事实上，已知积分 

°° f(x)da: 收敛•根据 Cauchy 准则 ，V e > 0, 3 A > a ,以致 


V x, 、 a: 2 > A ，恒有 


J: 2 /U)dx 


=I/U 2 )-/U,)|<1 如此 


VUJ 


，彐 N>0, 当 71 、饥 >/^ 时，有 a^ 、 x„>A , 从而 


/(x)d 


x 


= /( ： r w )l<e. 


这即表明 1/UJ! 收敛 • 故由 Heine 定理，极限 lim /U) = a 存 

I— + oo 

在 . 

现在来证 a = 0 • 若 a>0, 则由保号性 ， 3A>0, 当 △ 时， 


有 /U)>|>0, 从而 A> △ 时， 
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/( x ) da'^yA - ►+ oo (当 十 00 时）. 

这与 1^/(1) d ： T 收敛矛盾•同理可论《<0也不可能•故 

lim fix ) = a = 0 . 

+ oo 

证 n (反证法） 

1。若 lim /(jt ) \ 0，则3 e 。 >0,及： r ” — + 00 ，使得丨 /( x „ >1 

X— + 00 

〉6。，设 i /( A )1 中有无穷多项为正（无穷多项为负，类似可证）. 
则可将负项去掉，若把 U „ l 看成是剩下的点列，于是 /( xj > e 0 

(n = 1，2, …）. • 

2° 因 J ^/ U)dr 收敛，可知3 U ' w l — + 00 使得/(1、）< 

¥(奶=1,2^")(因为不然的话，3^>0,0：>^时，恒有 f { x )> 
于是 A > △时 

/(x)dx^y + OO (当 A-^+OO 时 ）. 

与 「°°/( a :) da : 收敛矛盾). 

a 

3°于此， Vn ， m , 有 

=1/(:”）-/( 〆 ”） >0. 

与 f °°/( x ) d : r 收敛性矛盾 .* •_ • • • 

… Ja ‘ ■ • 

当函数为单调时，同，题常常变得很简单，结果一般更深入，如 
下例，不仅得出 / U )—0( 当 X - + .90 时），而且论“阶”作了 估计. 

••:、••• • *• ••• 鬌 

:☆例 4. S .26 设[.〜 + oo ) 上 /(: U , 且 J "°°/ U)dr 收敛， 


n f(x)dx 


试证 
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lim : r/(x)=0 •( 内蒙古大学） 

: r 一 + oo 

证首先 , 我们有 /(x)>0 . 因为，若某 《 r ，使 /UKO, 则 x 
>4 时，恒有 /(xK/XaKO, 从而 p°°/(x)dr 发散，与已知条 

a 

件矛盾 . 

其次，由 f /U)dr 收敛，知 Ve>0,3A>fl , 当 A 、"〉 

a 

A 时，有 

/(x)dx<y. 

故 V:r>2>\ 有 

0<x/(x)<2 T f(t)dt<e. 

J j 

此即 lim xf(x) =0. 

X— ♦ oo 

例 4.5-27 设 L f(x)dx 收敛 ， 1 /U) 在 [ a , + oo ) 上单调 
下降，求证 lim xf(x)\n x = 0. 

+ oo 

提示利用 Cauchy 准则，考虑积分 

r/(Od/= r 

J'fx t 

四、反常积分的极限 

要点反常积分作为某参数的函数，可以提出求极限的问题， 
这种问题，原则上还是应用第一章里介绍的求极限各种方法，不同 
的是现在要充分利用到反常积分的定义以及各种性质•至于在积 
分号卞取极限，要用到含参变置反常积分的理论，这方面的内容， 
我们移到含参变量反常积各里叙述，见第七章例 7.125 等 . 

☆例 4.S.28 设 /U) 对一切 6(0<6< + oo) 在 [0,6] 上可 
积，且 lim /(«r) = of, 证明 : 

工 _ + oo 
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lim 


u f(x)dx = a 


( 1 ) 


( 中山大学） 

证 I ( 拟合法）注意到 t\0 时 


/e' tx dx = 


故我们可把《改写成 


ate^dx. 


于是 


,x f{x)Ax - ^ | = || te'^ifix) - a 


)d 




te~ tx I f(x) - a \ dx. 


( 我们来证明右端积分，当 Z 充 # 接近 （ T 时，能任意小）.因 
lim /(1) = « ，所以 \/€>0,3^> 匕,当 x>A 时，有 丨 /U) - a| 


< 音 ■. 取 A =△，于是 


te u \ f(x) - a \ dx 
Jo 

= te~ u I fix) - a I dx + te tx I fix) - a \ dx 

.0 A 

^ J ^ e ( I fix) I + I a I )dx + te u dx 

( 因 /(x) 在 [0,A] 上有界，所以 3M>0, 使得 |/U)| + M< 
M ) 

^e* tr dx + y = M(l-e ：lA )-*-|-. 

因 时 0 , 所以对 e>0, 3 5>0, 使得 0< 《 <5 时 , 

有 M ( l - e 〜) 〈音 ，故 ， 
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2 =6 ' 

证 I (利用上、下极限）要证明式 （1), 只要证明： Ve>0, 有 

lim t f e ~ u f ( x ) dx^a + e (2) 

，一 ， Jo 

及 

lim t f e' ls f { x ) dx^a — £. ' (3) 

^ Jo - 

因 lim /(0：)=^，所以\^〉0,3八>0,使当 ： r>A 时， a — e 

I— + oo 

< /(jr)<a + e •从而 

/Jo e ' tx f ( x)dx 

= t^e u f(x)dx^^te tx f(x)dx 

< t\ A e u f(x)dx + (a + ^[^te^dx 

JO A 

(因 /U ) 在 [0, A] 上有界，即3从>0，使得0：€[0,八]时，有 
/U)<M 故进而） 

<M(l-e' M ) + (a + e)e- M . 

令，在不等式两边同时取极限，得 ' 

e u f ( x)dx 

卜 o + Jo 

< lim[M(l 一 e - 认 ) + ( a 十 Oe^] = a 十 e. 
o* 

这便证明了式 (2)， 类似可证式 (3). 

例 4.5.29 求极限 


te ^\ f ( x )- a \ dx<-j 


其中 a>0,/(x) 为闭区间[0，1]上的连续函数. 
证I (应用 L’Hospital 法则） 
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fit) 


dr 


x 


因 x -^0 时 + 00 ，使用 L * Hospital 法则， 

x 

- /(工) 

上式 = lim ———= lim ~ X ) = 

广，- a 丄： 
x 


证 E 


X 


/d—jf 1 / ⑴ -/ ⑻」 f 1 /(0) 




ck 


X 


•1 

X 


7^ 


dt . 


⑴ 


我们来证明右边第一项的极限为0,第二项的极限为 


因 / U ) 在 x =0 处连续，所以 \/€>0,3 5>0(5<1)，当0< 
工<5时，有 I / U ) -/(0)|〈学•故 
(1) 式右边第一项 




x 


X 


A fit) -/(0) 


dt 


C 9 


/ ⑴- /(0) 




dr 




^ X a 


I / ⑴ - /(0) I 


dt + x a M 


M 


记 




-訃， 


M 


< y + x M < e 当 a : >0 充分小时）. 
(1) 式中右边第二项 
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―(当 x -0 + 时） • 

☆例 4.5.30 设 ： r> a 时 ，9>(：1：)>0，/(：|：)、 9 (工）在任何有 
限区间 [a ，6] 上可积 ，I 史 （ r ) dr 发散 ， x — 十 oo 时， /(之卜 
0 ( 史 （* r )), 证明： 


fit)At 


o 


(清华 大学） • 

证要证明 （1) 式，即要 证明： 
Ve >0, 3 A >0, 当工>△时， 


•♦oo 

(p{t)dt j 


甲 （ t)dt 


< £ 


因炉 （* r )>0, 此即 


已知 


f{t)dt < cj <p{t)dt . 

时 /(• r ) = o ( 9? ( x )) •所以 
3 4>心使得0；>必时有 l /( x )| 〈 + 史⑴. 

于是 


/(Od’|< \\jU)dt + £ I f( t ) I 

音 j ， ⑴ d ， 


< f(t)dt + 




f(t)dt -f -i-J <p(t)dt 
又因 1 WO 心发散，故 i 充分大时，能使 


⑴ 


⑵ 
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X <p(t)dt > 寻 |J“V ⑴ d ， 

;即 < yj <p(t)dt 

所以 （2)式<£ f •证毕. 

« a 

(利用已知的极限） 

例 4.5.31 设 6〉04<$<6,证明行— 

]>一 仏 

已知 J : e _ ’cU = v^j . 

.证 问题等价于要证 ^ 


00 时 


令 V^U-e) = r 作变换，则 :r = 


于是上述极限成为 •• 


7 Tn 、 


rrr r b , 2 1 . 2 

lim J— e ' kmU ' () dx = lim ; e -< dt 

n — ♦ 00 V 7 T J fl + •/Tn^a-O 

= 7 ^ L G ~' dt = l - 

(因为 ^一6<0,6 — ？>0，”— + 00时，上限%/^(6 — + °°， 

下限 - 芒 )— 一 °°). 

(利用定积分的相应结果） 

例 4.5.32 ( Riemann 定理）设 /(: r ) 在 [ a ， + °°)上绝对可 

积, gU ) 是周 期为了 的函数，在 [0, T ] 上正常可积，则 

lim • f(x)g(nx)dx = ^p [ g(x)dx f(x)dx. (1) 

a i JO a 
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分析要证明式 （1), 即要证明 n 充分大时 

f(x)g(nx)dx - g(x)dx\ f(x)dx 

a 1 JO a 


⑵ 


能任意小.用关系 


…十 


将积分拆开,再放大 


| f { x ) g { nx)dx - y| q f ( x)dx 

^ f (^) g ( nx)dx - g ( x ) dx ^ f ( x)dx 

+ | A S ^ nx ) 6 x J + y I g (- r)dx f ( x)dx 

(因 g ( x ) 有界 ，3 Af >0,使得 I g ( x ) l < M ) 

< I fix ) fr { nx)dx - + J 。 g -( x ) dx | f { x)dx 

+ M ! I /( x ) I dx + y I g ( x)dx I f ( x ) I dx . 

由于 /(* r ) 绝对可积，故 A 充分大时，可使上式第二、三项任意小. 
然后，将 A 固定，令/2充分大，因该命题对于正常积分已成立（见 
例4.1.10)，故 n 充分大时，第一项亦可任意小.命题获证. 

请读者写出简明严格的证明. 

例 4.5.33 设 〆 工）为有界周期函数，周期为： T , 且 


试证 


+ L < f > ^ x ^ x=Cf 

limn J +C ° ^^d/ = C. 


CD 


证 I (利用上例结果） 




)du 
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⑴ da ； J「^=C (当”.寸 oo 时 ). 

证 n (利用积分第二中值定理：若 / u ) 在 [ fl ,6] 上可积, 
g (: ^单阔减小，且容（ 6 )> 0 ,则存在点 f € U , 6 ] 使得 

| f{oc)g{x)6x = g{a + 0) I f{x)Ax. 

注意到° ir 穿 = i ， 知 c = n \^ T i - 

故只要证明 Wmn 「 史 (/) 2 ■ : 一 g df = 0 . 

«-°° J M t 

据已知条件 p ( fU ) — c ) df 有界•即 3M > 0 使得 
\\ cp ( t ) - C)dt < M .于是利用第二中值定理， 

n 

«| C’ dr = n • -^ || ( 97 ⑴- C)dt ^ ^ (VA > n ), 

从而 hir ?{t y c ^i •此式对每个固定的”都成立，令 

+ oo 取极限知 （ 1 ) 式 成立. 

•(利用两边夹法则） 

例 4.5.34 设 〆 a :) 连续， lii ^ 9 >(: c ) = 1，记 
Hx)= ^fiOdt u>0) 

求 证：当 + oo 时， 〆 : r ) 〜 4 ,并求 c 之值. 

x 

提示 X 充分大 时 ^ 

Jxl J X t J X t 

或直接对 lim 0 (:r )/: c _ °用 L’Hospital 法则. 

之一 + oo 

(利用分部积分法） 
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例 4. S .35 设 f ( x )= I 咖丁士，求〆(()）• 




⑴ 


令4>= 


COS u 


7 sinM L + Ii ^y- du 


x Ji u 


du, 


—dt 


| sin i| + T4rIi v du 


=I x I sin — + I x I^0 (当： r-^0 时）. 

x 

所以 /(0)=0. : 

注本例式 （1) 中的极限可以用 L’Hospital 法则，然而此极限 

使用 L’Hospiul 法则后，所得极限 limcos 丄反而不存在.注意这并 


不矛盾.因为 L’Hospital 法则是在分子、分母求导之后所得极限存 
在时得到的.当求导后的极限不存在时，原极限仍可能有极限，本 
例就是如此.所以求导后极限不存在，只能说明此时 Hospital 法 
则孝_，不能说明原式无极限. 

"W 4 .5.加设 p(0 为全数轴的连续 函数： 

1) 〆£)=()，当 UI>1; 2) p ( t ) dt - 0 ; 

■ -oo 
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3 ) r a (/) dr = i •又设 / u) 是全数轴可微函数•，证 明: 

X 宁卜汕 = ’⑴， 

提示用拟合法归结为 

H 一/ ⑴卜 =0 . 

五、反常积分作为 “ 积分和”的极限 


我们知道，反常积分不能像正常积分那样定义为积分和的极 
限.本段我们将看到，对于单调无界反常积分，我们可以用类似于 
积分和的和式来逼近. 

例 4.5.37 设 /U) 在 （0,1) 上单调， j： = 0,1为奇点, 
f/U)d:c 存在 ，则， 


证 



若 /U)/, 则有 




/(x)dx^ 



f ( x ) dx . 


( 1 ) 

4.5.2 中阴影 gpMl 面积=+ (/( 去)+ ) + … + /( ^ ))) 在 

式 (1) 中，令 n—+oo 取极限，即得所需的等式.若/($)、，替换 
/U ), 可以考虑函数- /(X). 

注1 # 单调性条件可减弱为只在奇点某邻域内单调. 

2°本例的结论，可推广到更一般的情况. 

若 /U) 在 (0,1) 内单调，0,1为奇点，反常积分 f /(x)cU 收 
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图 4.5.2 


敛 aU ) 在 [0,1] 上正常可积则 

^ 2，(十 k (十 H : ，⑴ ，⑴ d :. 

例 4.5.38 设 / U ) 单调 ，1=0为奇点， J " /(^Odr 收敛 •则 

i^? 0 f (^ + ^) = L fU)dx O〆 去)， 

其中0€(0,1)为常数. 

证 设/(工）\(否则考虑- /( ： r)). 利用两边夹法则，在不等 
式 

1" " /( 工 ) 如 ㈣ /^+ + X 【/ U ) dr +〔/ U)dr 

中，令 n 一 oo 取极限，即得•这里 1客，卜” + + )是图 4.5.3 

中阴影部分的面积.其中右边的不等式!可由 

^/(lX ” /(x)dx 

0 

去 /(x)dx< m* ^ x)dx 


及 
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得到. 



图 4.5.3 


我们来看上述结果的一个应用. . 

例 4.5.39 i9 ： 0<a<d,A n = 义土 二 呀 ] 

n 

G n = ^a(a + d) 9mt [a (n - l)d] ，试证： 

lim ^ = ~. 

证 首先将 G ./ A , 变形， 




分子分母同除以 m /， 并记 c = | ■，则 


A 


c c 十 l c + (n_l) 

n n _ n 

c n — \ 

I 

n 


( 1 ) 


2n 


这里分母趋于 I , 而分子的对数 


w — 1) 


, / c c + 1 c '+ 

N : 卞 —— 

. ln ^ + ln (^ + v ) +, 

= 去 ㈣ ln ( e ” + +)( 其中 


十 ln| —• + 

n 

c 






a 


n n d . 


利用上例结论去 & In (e” + + ) — In xdx = - 1 (当 n 

°°). - ' 

因此 （1) 式分子 


C C + \ c + (rz - 1) 
n n n 


e 


(当 n -^ oo ) 


从而 


lim -^ = ^ ••证 •毕. 

n~*oo/\ n 0 


六、综合性问题 

☆例 4.S.40 假定函数 /(x) 当 1>0 时连续并且 非负； 对任 
何正数 Af , 定义 

/ M ( x ) = min (/( x ), M ). ⑴ 

证明:如果 lim P / M ( x ) d:r 存在，那么 

U V. /Vl^ -r OO J q 

oi % M ^ Jo / - ( ^ )d ^ ==0 - ⑵ 


(厦门大学) 
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证1。我们看到，要证明式 （2), 只要对某％ >0,能证明 

、 /( x ) dx 收敛，就够了 •这是因为，若 f { x ) dx 收敛，则 
0 Jo 

Ve >0, 3 5>0,当0<7<5时有0< /(: r ) d : r < 音，从而 

# 1 

0^ f M ( x ) dx ^： f { x ) dx <-^- 9 
所以 lim f / M ( x ) do :<-| - < e . 

M— + 00 J 0 Z 

这就证明了式 (2). 

2° 我们来证明 ： 3 7 l >0, 使得 p /( o :) d ! r 收敛. 

Jo 

因 / U )>0, 要证明 p f ( x ) dx 收敛，只要证明 0< 7 — 0吋 
f 1 /(:r ) d : c 保持有界.已知 lim lim [ / M ( x ) d . r 存在，故对％ 

Jo 0< 7-*0 M-* ♦ 0 

>0( 充分小)极限 f M ( x)dx = < p ( r Jl ) 存在（有限，.但当 M 
，时 7 mU )/，£ 1 f M U ) da :， 故 

/ M (: f M ( x ) dx . (3) 

^/0< ? < ?1 ,因为/(幻连续./(：|：)在区间[ 7 , 71 ]上有上确 
界 二 f ( x )， 

1 /( j ：) dx = f 1 f M ( x ) dx <： f I f M ( x ) dx <^(^), 

7 J 7 r • JO 1 

(▽ 776 ( 0 ，％)). 即 1 f ( x ) dx 关于 有界•故 

1 

p /( o :) dr 收敛. 证毕. ‘ 

J 7 

☆例 4.5.41 设 /(: r ) 在每个有限区间 [ a , 6] 上可积，并且 
lim f ( x ) = A , lim f { x ) = B 存在•求 证:对 任何一个实数 a >0, 

x —^ + 00 x 一一 ㈤ 
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+ a ) -/( x)]dx 


- oo 


存在并求出它的值 .（ 同济大学） 
解问题在于证明极限 




lim [/(x + a ) -/( x)]dx 


0 - 


存在并求其值.事实上 

x + - /(.r)]dr = I f{x + a)dx - I f(x)dx (令 x + a = t ) - 


rP + a 
a + a 


- f J\x)dx = f f(x)dx - 
Ja Ja+a _ 




/( x)dx 




f(x)dx - f(x)dx 




[A 十 (/( x ) - A)]dr - J [B + (/( x ) - B)]dx 

=Aa - Ba + ^ (/(x) - A)dx - J (/(a) - B)dx. 
利用已知条件 lim /(x) = A, lim /(:r) = J3, 易知上式右端后两 

+ oo M 00 

项当 a —- oo ,/3—+ oo 时极限为零.故此 


lim 


rP 


[/( 工 + a ) - /( x)]dx = a(A - B ). 


例 4.5.42 设 /( x ) 在 [0,1] 上有连续导数，且 

M 


|/( 工) 

求证: /( x ) 在 [0,1] 上满足条件 


(0<a<l). 


I /( x 2 )-/( x 1 )|< M | X2 ^ j：i |-. 


证 


1 /( 工 2) — /( x , ) I = 


£ V(^)dx |< |£ J \ f { x ) I dj ： 


• 432 - 





i 


X 2 


M 


(l-W 


dx 


M 


(i - x 2 )° - - x 1 y 


因 V:r,：y 有 |x + ： y| a <l:r| B + l ： yl°, 可知 Vu 有丨 lari 。 一 ly| 0 | 

工 - 《y I 。，故 

1/(:2) x 2 - x x \\ ’ 

例 4.5.43 设 FU)=f (!-[ + ])&， 其中 [+] 表示取 


不大于 I 的最大整数. 试证： F '(0) = 


2 


提示参看例 4.5.33. 

/ ^ 3 4. 

dx 


5 


☆4.5.1 计算 

Ja v ( a : - 

1 


4 


1 (a - x)V \ - x 


a )(6 -x 
dx(a >1). 


(b>a); 


n 


a 一 


提示 ”原心 r_= 2 r 


d v x - a 


V (V b - a ) 2 - (-/ x - a ) 2 


= 2 






= 2 arcsin 


V x - a 
\/A ^ a 


= 7T. 


2) 可令 jr = sin ，• 

计算匚「 ?/ 2 】 + 2 ) , •(中 国科 学院) 

提示 原式 = 2^°° ^^ = 2/ ， • 分部积分可建立 J„ 的递推 公式 : 
f” • 或利用变换 t = tan 其中 L = r°° dt 


n 一 
2n 


U 2 十 1) 


• 433 • 



f ( COS 5) 2 ”- 2 ⑽，再直接引用 Walls 公式 = < ( ( m | ^ 》 

4.5.3 求 /(^ + ， P ) I^Th (函数 / U ) 连 续）. 

提示可参看例 4.5.8. 

4.5.4 计算 ?£^L£d:r. (fin 2> 

提示可令 j : = sin £，参看例 4.5.7. ,, 

提示 sin (2 fe - l)x = 1 ^ 2 cos 2 tr . 

sin x fZi 

4.5.6 证明 f /[(九广 寻 ) 2 ]cbr = if /( ： y 2 )d：y (其中左、右 

积分存在，且 A ， U >0). 

4.5.7 研究下列积分的收 敛性： 

(1) J 二 x"e*-( ，2 + 7)dx (n 为自然数) • • 

(2) J : sin 2 [ rc ( a : + ^)] dx . 

4.5.8 设 / U ) 在 [ fl , + oo ) 上可微 ； 且1—⑺时/。）申调递增趋于 
+ oo ,则 

I sin (/(: r )) d:r 和 cos (/(: r >) d:r 都 收敛. 

☆4.5.9 设 / U ) 为连续实值函数，对所有： r ， 有 / U )>0, 且 

' + "/( x)dx < + oo , 求证： 

Jo 

x/(x)dx 一 -0 (当 n — oo 时）•（中国科学院） 

提示 Ve >0, BA >0,0< / U ) d : r <+, 再将 A 固定，则 0< 

■ r /( < r ) dr - H )( n —+ 00 时），因而3 N > A ， n>N 时’ 

0<i-J ； x/(x)dx<^. 
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于是0 < ^\f(x)dx -去 (J 0 A 十 J: )xf(x)dx ^ -^rj 0 工 /( 工)心 


f ；/(-) d ， < e . 

(因为 ⑴ 心= L |-/(x)dr<jyU)dx<J A f ( x)dx < -j 

证明 limf ~ 

X—«»Jo 


4,5.10 


提示原积分 f ( 


dr = 0. 


一 [扁 。'去 r 

44 JX 


e^ u d 


1/(:)|<丄 + 丄 一 0 (当 ：!：— +00). 

工 ^ JO I ^ t ^ 

4. S .11 设 /(: r ) 是 0< i < + <»上的非负连续函数并满足 

1) 在 0< x <+ oo 上存在有界导数 / U );' 

2) J 厂 /( x ) dx < + oo . 

求证 lim / U ) = 0.( 山东大学） • - 

♦ co 

提示可参看例 4.5.24.( 注意导数有界必一致连续） 

☆4.5.12 /(. f ) 在 U , + ⑺） 上连续且 ^ f ( x ) dx 收敛，问能否 断定： 
3 x n — oo , 使 Ihn / UJcO ? 为什么？（南开大学） 

颺< 的 ； 

提示肯定 .1) 若 / U ) 无穷次变号或无穷次达到零， V A >0,在 [ A ， 
十①） 内仍如此，则明显 .2) 否则不妨假设3 A >0,使 x>A 时恒有 f ( x )>0 
(恒有 /(1)<0可类似证明），于是， V ” GN ,3 A > m a xU , A |, S /( a ： J < 


4.5.13 设 / U ) 于任一有限区间 [0, fl ]( a >0) 上正常可积，于 [0, 
+夂）上绝对可积，则 


limj ^ /( j)|sin nx \ Ax -~^^ f ( x ) dx . 

(南京大学） 

提示可参看例 4.5.32. 
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☆4.5.14 若函数 /> U ) 在 [0, + a ) 连续，且当+ oo 时， 々（ f ) = 

oU N MiV 为正整数）.乂 A <0, 证 明：当 ⑺时 j ' + %( r ) e Ar dr = W 广 ye ' 

(北京师范大学） 

提示可参看例 4.5.30. 

4.5.15 ldl ； U 为二项式系数，别表示它们的算术平均值与 
几何平均值. 试证： • 


• lim ^/~A n — 2, lim ^G~ n =*/it 

n~^ oo 

4.5.16 例 4.5.37 的逆命题不成立••即 /U) 在 （0,1) 内单调， 
妲(士)存在, J :， ⑴心 可以不收敛(考虑 /(-〉= + _“!：)• 

45.17 已知积分 ? llL^ dx = ^ sg n 戸（见例 7.1.38), 求积分 



•(华北电力学院) 


提示可用积化和差公式. 

《积分值为：|(当 IH <1),~ J •(当 士1)，0(当|/|>1).> 

4.5.18 证明： 

(北京航空航天大学） 


提示见例 4.5.1 之证明. 
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第五章级 数 


^ • :V 


导读级数是一门工具，又有完善的理论，是《数学分析》课程 
中三大基本内容之一.历年来均为考研热点,适合本书各类寧者. 

9 

§5.1 数项级数 


— 、求和问题 •• 

级数求和的问题 ，一 般来说，是一个困难问题，没有什么好办 

法.因为部分和 s n = 2 七随〃 增大时，项数越来越多，除非能化 

为已知级数，人们只能设法把写成紧缩形式，才便于求极限.本 
段主要讨论把 A 转化为紧缩形式的几种常用方法，以及用子序列 
求极限的方法.至于用 Abel 第二定理，化为幂级数求和问题我们 
将在 §5.3 节里专门讨论. - 

a . 利用已知级数 

例 5.1.1 计算 j + 吾+吾+…+…. 

解氏=25.-民=1 +吾 + 吾 + …+ ^1-士-吾-.” 

_2n-3_2n-l 
2 "^ 一一 2 ” 





故原级数的和 S = lim S n = 3. 

例 5.1.2 计算 

.提示计算 （ l - e n 〃 ）S#t . 

b . 连锁消去法 

例 5.1.3 设0<工<1,求如下级数之和: 


oo 2” 

•(国外赛题) 



例 S .1.4 求如下级数 之和: 


1 1 00 

”2 arctan w; 2) 2 arctan — ^~- • 

▲叫 2k tri 4k 2 -4k^l 

提示利用公式 


arctan x - arctan y = arctan 



arctan 


2 k 7 


arctan - arctan . 
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这种连锁消去法，还可以是多项相消，如 

oo 

例 5.1.5 计算 (V~rz — 2 \/ w +1 + \J n + 2 ) • 

n^l 

解 S w = (1-27^+ 乃 ）+ (75-2 乃 "^) 

+ (v^-2V4+V5) 

+ (*/4 — 2^/5 +\^6 ) + … 

+ (*/ n — 2 - 2 >/ n - 1 ^yfn ) 

十 （n - 1 一 2 \Tn + V n + 1) 

r . 9 I • • 

+ (V~n - 2 %/ n + 1 + y n + 2 ) 

=1 --/2 - V n ^ \ + \/ n + 2 

=1- 々十 7 _ 1 t _ = ― -1-72 

V n + 1 + Vn+2 

(当 n— + oo 时 ）. ’ 

例 5.1.6 计算 1： - T - flV / m 

rrf + l)(n +2) 

c . 方程式法 

要点建立 S, 的方程式，从而求出 s„. 

例 5.1.7 计算 

geos a + g 2 cos 2a + …+ g n cos na + •- ( | g| <1). 

解 i\l S n = geos a + g 2 cos 2a + … + q n cos na 

n 

— ^ q k cos ka . 

是 

两边同乘以 2(?cos 得 

>* 

2?cos a m S n = 2q k * 1 cos a cos ka 

4 = 1 

n 

~ Q k l [cos(^ + l)g + cos(k - 1)q1 . 

*»i 

即 2geos a • S” = ( q a +1 cos( w + 1) a + S B — geos a ) 
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+ (q 2 + q 2 S n - q n ^ 2 cos na ), 


解此方程便得 


S” 二父 


一 ， 1 cos( « + 1) a + <7cos 


■ « 

Q 


qcos 


9 


q -2qcos a 

(当 n —+ oo 时） • 


1 十 9 — 2^cos a 

注本例亦可由如下复数和式取实部得到 


n 



d . 利用子序列的极限 

要点我们知道，若 ls 2ll | 与 |S 2lt + 1 l 有相同极限 S, 则 limS n 

99^00 


=S .因此对于级数乏]若通项 0( 当 ；!- ⑺时），则部分和 

«■=! 


的子序列 1 S 2 J 收敛于 S, 意味着 |S 2ll + 1 1 也收敛于 S, 从 M g A 
=S. 我们把以 2 > 1 1 与| 5 2<< + 1 |称为互补子序列.这个原理可4广到 

oo 

— 般:若〜的通 项、， 0 ( 当 n —oo 时），丨 S n 丨的子序列 
« - 1 

oo 

US 〜 l： =1 -S(p 是某个正整数），则= S. 我们把这种方法 

称为子序列方法. 

☆例 5.1.8 计算 


1 屮 ( i -个！ 屮 (去 - i ) 屮+ +( W 卜 

解 此级数通项趋向零，因此只要求 s 3 „ 的极限，注意公式 



+ + =C + ln n + e ”， 


其中 C 为 Euler 常数（见例 1.2. 11 ),^—0 (当 《 — ⑺时）•因此，对 
原级数， 
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= In 3n — In w + e 3 ” 一 e„—ln 3 (当 w -► ⑺时） • 
故原级数和 S = ln3. 

* 例 5.1.9 将级数 l- + + + -j + y - • 

的各项重新安排，使先依次出现/>个正项，再出现9个负项，然后 
如此交替，试证新级数的和为 •• 

In 2 + 冬 In — • 

2 q 

证因为通项趋向零，根据上述子序列求和法,对新级数我们 
只要求子序列 I 的极限也就够了.新级数前 （/> 十 g ) n 

项的和 




(正项与正项放在一起，负项与负项放在一起) 


=1 + + *^-.+ ••• + —— - — ••• 一 

3 5 2np -1 2 4 

(凑成调和级数形式）/ • 
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y \ 1 + Y 十…十 


忐) 


注意对于调和级数有公式 


= C + In n + 6, 


1 » 了 n 

其中 C 为 Euler 常数， e „—0( 当 rz — oo 时），故 


S (p , q)n = C^\n(2np) + e 2np - y [ C-Mn( n/>) + e n/) ] 
-y[C + ln( «(?) + e n9 ] 7 n —^ln 2 + yin 


P _ 


( n-^-oo) Z q 

e . 先求 S ' 〆 ^：) 的紧缩形式 

☆例 5.1.10 S « re [0,7 r ]， 试求如下级数之和 

. 

sin nx 

解若 1 = 0,显然级数和为0•现设•记 S„u 

== (E 5 ^) = Ecosh 


T 




2 sin 


2 w 十 1 . x 

工 sinsin y 


— si ++ 士 )工 1 


2 sin 


•T 


~2 


~2 厶？ ilU 

于是 S n ( x ) = S n ( x ) - S „( tt ) = - I S^COdi 

= ' T £~^ T sin ( n + T) rdf + T (7T 


X 


利用 Riemann 引理， + oo 时上式第一项趋向零.所以级数和 
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fO, 当 x 二 0 ， 

S(x)= {Un-x ) 9 当 


☆二、 级数收敛性的判断 
a. Cauchy 准则及其应用 

oo 

要点 1) Cauchy 准则.级数^〜收敛的充要条 件是: 

n= I 

Ve >0,3 N >0, 当 n>N 时 . 

1 1 

I S ^ I < e ( Vp € N ). 

值得注意的是，此条件意味着 

« 

2〜二0(当 w ， oo 时关于 /> eN —致） 

( N 是自然数的集 合）； 而不只是 VA ; 有2為 —0( 当 n - oo ). 
(见例 5.1.13.) 


2) Cauchy 准则的否定形式.级数2 七 发散的充要条 件是: 

»-i 

3%>0, VN >0,3 n>N 及某自然数/>，使得 

| 2 | > £ 。 • 

、 *= H + 1 

OO 

例 S .1.11 证明级数发散 • 


证 



>0,则 V nGN ， 取 p = n 时，恒有 



^ A = 士 = 4 >0. 


故給 发散. 
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☆例 5.1.12 设〜 >0, S ” = q +心+…+ a ” ，级数 2 义 


.试证发散 .（ 武汉大学） 
证因 〜 >0, S„/， 所以 

» 4 p 


"” a k ^^ Uk 一 A”-S _ S” 
/"^ 二 7 一 • S … S a ”. 


•• r 

^ S , 


”+/> 


因为 Sw — +00，故\/«当/ N 充分大时，有#<1,从而 

5, ㊅ 卜士 = 士 •所以 自茫发散、 

☆例 5.1.13 如果 lim a n + l =0, lim ( a n + l + a w + 2 ) = (),•••， 

oo n 一 oo 

co 

lim ( a rt + 1 + 2 + … + a ，”） = 0,…试问级数 V ] a ， 是否一定收 

n -^ cx > n ~\ 

敛？（“是"或“不一定”，要说明理由 .）（ 华中理^大学） . ” • 

oo 

解不一定.例如上面例 g 虽然 V /) GN ,0 < ;r ^ I + . … 

+ 士<知 0 (当一) ，但 I ；去发散. 

9 

oo \ 

☆例 5.1.14 证明 ：级数 $ ^收敛的充分必要条件 是：对 

于任意的正整数序列仏，/> 2 ,^,九，…及自然数的任意子序列 
UJ , 皆有 

lim ( a ^ 41 + a ^ +2 + …十、、 ）=0. (中山大学） 

OD 

证1°必要性•因为^\收敛，所以\/€>0 3 N >0, 当 

if 3 1 • 

n > iV 时，^ < e ( V /> GN ) 成立•由是知，当々 > Af 时 


有 la q + …+ a I <e •故 lim(a + 

* ♦身 灰 — oo k 


S 、）=0. 
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2° 充分性•（反证法）若^发散，则3£。>0, ViV >0, 

n -\ 

3 n 〉 N ， 及/ >€ N 使得 

|' + 1 + …+ •• . • 

特别对 N , = 1，3 n , >1,/^ €N 使 + …+ I ^ e 0 , 

N 2 = maxi n { y 2\ , 3 n 2 > iV 2 ，/) 2 GN ， 使 

丨 + … + fl, 2 ” 2 \> t 0 . 

如此下去，我们得到自然数的子序列丨化 I ,以及丨 > 4 丨使得恒有 
+ i 十… + + ~ 丨>%(々=1,2,…）•与已知条件矛盾•证 毕. 

值得注意 的是： Cmichy 准则不仅能用于级数收敛性的判别， 
还可导出收敛级数的其他性质.如例 5. 1.38,例 5.1.39. 
b -. 正项级数敢散性的判定 
要点判断级数 2 a 的敛散性，通常有如下 方法： 

1) 若通项 ' VO (当 n — oo 时），则发散. 

2) 判阶法••如果〜 —0( 当”―+⑺时），并且相对+来讲，它 

是 P 阶的无穷小里，那么当 p > l 时，级数收敛，若/><1时， 
发散. 

3) 寻找比较级数•若要证明收敛，应设法将 a ” 放大 
为心，使得 匕 ，且1；^收敛，从而证得2^收敛•若要证明 
2：〜发散 ，应将 a 缩小为，使得0<一<〜，且 Sq 发散,从而证 
得2心发散 

4) 采用 D ’ Alembert 判别法， Cauchy 根式判别法， Cauchy 积 

分判别法等•注意， Cauchy 积分判别法要求数项级数是正项递减 

• • • • 

级 数:若 / U )>0, 在[1, + oo ) 上单调递减，则 i /( n ) 与反常积 

» = i 

分厂 f ( x ) da : 同时敛散. 

1 
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5) 考虑部分和 I ； 心是否关于 rz 有界•有界则收敛，无界则 

发散. *' 

利用判阶法及比较判别法 

oo 

☆例 S .1.1 S 若|1^(7! 2 ”*^ || )：=1,则级数$ 七是否 收敛？ 

试证之•（上海交通大学） n31 

解已知 

”一^1 = ” 2 — d (当一 )， 

n " - 

3 ••• 

且 oc 2 ’ = &卜 j T (当”充分大时). 

所以为无穷小量与”— 2 _ ■^为 等价无穷小量，故与 
同时敛 散另由 收敛，知^收敛，从而级数 

收敛. 

☆例 S .1.16 设心讨论 S 〜的敛散性. 

分析 a H = e^-^y =一卜午），而当 ” — + oo 时， 
¥—0,因此 In 

从而可以料想\〜 e - G ^) =„-\ 


证 I 


limln ( n p a H ) = limln [ 11 - ^1 ? n J j . 

=lim[/»ln n + ”ln(l - 之 1 : ” ) j 

= t+[X +in («)] 
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(应用 L ’ Hospital 法则） 


=lim — [ ln(l 十 px\n x ) - pxln x ] 

x-*Q X 


= lim 一/ > 2 (/ ln 2 '+ 工 


1 + px\n x 

故 = 1, 〜〜 n 〃，所以级数当 p > l 时收敛，当/><1时 

n-*oo 

发散. 

证 H 利用带 Peano 余项的 Taylor 公式 

\ n {\^ x ) = x - ^- x 2 + o ( x 2 ) (当 : r —0 时）， 

a = e — 1 今 >= e "[今 + o (( 午 )+)] 


/ ( pin w) 了 \ 

= W - p - e ° l ^ T 72_ j -72 ' p (当 rz ，+ oo 时）， 
因此当且仅当/ >>1 时收敛. 

CO 

例 S .1.17 证明级数收敛•（武汉大学） 

Un n ) 


提示 n 充分大时, 


1 


On /^、（卜广 


1 ♦ a 


(a>0). 


例 5.1.18 设 OCA 〈/ > 2 〈… 〈么 〈… •求 证： ^■收敛 
的充要条件为如下级数 收敛： " 


2 


Pi + Pl 


Pn 


提示 时, 


Pi + 


pn>p M ”[4] +,+ [号]户[号]冷 [ f ] >0 


0 兮％ T 77 


Pn 


< 


4 


，[音] ， 


并注意 
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n = 2 ^ [i] ^ 

oo oo 、 ； 

例 S .1.19 设〜>0\,试证 A 与芝; 同时 敛散. 

n = X »=*0 

证 因为对正项级数，任意加括号不改变敛散性，因此由 

oo 

^ a n = a { ^ ( a 2 + a 3 )^( a 4 十 a 5 + a 6 + a 7 ) + ( a g + ••• + g 15 ) + ••• 


^a, + 2a 2 +4a 4 + 8a g + ••• = 2 、， 

n = 0 

oo oo 

知，当级数〜发散时， ；^ 2 n V 亦发散.另外由 

n - I « = 0 

oo 

〉二 a” = 十 a 2 + (a 3 + a 4 ) + (a 5 + …+ a 8 ) + (a 9 + …+ a 16 ) + … 

» = i 

+ a 2 + 2 g 4 + 2 2 a 2 3 + 2 3 a 2 4 + … 

: a i + + X ) 2 rt a 2 " • 

if « 1 


知当级数 2 收敛时，级数 ^2” a 2 ■亦收敛.总之二级数同时 

« 1 W -0 

敛散 • 

例 5.1.20 证明 Kummer 判别法••假设 a n >0, 6 n >0 ( n = 1, 
2,…)，则 

1) 若 3 a >0, 使得 



~ + (tz = 1，2,…）， 


⑴ 


则级数2 匕收敛; 


2) 若 f； 丄发散且 
- 1 ^ 


b . 


b n . 


〜一 a n + l <0 (n = 1,2,…）， 


⑵ 
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CIO 


则级数 2 k 发散. 、 

n = 1 

证 1) 由式 （1) 知 

b„a” - b„ + 'a … >ab … >0, •⑶ 

故 b n a n \. 又因>0,所以1 6#， | 收敛 • 


oo 


从而级数;2 ( ha ” 一 匕+亦收敛.再据式 （3), 用比较判别 


oo 


法，知 Z 6„亦收敛. 


71 = 


2) 由式 (2) 知 A^< 6n + 


b 


w = 1,2,…） • 


a 

co 


故由 i +发散，知 i 乂亦发散. 

n-l U n 1 


oo 


☆例 S.1.21 若正项级数 $ 〜收敛 ，且 


e » + e ‘ 


U = l,2, …）， 


CO 


证明 s 乂收敛 •（华东师范大学） 

It = 1 

提示（用比较判别法的极限形式） - 

6” = ln(e d « - a„ ) - a„ , 

2〜 = 2 ln ( e 、 2 a » ， 
nml n-l 

ln(e a " - a, ) = o(a n ). 

例 5.1.22 研究级数的收敛性，这里 a 是方程 
tan x 的正根，并且按递增的顺序编号•（国外赛题） 


X = 


“ 449 • 






< 1 , 


( L’Hospitol 法则) 


所以级数收敛 


利用以 Alembert 等判别法 


例 5.1.24 级数 收敛吗？：这里 u l = l 9 u 2 ^ 2 9 u lt = 

R - 1 

•(国外赛题） 

提示 （ D ’ Alembert 判别法）用数学归纳法易得 g = 

Un 

i <|< l •故收敛. ••• ， • •. ， ： 

w n + i 3 

例 5.1.25 证 明：若 / U ) 为单调减少的正值函数，又设 

lim = A ， (1) 

X— ♦ oo J \X ) 

oo oo 

则 A <1 时级数 2 / u ) 收敛， A >1 时级数 2 / U ) 发散- 

w- 1 l»-l 

CO 

分析.因 /(« r )> 0 ,\ 4 ，根据 Cauchy 积分判别法 ， ^ f ( n ) 

n = 1 

与积分 f ( x ) dx 同时敛散.要考査正函数的反常积分 
f ^ f ( x ) dx 的收敛性，只需要取一序列 
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工 1 < 工2 < 工” < …，使工 ”―+ °°， 

看极限 lim ” f ( x ) dx 是否 存在. 

” 一 《>J 1 

证已知 lim = A . 

J 一 ♦ oo J\X) 

1° 若 A >1, 则 3 A >1，使得 《r>A 时 

^^>1，即 eY(e*)：>/(x ). 

从而V X n - 1 ，有 

” e x /(e x )dx > " f ( x ) dx . (2) 

•'-1 ^ X m -\ 

(因 /( or) 单凋，积分有意义）.左边的积分作变量替换，令〆于 
是 (2) 成为： 

x 

f ( t ) dt > " f { x ) dx . (3) 

由此可见，若取序列 UJ 如下： / 

= 1 ,x 2 =e,x 3 =e x 2 ，…，: r” =e:"-i ，: r” + 1 =e J ”，••• 

将积分变量 / 仍写成 o：, 则 (3) 式可改 写成： 

f ( x ) dx > f ( x)dx (n=2,3, …）. (4) 

JjC n Jx h-1 

于是 

” f ( x ) dx = * f ( x ) da:>n /(a:)dr 一 00 ( 当 

1 * = 2 J x *-1 1 

所以 A>1 时 i/U) 发散. 

« = i 

2° 若 A <1， 取实数9:义<9<1.由已知条件（1)对 9 而言， 
3A>1， 使得 ：r：>A 时有 

^^<9,即 ef ( e x )< qf ( x ). 

采用上面同样的方法进行推理可得 
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试证级数 〜收敛 .. 

oo 

证要证明正项级数 I ； A 收敛，只要证明 3 M >0, 使得 

n = 1 
n 

Vw€N 有 a k ^M . 

k-\ 

已知 t 有界，所以 3 M >0, 使得 

A - ! 

n 

2 (a k -a n )<M ( Vn€N). (1) 

身 =i 

现任意固定一个 / i € N ， 取 m > n , 于是利用条件 ( ii ) 及式 （1) 有 

2 a * ~ na ^ = 2 ( a * - 2 ( a * - XM. (2) 

為 *1 k^l lt = l 

此式对任意 m > n 皆成立•令 m — + 00 , 因 na m —0, 故 （2) 式成为 


2 •由 n 的任意性，知 

身 =i 


I ； 七 收敛. 


☆例 5.1.27 若 g 〜收敛 ，且 a >0,则当/>>士•时， 
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f ] ^ 收敛 .（ 东北师范大学，郑州大学） 

7^1 n 

提示应用 Cauchy 不等式 

或不等式 

☆例 5.1.28 设是正实数序列 .. 
证明： 若级数全丄收敛，则级数 

7^1 a n 



也收敛•（长沙铁道大学） 

证我们希望证明部分和 S , = g 

记 A n = a , + …+ a ”（ rz > l ), A 。 =0,于是 


k 2 


+ d k ) 


a t 有界 . 


s - = tih (At ~ Ak - l)< ^ + 

一 1 丄 + 々 2 - + p — 1 十 # u + l) 2 ^ k 2 

右端第二项，用 Cauchy 不等式放大 
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这是关于土的不等式，解此不等式得 




2 沾 


因为全丄收敛，珂知 S „ 有界，原级数收敛 • 

例 5.1.29 设^ >0,试证如下级数 收敛： 

oo 

a m 

r^i ( 1 + ^, ) ( 1 ^ ^T- RT + a n )' 

提示用数学归纳法，或连锁消去法可证 


o < s , 


(1 + a,)(l + a 2 〉.”（l 十 O 


<1 


☆例 5.1,30 若〜:^乂^〜+心十…+〜，^ 〜 发散, 

n * 1 

oo ‘• • 

试证 H & 收敛. （东北师范大学 ）（ 请注意跟例 5.1.12 进行比较) 

n^ \ ^ n 


证I 因 


S ^ S % s ^= E ( s l — i -) 

“2 、 *=2 1 fri Wi / 




所以收敛 


证 I 


(将唼 


之通项 g 放大在区间 [ Sp^Sj 上，对函数 


/ ⑴: =去迨用微分中值定理，知 3 (S H , S J 使得 
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从而 


= *S W - - S rt _, ) = ^ ~- - g-- 

因此级数 _ 以 _ 为优级数.利用连锁消去法, 

鑭 

可知该优级数收敛.故 f ； 收敛. 

»»«i 


c . 变号级数收敛性的判断 

要点设为变号级数，判断2心的收敛性，通常方 法是： 

1 ) 对 X U 」应用 D ’ Alembert 判别法或 Cauchy 根式判别法, 
若21 ^丨收敛，则 I ： A 绝对收敛•用此二判别法时，若^丨发 
散，则意味着〜时）从而知 E 心亦 发散. 5 


2) 应用 Leibniz 定理：\彡0，\0,则 $] ( - V 1 〜收鐵 • 

3) 应用 Abel 判别法，或 Dirichlet 判别法. 

Abel 判 别法： 


若 t ； 〜收敛 ，1\|单调有界，则&、匕收敛. 
n ® * « * 1 

Dirichlet 判 别法: 


W OD 

若 l 2>] 有界 ,\/0, (或 WO ), 则 2 a A 收敛 • 

*=i 7^1 

4) 应用 Cauchy 准则（或兼用 Abel 变换等）.另外注意，证明 
条件收敛时，必须同时证明两点，一是: E 〜收敛，二是 
发散 .• 

☆例 5.1.31 证明级数 

1 - T ( 1 + T) + T ( 1 + T + T)~T ( 1 + T + T + i) + *' - 

是收敛的•（上海师范大学） 

证因 
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十士 + — 去） 

= (2 n - l ]( lnh{ l+ J + ''' + ^) 

= 2^[( 1 + 2^)( 1 + T + '*' + ^)]"' J ' 

〉^1( 1 + 1 + — + 去 + ^ T ) . •' 

= U n + I I ,(w = l,2,-v).(BPlaJ\). v . 

又 i a ”j = I^I( 1 + X) = ^T (c + ln ” 十小 0 
(当，故原级数收敛 （ Leibniz 定理） •. 

例 5.1.32 证明$ 收敛（其方括号表示取整嫉 

部分）. 

提示将级数中相邻并且符号相同的项合并为一项，组成一 


交错的新级数 

注意到花括号内共有 2 n + 1项，其中前 n 项之和与后 n 十1项之 


和，分别夹在^与^之间，因此 


2 


< 


7 


(” + 1) 2 一 


< 


2 


知新级数为 Leibniz 级数,故收敛 .原 级数的任一部分和总是夹在 
新级数某相邻的二部分和之间，所以廒级数也收敛. 


络习有兴趣的读者不妨类似讨论级数 ^的收 

敛性 • ， . ? " -1 

☆例 5.1.33 讨论级数 



^ {In-IY ^ (2n) q 


• • • 


⑴ 
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(/^^^^^^的绝对收敛与条件收敛性八复旦大学） 

00 • 

解 r 若/ >4> i , 则 2 a 绝对收敛（因为例如/ >>g， 则 

«=i ■ • 

S I 〜丨以 2 为优级数) • 

"* 1 n - 1 W 

2°若 0</> = g<l， 应用 Leibniz 定理知级数收敛.且是条件 
收敛〆 ， 


3•当/>、9>0,(此时通项-0)原级数（1)跟级数 

oo 

同时敛散，若/)>1,0<9<1或 g>l,0< /><1时级数 


⑵ 


S 


S 


(2n) 


⑶ 


• ( 2 n - l ) p9 
一敛一散，故原级数发散. 

goo < g <1 ，则^^^>0,且与^^同 

阶（当 n-oo), 故级数 （2) 发散，从而 （1) 发散•同理可证，若 0<(? 
</)<1原级数发散. 

例 5.1.34 研究级数的绝对收敛与条件收敛. 

77l 


(辽宁大学） 

解 r /><o 通项 vou—oo), 发散. 

2°当 p >\ 时，因一&<^，原级数绝对 收敛. 

3°0< P <1 时，收敛，单调有界，应用 Abel 

n = I 71 

判别法知原级数收敛.因为 



(n — °°), 


故原级数条件收敛. 
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* 例 5,1.35 设级数; ^ 〜收敛，^ (6,” - O 绝对收敛, 

«*i «= 1 

oo 

试证级数乏]〜\也 收敛. 

/f • 1 

证因为 S (\ M - 6 J 绝对收敛，所#2(6. + 1 -O 收斂，从 
而6” -6,^ A ,6 ^A + 心•所以 乂有界 ，丨6” |<Af •因为〜 

收敛，及2|6” + 1 -6”| 收敛，据 Ca UC h y 准则， \/e> 0 3N>oV^ n 

>N 时， 

■ n+ P n+p 

I 2 a * ^ i + jvf 及 E 1 〜 +i ~^I<1(V/)6N). 

* - " ♦ 1 k = n*\ 

n^i 

记 S ^ i = 2〜（f = l,2, …， />), 则 - 

n^l 

I n+P I 

1^2 a A I = I a … 6”+, + 〜 +2 6” +2 + … + a n , p b n , p I 

—.. + (s … -S …- ,)6 …丨 • 

= 丨 S ” + l (6” + | - b „ + 2) + … 

^ S ^p-\( l - b H ^ p )^ S^ p b^ p \ 

U 6”” - 6” + 2 丨 + … 

+ I I I - 6”” I + I S n + P \\ b n+p \ 

it + p 

^rnvff S 1 b ^i ^ b k i + i b n+p i) 

*= i»+i , 

^rTM (1 + M) = e o ( V />6N), 

oo 

所以 : 收敛. 
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三、级数敛散性的应用 
a . 收敛性的应用 

☆例 5.1.36 设 1 = ，求 l imj：n •(上海交通大学，华中 

71 * D ” — oo 

师范大学） - 1 

解将 A 看成级数 f ^的通项，因 

n- 1 

^ = t ( 1 + ^ t ) (当” 一<- 时). 

因此，级数收敛， limx ,, = 0. 

ft 一 OO 

类似可证! («> i ) •(此类考题很 
多） 

☆例 5.1.37 设 A =1+士+…+ 夫- 2/^， 试证 化工’ 
存在. 

证因为& = _ (々 -0^)( 记: c D =0) •是 $ ( Xi - Xt 丨）的 
部分和，而 M 

x k ~ ^k-i = y= - 2{yfk - V k - l)= — - - —— 

V 是. \ fk ' ^fk + i \/ k ^ 1 

VT(vT + V^k -1) 2 = °( p ? ) > 

所以 2( A - 收敛 ， li ma > i 存在. 

H-^OO 

例 H .38 求极限 ㈤ ^^ + ： ^ + ... + ★卜 >u 

OO 

提示考虑级数 D 利用 Cauchy 准则. 

» = i P ■ 
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= 0 . 


☆例 5.1.39 设级数2〜收敛，〜 >0,'\，试证 


证（要证明 lim ，!^=0，即\^>0，要证3~>0，使得/1> 

+ oo 

oo 

N 时，有因2 a n (〜〉 0) 收敛，根据 Cauchy 准则, 


Ve>0,3N>0 ， r2>A^ 

0<a NM + a N ^ 2 + ••- + a n<^ - 

但，故 


( 1 ) 


(n - N ) a n < a Nt 


€ 


+ … 〈了， 


特别令 n =2 N 得 (2 N - N ) a 2N < + •故当 n >2 N 时 
na „ = (n 一 N ) a ” + (2 N - N ) a n 


<( n - N ) a n ^ (2 N « N ) a 2 N <4- + 4-= e . 


T ' 2 


故 lim 


na 


0. 


注本例说明递减正项级数要收敛，其通项必须是比丄高阶 

71 

的无穷小量，但注意此条件并不充分. 

oo 

例 S .1. 4 0 设珥项级数收敛，试证 

!>* 

lim — - =0. 


证 记 S = 金 a ^ S ,, = 2…，则 S^S (当 n — ⑺时）•利 

»= 1 裊=1 

n 

用 Abel 变换 = nS „ - S , ，从而 

■ 瓠 ■ « 
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2^ 


lim 


=lim S. 


s，+ s 2 + … + s”_ 


=s 一 s = o 


例 5.1.41 试 证：若 ，收敛， A >0, u w - 〜 + 1 |\ ，则 


a n \0,K lim(— ^― - 丄） = 

” 一 。o \a n + l a n I 

证 1° 因 - a„ + 1 丨 \ ,且 a n - 

^0) ，所以 a ” - a ” + 1 X), 即 a n ^a 
2° 要证 w — oo 时 


- l +1 -^0( 因 Z 心收敛，知 
…故 


a- a 


即要证明 


a ”*i ci n a 


今 


a. - 


0 


事实上， 


0< 




a m - 




- 一 h a” 一 a 、 


- 2 ( a 】 一 a 】+，) 


(… …） 

k^n U k a k*\ tTt 

= R /l . 1 + /? n -0 (当； i—oo). 

(其中 &_, = 2 a * 为收敛级数的余和 .） 

条件收敛用 " =1 


例 S .1.42 研究级数•把这个级数的前; 1 项和分成 


两项 


s „=2^ = s ； + s ;. 


( 1 ) 


其中 S : 和 S: 分别是正项之和与负项之和•证明： 〖 im |^ 存在并 

• • 一 s „ 
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求其值•（国外赛题） 

• . CO 

提示1°利用 Dirichiet 判别法知 f ^收敛. 

2* 由 

I sin k I sin 2 々 _ 1 1 1 cos 2 是 

士丁 1 Ary 士丁 

可知非绝对收敛 . 

n= 1 71 

3° 由 （1) 式知 


S : = 


S : + S : - （ S : - S :) 


4_ 


一 S ” 

— ——■ — ■■ ■ 一 
2 2 

S: _ S: 十 S 

s: 


— oo 


其中 A = t 


I sin ^ I 


oo 


s 


s 

s ' 


S , 

s \ 


—1 —► 


一 1 (当 n -^ oo ) 


注本题结论对任一条件收敛级数都成立. 

b . 发散性的应用 


☆例 5.1.43 假设;2 A 发散，且 I 〜 I 是正的不 增数列 ，试 

n =* 1 

证： 


(东北师范大学) 


lim 

n —oo 


a 2 十 十 ••• + a 2w 

a! + a 3 + ― + a 2n . 



( 1 ) 


故 屮 + a 3 + …+ a 2 ”_,+ … + a 2 lt > a 3 + a 5 十…十 （2) 

从而 


1> 


a 


a 


+ a 


a 


a 3 


>1 - 


a i 


2m- 


a 


+ a 


2 n 




⑶ 


最后的极限是因 I ； 〜发散，由 （2) 式, 

« = 1 
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a, + + … + + + a 3 + … + ) 

= y ( s 2n - a ,)— (当 n — ⑺）. 

(3) 式表明 （ 1) 式成立 • 

* 例 5.1.44 设 1) a* >0( 先=1，2,…）； 2) lim a* = 0 


3) ^ a k 发散•证明： IS ” - [ SJIU : 1,2,…）在 [0,1] 中稠密 • 

k -1 

其中 s ,,= i 〜，[义]为 S w 的整数部分 .（ 兰州大学） 

分析问题等价于数列 ISJ / + oo , S n - s ^ = 0( 当 
W — oo 时），求证 次的小 数部分 . 

d[sj 

在[0，1]中稠密•即¥(“/?)01[0，1]，3^,使得 〜 eu ， A ) •因为 
s „ 挨个地走过每个整数区间 U 4 + 1] 且“步子” s „ - s „_, = ‘无 
限变小.这意味着它的小数部分 A —遍又一遍地从左到右走过区 
间 [0,1), 向右的“步子”同样无限变小.可见“步子”小到比指定区 
间 UW ) 的长度还小时，就必有 A 落人 （ a ,/3) 中. 

证设（〜/?)(=[0，1),为年一小区间.因为〜 —0 U — 
+ 00)，所以 

彐 yv > 0 , ife>/v 时 ，0< a *</3 — a . ( 1 ) 

取一 Wo 〉 N ， 对。，可取充分大的正整数；/!，使得 S~<m + a . 

因为+°°，所以日〜〉〜〉 N ，使得 S ' >m + jS(>m + a > 

5 „。）.于是必 3 ”：”。<«< 72 1 使得 S „ €: (m a 9 m 9 S n - 

[ S fl ] eu , 戸 )（ 因为不然的话，必 3 某 k > N ， 使得 S k ^< m ^ a 9 
S*>m + /3, 从而 = S * - S A . ! > - ^，与（1)式矛盾. ） •证毕： 
最后（不作重点）我们介绍一个有趣的应用. 

※例 5.1-45 试在[0，1]上构造一个函敢,使之在[0，1]上单 



调，在有理点上间断，在无理点上连续. 

解 r ( 0 , 1 ) 内全体有理点，可排成一个序列： 

r= 112 丄 2 丄…丨 ( 1 ) 

1 ”1 — T ， T ， T ， 4，4，5，5，5，5， 1 * … 

oo 

设 X ] = q + c 2 十 c ： 3 + c 4 + c 5 + c : 6 + … （2) 

n = 1 

是某一个正项收敛级数， G>0(n = l ，2, …）. 

Vx €(0, l ), 定义 

/u)= 2 c ”- 

' <x 

^ 表示只对 & < i 的那些指标 n 求和） 

2° /( x ) 是递增的.因为时, 

/( 〆 ）= 2 c - < 2 c » w )- 

X_<I X < x - 


3° 有理点上间断•因为 V 有理点(0,1),必对应（1)式中 

m 

某项，于是 


f (^ +0 ) - f {^-°) >c ^ >0 - 
因为 V e >0，/(吾+ e ) 中必含项 C „。 ，/(| - E )必不含项 


4° 无理点上连续•因为 q 收敛，所以 Ve >0, 3 N >0, 

«* 1 

«> N 时有 


°< S c * <e - 
* = » + 1 

在 (1)3 中， X , ， X 2 ，•••，〜只有有限项•如此，对任一无理数 x 。G 
(0，1),3< J >0( 充分小），使得 

lx , - x 0 \^8 (f = 1,2, —, N ), 

从而 lx —工0 I <5时，. . • .，， . 
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I /(x) - f(x 0 ) I = I - 2 < 2 c ” 

X „ <J： 0 之间 

• CO 

<2 c ” < H c ” 〈 g • 

Ix B -x 0 I < ^ N+l 

所以 /( X ) 在 A 处连续.由 X 。的任意性，知 (0，1) 中一切无理点上 
都埤续 .. 

四、级数问题的若干反例 

oo 

例 S .1.46 试写出一正项级数使得 

»-i 

oo 

1) _ A 收敛; 2) •(国外赛题） 

分析我们知道级数_ +满足条件 1), 不满足条件 2) .而 
2丄满足条件2)，不满足条件 1) .现把二者结合起来.我们看 

n = l U ' 

ou 

到，若把¥ +中一部分项里的+换成+，那么所得的级数，满足 

条件 2) •为使新级数仍然收敛，我们只对 n =4,9,16,25,36,…这 
些项进行上述改换，即新级数为 

oo 

2 a - = 1 + ^ + ^ + l + ? + ? + ^ + ^ + i + i^ + - (1) 

这时虽然掺杂了一部分丄的项，但这些项的和为 

» = 1 n 

— > ~4- -4 - ••• -f- -V .•• 

4 916 k 1 9 

可以想见级数 （1) 是收敛的. 

oo - 

解设^> ”如式⑴：当 n = 整数平方数时 ，〜 =丄，否则 

n = 1 • •- 

〜 •显然•又因为 V & N ， 部分和. 
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^iU i= ” m 

故此级数 收敛. 

注本例说明例 5.1.39 中单调性条件去掉之后，结论可以不 

成立. * 

例 S.1.47 举出一个发散的交错级数，使其通项趋向零.（国 
外赛题 ） _ 

分析因为一个交错级数 



a ! 一 a 2 十 a 3 一 十 • ••十 a ln , x - a 2n + •- ( a n >0) 

部分和_ 

In 

Sin = (- 1)、= (a, - a 2 ) + … + (a;”， - a 2 ”) 

裊 * 1 

" 鳟 〆 

= a 2* •丨- ^ ] a 2 k • ， 

可见只要造一个级数使得同时使级数 


oo oo 

a lk -\ f ^ 2k 

一个收敛，另一个发散，问题就解决了 .例如我们可作级数 

, 1.1 1^1 ^ 1 1 丄 

1 W' 

注本例说明 Leibniz 级数的三个条件中减少了单调性条件, 
定理就不再成立•不难举例说明，三条件缺一不可. 


例 5.1.48 举出一个收敛级数心，使得级数 f <发 
散•（国外赛题） " =1 


分析因为级数\收敛，故 0( 当 n —oo 时）.因此„ 

充分大时有 1 
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U 3 J<UJ. 


可见级数 2 &不能绝对收敛，只能是条件收敛.这表明级数2 

n = 1 

A 其所以收敛，不仅是因为 a n ^ 0 的速度，而且是因为项际间的 

相互抵消.因此我们应构造这样一个变号收敛级数 , 它本 

|« = 1 

co 

身项际间能相互抵消，但变为级数2 Z 时项际间抵消不了，以 

11= 1 

oo 

至 Z 发散. 

n = 1 

解令 

lja’l-1 + 為 - 击-士 


因为 



h-a :。 u=i ， 2 ，...) 

可见 S = limS ， FO , 此级数收敛.但是 

歸4 00 

oo 

H 2 2T2 F-2 


+ 二一 _! — -…一 /• + 
k k^k v^k 

发散[因为部分和的子序列 
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(= 2 + 3 + … + ( 焱 + 1) f k ^ 2 )]. 

本例说明级数收敛，一般来说,不能推出级数 Sa 3 fl 收敛 • 
有些正面结论，改换问题的提法之后，可用构造反例的方法 
证明. 

CX) 

例 5.1.49 证明 ： V U n l — 0(当 w — oo ), 有2收敛, 

« 二 1 

oo 

则 D ~绝对收敛. 

n = 1 

oo 

分析问题等价 于：若 ^] |〜|发散，则至少存在一个序列 

1 

oo 

U ,, 1—0(3 oo 时），使得级数 I 〜心 发散.如此，问题归结为 

II * 1 

CO 

从条件;2 = 十⑺出发，构造所需的序列的问题. 

n 55 I 

oo 

证（反证法）若 Iaj = 十 oo , 则 V ”> l , V 々 eN ,3 m 6 

if ^ I 
m 

1^(肌>;/)，使得1； 々•如此对„ = 1，々=1,3 Wi € n , 使得 

1*1 

- m 2 

对 n = in x +1,^=2, 3 m 2 ^ m l +1，使得 | a f I ^2, 

i = m 丨 + 1 

由此我们得到 1 = 饥1<爪 2 <〜<”\<〜使得 

2 (n = l ， 2, …） • 

取 X, = " g « ~ (当 w.q < 时， m 。=0) ，， ’ 

则不论 N >0 怎么大，只要 w - 1> N 时，恒有 
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>/«„.!>«- 1 〉 iV ， “片断 



此即说明 3^—0 (当 《 —oo 时），使得 I] 〜 a 发散，与已知条件 

n — 1 

矛盾. 

☆五、数项级数与反常积分的关系 
a. 关于收 敛性’ 

要点设 a = 00( 当 n-^o° 时) 

为任意给定的序列， /U)>0, 则 J^/U)dr 与 |]| A % /(ddx 同 


时敛散.并且收敛时，二者大小相等. 

dx 


☆例 5.1.50 讨论 


0 1 + o: a I sin x\ p 

>1•(复旦大学） 

证（注意到 I Sin X | 的周期为 7T , 我们取= /27 T ) 

dx -- 

T 7 ° 


的收敛性，其中 a >^ 


ix _= dx 

sin x I ^ ^ToJ 1 + x a I sin x | ^ 


4* X = 7I3T + 


dt 


^ lo i + ( WTT + ，） fl sin’/ 


我们来证右边二级数收敛.其中 


2 人. 


W:r + ( W7T+ /)"sin^^ Jo 1 + n* • 

这是因为时 sin t>$t ， 所以 

(« 艽 + /) a sin〜X ” 丌 ” (I〆 ） = n a t fi ^j2^ 
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于是 


(此处记 6^ = ^). 


> 1 H d{n 

〜 n oip • b Jo 1 + ( n 

<^J；i 


d(n a/fi bt) 


+ u fi 


= n ^ bt ) 


为一肅数，记作 


< 




因为 l </3< a , ；2 i 收敛，所以 D L 收敛 

ir*l n n* 1 

dt 


对于人 = 


1 + ( n7T + t) a sin p t 


作变换 X ； = 7 T - r 之后便可作类似 


推理，得知 >]人 收敛. 

If « 1 

例 5.1.51 证明 II 工 o + 

证因为 

1 1 1 '>1 


dx 发散. 


xsm 




>- 






sin \ 


但右端第二项的积分 xdx = |, 右端第一项的积分 

. n L 


f 1 1 

1 

• 0 工 

COS —5 - 


❹勃 IP 




dx 


注意在右端积分区间上 


71〉+ ) 
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= T2 ln (l + 6^l)= +0 °- 

这是因为务-+ oo 时 ln(l + " P 故所证积分 发散. 

b . “和”值的计算与估计 

上述原理不仅可用于判断收敛，还能用于和值的计算与估计. 
*例5.1.52求 



其中£：为区间 (0, + ~)中使被积表达式有意义的一切 x 值所成 
之 集合. 

解 E = U >0 1 sin x >01 = | a ： >0 1 2*7 c < a : < (2 ife + 1 )tt , n € N | . 

原式 =S ' 

*=o J2 ** v sin x 

[这里的积分以 M 7 T ，(2 A + l )7 r 为奇点，但在奇点附近仅是 f 
阶的无穷大，故此等积分皆收敛 .] 



因 






>0, 当 re 
<0,当 K 



所以只要把 [0,7 t ] 上的积分拆成两段，绝对值符号便可换掉.而 


7 


- dt = -2 e "7/^ T 7 + c , 



故 


原式= ge -^(2^8 e = 

oo 

Hl .53 /( x )>0\, ；2/(«) 收敛，试证对其余和 

I 


k = S / u ) 有估计式 


> 

+I + f{ x )dx. (1) 

证因为 /( x )~\ ，所以 - 

00 oo 

2 f(n^k)> 2 J + . f(x)dx> ^ f(n^- 

km\ Jn*k ks^ 

即 R ^>\^f^)d X >R H -n n + \). 

移项即得欲证的不等式 （1). 

注若./(^)严格递减，则 （1) 式中等号可以去掉（成严格的 
不等式）. . • 

*例 5.1.54 试证： 

1 — + 1 1 , 
wIn w k T hTk^n(ln n ) 2 (当 ” — 

(浙江大学） 

证（考虑对应的反常积分）因为 • 


时）. (1) 


/ U )= Pib >0 (工 川、， 


应用上题结果, 


*♦ oo 1 oo 

" ,2 Pin + {, 

反复利用分部积分法，： 


dx 


⑵ 


dx 


In 


= 丄 - L 


dx 


X (ln\r ) 


472 - 


win n ；?(ln ;/) 


2 


d*r 


x 2 (\n x) j 


.(3) 


对于右端积分有估计： 

^ dx 


0< 




x 2 (ln x) J (In 




dx = 1 

~ x ^ n (In 7 i Y 


故 （3) 成为 


dx 


2 d . 


( 0 < 6 n <\). 


i x~\n x win n n (In n ) w (In n ) 

此式代入 (2) 便得 （1). 

c . 反常积分作为级数的极限 

☆例 5.1.55 设单调函数 / U ) 在 x >0 有定义，并且反常积 


分 


fLr ) Ax 存在，试证明 

lim /z [/(/i ) + /(2 /z ) 十…] 


f ( x ) dx . 


(华屮师范大学，郑州大学） 

证例如/(1)/，7/»>0，有 


f{x)dx = 2 f f{x)dx^ 2 ) 

o Uk-\)h fri 

+o ° r(* +l>A r* m 

^ 2 f(x)dx= j\x)Ax 

tT \ Jkh h 


令 A — O 4 取极限，得 

♦ GO OO 

lim h f ( kh )= lim ^ hf ( kh ) = 

A—0 * 灰 ， 1 0 * *- I 

若 / U )\ ，类似可证(或考虑 -/ U )). 

*例5.1.56.计算 


/(• r)d 


^ o (1 "°(rb 


.) 


(国外赛题） 

解（关键要把级数的通项写成 / UA ) 的形式） 
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原式 




令 — 


lim 


e 


- nh 


h 


e 




e 


e 


e 


—dx = In 2. 


这里 /U) = J ^^ 单调，符合上例的条件 


/ 练 a 5.1 


☆ 5.1.1 设々，*•，）都是自然数，且是= 


Z 


TT 的和. 


{kn - i)(kn + 7 ) 

提示通项 一士) （连 锁消去法). 

※ S •1•2 设 U ”| 为等差数列 - flB=rf>0U = 

正整数.计算 


☆5. 


发散到+ 

提示 

时) • 

☆5.； 


s= S ^rL w 

3证明级数 

1 + hm -讼讼 

•(吉林大学） 

S " = ti (T^I + T^TTb) … 


4证明 ：当/ >>1时, 

oo 

2 t - 1 


1)^7 


</>. (国外赛題） 


+ j ， 试求级数 


，2 ，". ），m 为一 


00 (当 n —► oo 
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3 托 （0，1) 


•7 n + d 


i - (n + 1)'^ )^/>[ n ~p - (n + 1)'^ ]. 


再提示（用连锁消去法）部分和~ i — r )^ P - 

\ (n + l)p / 

谈5.1.5证 明：若 删去调和级数中所有分母含有数字9的项，则新级数 
收敛，且和小于 80. 

提示估计分母 《 e [10"- 1 - 1,1 (T -1] 各项的和 （m = l ,2, …）. 
☆5.1.6 证明下列级数收敛： 


l)2[±-.n(l + ±)]; 


2) ti [ e_ ( 1+ A + A + ... + A)]. 

(东北师范大学） 

提示 1) 通项 a n = - + o (士 ) -^^ 7 ，〜〉 0 

2) 通项 (0<5<1). 


*5.1.7 设 A = -1, 讨论级数的敛散性. 

ft = I 

提示当^< 一 1时， a , 〜; iMnn . 


再提示因 x~^0 时 〆 一 1 〜 a •，故 n” -l = e”“-l 〜 nMnyi(a<- 


时），记 o = -(1 + 幻（沒 >0), 则 n 充分大时 ，0</ l n n = 
，而收敛，故^〜收敛发散明显. 


In 






☆5.1.8 设正项级数2 \收敛, 证明： 

• = i 

级数 2 二 

-=» V r n -\ + %/r, 
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仍收敛，其中 


2七•（云南大学） 

提示 a - ~ - 7 = = V -/ r * ，连锁消去法. 

V ^ V r „ 

In 丄 

5.1.9 证明 ：若有 a >0, 使当时，>1 + a ( a „ >0), 则级数 


In 丄 

V aAa n >0) 收敛; 若。时^<1，则这级数发散（对数判别法）. 

n = 1 

5.1.10 序列 I & I 是正项单调递增并且有界，证明级数 
_ t ) 收敛•（国外赛题） : 

提示部分和丄念 a : J . 

Xl 1 

w oo 

糸5丄11证明••若 a >0，〜、0，则 L 〜与 p m 2 m (p m = 

n » 1 m - I 

m a xU : A >2_ w |) 同时敛散.（罗巴契夫斯基判别法） 

oo 

5.1.12 设 0<* r ,< ir , 八 = S in ( ” = 2,3,…），证明 ：级数 Z 当 

/>>2时 收敛； 当/><2时发散 .（ 吉林大学）. " 

提示： 参看例 1.5.19, 夂〜立. 

n 

*5.1.13 证明级数 


1 + + -+ + + + + - 去 + . ••发散. 

提示可用 Cauchy 准则 

IS6 ” D +^ + X ) 斗 

☆ S .1.14 设 a n \ 0( n = 1,2, …） 且 lima , = a (a \0).求 证：下 列两级 

If-^OO 

2丨〜 + |1” 丨与 Z ~ r ~ ~ ~ 

TTi fri a” 
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同时收敛或同时发散.（上海交通大学） 

提示 3 ，使得 m <\ a n !< M . 

士-去 《，, l . 

噢 

5.1.15 设 ？ （1)是（- oo , + oo ) 上的连续周期函数，周期为1，且 

\ u)dx = 0,/ U 〉 在 [0,1] 上可微，且有连续的一阶导数， 

Jo . • 

= J 。 /(*r)p ( 叹 r)dj，n = 1 ， 2 ,…， “ 


证明 ：级数 2 d 收敛.（华东师范大学） 

提示可令少 (: r )= L P ⑴山,于是用分部积分 a , = - j J 4>( nx )/( x ) dr . 
从而为常数）. 

5.1.16 设 / U ) 于 [ l , + oo ) 上可导 ./ (>r) 单调递增，且 /(jr) — A (当 

oo 

O *—+ oo ), 证明 ^/( n ) 收敛. 

躅 ■ 2 ， 

提示 fin ) - f(n - lX /( n )</( w + 1)-/(”）, 

可知 /^)/0，/(”）<0,2-/(^1)以2[/(»-1)-/(”）]为优级数. 

5.». n 设 A >0 U = 1，2, …）且 f ； a ” 收敛 ， r>l = 念〜•试 证： 

« B t 4= n 

1) 2 失发散;收敛 • 

• •: mm\ r n --1 Vr n . . 

i t, 

n *P n . «♦/» 

提示 1 > 可用 Cauchy 准则， —> - 2 当 />一 + oo 

***♦1 r * • r ” + i 4=7+1 

时〉 ，故3/>，使 f - 

k ^ n *\ r * ^ 

2) 可证 Sg 以 22(/ m - v ^ r ) 为优级数. 


再提示 - V ~ i \ = 


”• 一 厂” ） = 


27^T^2VT： (r, 
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r ”-!) ，又因 r H \ 0 , 2) = %/^ - ，故 2 




收敛. 


5.1.18 设 / U ) 是在 （- ⑺， + oo ) 内的可微函数，且满足 ： l ) /( o :)>0, 
2) irU ) l < ml /(: r )|, 其中0<；72<1.任取〜，定义〜=1打 /(«„„), 


= 1 , 2 ,- 

提示 


.证明 ：级数 D (A -^-。绝对收敛 .（ 西安电子科技大学） 

n-l 

\ a H - a ,-, I = lln /( a ,., ) -In /( a ., 2 )| = j y ^ y ^ a n-i - A ) 

/(ej 


^ n-l ~ dn -2 I 


< 




<讲<1,故2|0 (| — 0 1| _ 1 1 收敛. 


5.1.19 设 U a , 收敛 ,0 〈么 /+ ⑺， 试证： 


lim 


P\ 


Pi^i 


Pnd H 


P. 


0 


提示记 S „ =〉] A , a , = S ，- Sc ，代入变形可知 

*-1 


原式 = lim S|(p1 一 h ) + S 2 (/ > 2 -/) 3 ) + … - p m ) + S n p n 

” 一 《 p n 

—Um - ( 久 1 — 久 ） + S = S - S = 0• 

-- 00 Pn ~ />„-! 

•^5.1.20 设〜 >0,2\收敛， ni 单调， 证明： '* * 

limna”In n =0. 

崎一 oo 

X 5.1.21 设数是一个数列，并且彡九，证明 


级数 


S 


Pn - Pn- 
P.pUl 


收敛 .（ 国外赛题） 


5-1.22 举出一个收敛级数\的例子，使级数 j ] n 发散 


提示難 

再提示用积分判别法易证该级数 Sa , 收敛 
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又因 n 充分大时, 


n (In In n ) 


1 T > 一 T ^-, 而 S 


n\n n 




n\n n 


发散，故 


In n = S — ~ :- g 发散. 

n (In In n) 

5.1.23 序列 16,1(71 = 1,2, …）具有下列 性质： 

b n >0, lim b H = + 00 . 

做岀序列 UJ , 使 ” 

oo oo 

a n > 0 9 2 a - <0 °» XI = + °°- 

(国外赛题） " " 

提示 V 々 GN , 因 lim 6, = + oo , 3 使、 >*U = 1,2, …），顺次 

_ . TT •当 n = , 

可使乂 >6,_, •令〜 即可. 

.0* 当； I ~ 

5.1.24 设 U 4 | 是自然数列 U | 的子序列， 试证： 


oo 

1> 当 n ,- 〜时 ， I ； 丄 收敛； 

frf n k 

2) 当〜-常数)时， f ； 丄 发散； 

frf n * 

oo 

3) 当〜-〜以 r >0) 时，互} 丄 收敛. 


=X 4 


oo 


提不 1) n* + (^ — 1) -f • 

2 ) — = 
n k - l)g + n x 

☆5-1.25 对函数 • 

?。)= S ; (5>1) ， 
n 

证 明：？ = s f _^ d : r , 其中[: r ] 为: c 的整数部分•（西北师范大学） 


提示 


I. 與 d : = l50: = |j 


n 


n 


D \ 


再提示上式 
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CO 

= § 

☆5.1.26 1) 求证••当 s 〉0 时厂 收敛; 2) 求 证：当5>1 

J i x 

W - 



[* r ] 表示: r 的整数部分 .（ 北京航空航天大学） 
提示利用上题结果. 

5.1.27 求 lim f— + + + 

r--«\ t t 2 + l 2 t 2 +2 2 

提示可参看例 5.1.55 〜例 5.1.56.( tc > 
☆5.1.28 设 证明： 

收敛； 

2 ) 孟去厂 ? i IL ^ L ^ £ 收致 

(上海交通大学） 

提示 1) 可用反常积分的 Dirichlet 判别法. 
2) 可先用第二中值定理， 



再提示 1) 当1/+00时^ r ' O , 




sin 2w icjrdz 




(VA > 


故原积分收敛. 


I |=| sin 2nnxdx + ^rfin 2nwxdx | 


5^ - T - + — —y 

nna nit A 

不等式两边同时取极限 （ A —+ 00 时）得知 


QQ 

sill ； 


2 nnx 


d ' r h ^| j ^ <+o0 * 


5-1.29 证明： 


2；^-1心”|存在(有限). 
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(北京师范大学） 

提示可参看例 5.1.54. 

关 §5.2 函数项级数 


所谓函数项级数2 ^(* r ) 在某区间/上收敛，.是指它逐点 

w ^ 1 

oo 

收敛.意 即：对 J 中每固定一点作为数项级数， I ； ujx ) 

n = 1 

总是 收敛的•因此对收敛性，可用上节数项级熬各种判别法进行判 
断.本节的任务，主要讨论一致收敛性的判断及其应用. 

导读函数项级数（及序列）一致收敛问题是数学系 (1 院）的难 
点、重点，也是数学专业考研热点内容，数学一考生可从略. 

一、一致收敛性的判断 

证明一致收敛性一般有如下几种方法 ：《) 利用 定义； b ) 利用 
Cauchy 准则； c ) 利用常用的几个判 别法; d ) 利用一致有界与等度 
连续’.下面我们对这些分别进行介绍和讨论. 
a. 利用一致收敛的定义 
要点 1° 方法. 

oo 

i ) 要用定义证明 〜（《 r ) 在区间/上一致收敛，应首先设 

oo 

法求出和函数 SU ) = [ W > I U ), 写出部分和 s n ( x ) 

w * I 、 • 

n 

= ZaU ), 然后对任意给定的 . e > 0,找与 o : 无关的 N = 

k = \ 

N “）, 使得 n > N 时有 .v _. • 

\ S(x) - S n (x)\<e. 

ii ) S n ( x)^f SU )(”- oo 时关于 J ), 等价于： 3^。>0, 
ViV >0,3«> iV ，3: r N G J 使得 
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1 S(x N ) - S n (x N ) 

亦等价于 ：3%〉0,3 Ulcz /, 使得 

\S(x n ) - S„(x H )\^e 0 . • 

特别来讲，若发现有/,或为/的端点，使得：1：-&时，有 
S(x)-S„U)\-0( 对充分大的；I 成立），则 S H ( x )^ S(x) 于 J 
(当 72 — 00 时） • 

2° “放大 法”: 若\/«,3 ~>0,使得 

I S(x) - S H (x) (Vx6J), 

且 n-oo 时 a — 0,则 n —oo 时，(于 / 上）. 

v 

§ 

3° 确界法•当 n —oo 时， S W U)I：SU) 等价于 

limsupl S(x)-S li (x)| =0. 

e - N 方法 

☆例 5.2.1 /U) 是 （-oo, + oo) 内的连续函数， 

去)， 

证明： 函数列 AU)(n = l,2,3, …） 在任何有限区间上一致收敛. 
(首都师范大学，北京师范大学） 

分析我们看到人（: C ) = _去/(工+ +)正好是积分 

| Q /(x + t ) dt 的一个积分和，因为 /(x) 连续，该积分有意义，故 

n — oo 时，人 （1)4 I。 f( x + t ) dt . 

设 U ,6] 是任惫 一个有限区间，要证明+ oo 时 ，人 （J：) 

•i 

二 /(X + Ock 于 [a, 6] 上，即对任一 e>0, 要找 N>0, 使得 
0 

n>N 时， 

/•I 

fn(<x) " Jo /(x + t>)dt < 6 ( Vx € [a,6]). (1) 
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因为 


所以 


，-⑴ =§ 去和务卜齡和去 ) 

/(x + t)dt= 2 \k /( 工 + o 心， 

Jo • *»0 J 7 

|/”(工)- J o /(x + f)dr I 

= I 齡 WO’”— 

|/«)_/( a ) 卜 


⑵ 


故要 （1) 式成立，只须 (2) 式右端的 


"-1 .M 




) d/<e ( V x€ [a t 6]). (3) 


为此只要能使 


卜十 +) - f 、 X + t 、<€, 


⑷ 


则 （3) 式自然成立•注意到这里的 f + , 因此，点 


卜 + D 与点 U + 0 的距离 

(x + Aj- (j: + o| = |A- f |<l. ( 5 ) 

利用 Cantor 定理，/在 [a ,6 + 1] 上一致连续•所以 Ve >0, 
3 5>0,当/，工>[〜6 + 1],|/ — /|<5时，便有|/(/)一 

/(/)|< e •故取 N = + 时，当 ”>7^有+ <士=占,于是由(5)推 


• m ， 



得 (4), 从而推得式 (3) 成立•问题获证 • 

☆例 S .2.2 设函数 /( or ) 在（-⑺，十 oo ) 上有连续的导函数 
/'( I ) ,/ rt ( J 〉 = e " [/(«r + e" n ) - f ( x)](n - 1，2,…），证明： 
| 人 U)|(n = 1,2,…)在任一有限开区间 U , 6) 内一致收敛于 
/( x ).( 福建师范大学） 

证（利用微分中值定理） 

\ LU )- ru )\= f ( x + e '-. l - f { x ) - ru ) 

e 

= 1/ U ) 一 / U)l 

因 /(1)在[“，6 + 1]上一致连续，¥€>0,3(5>0(5<1),当0： | , 
[ a , 6 + 1 ] , I xj 一 工 2 1 〈谷 时有 l /'( x 1 ) -/ "(： T2 ) l < e . 

取 ；V = lnj , 则；2>尺时（此时0<^”<5)有 

l/,(x)-/(a:)l = |/ / (^)-/(x)|<6. 


故十 oo 时 ，/； ( x ) = /(: r ) 于 （a ,6) 上. 

例 S .2.3 设 / U ) 在 [0,1] 上连续， g(( ( a ；) 为阶梯函数 

茗,(1)= 忘 /(|)( x ± ( jr ) -〜(:))， 

其中 " 


參 

1， 0< x <^- 9 

X ± (x)=< • n (£ = 1 ， 2,… n). 

” 0, -< x<l 

n 


试证 ： n 4 .oo 时，仏 U ) I ：/ U ) 于 [0,1) 上. 

注按定义， [0,1] 上每项 

Jl ^)( x t ( x )- J ：^( x ))=\ f [^) ， 当 工 6 [¥，♦)， 

" •. lo , 其他 • 

因此 / U ) 与^ (: r ) 的图形如图 5.2.1 所示•曲线是/( X )的图形, 
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水平线段是 g „ U ) 的图形, / U ) 在1 = 1处的值作为在整 
个小区间^上的值. 



图 5.2.1 

证因 

▽工€[0,1)，3灸€|1,2,.“，71|,使1€[^11,上). (1) 

n n J 

于是^(1)=/(令)， 

1/(工)一仏(工)1= /(:)-/ (去) U = 1,2,…， n). (2) 

又因/(工）在[0，1]上连续，所以在 [0,1] 上一致连续， Vs >0, 35 
>0( 与 x 无关），当 1 Xi - * r 2 1 < 5(*2^，： r 2 G [0,1]) 时有 

l/(:i)-/ ( 工 2 )l<e ， (3) 

令 N = |， 则 n > N 时， x-A 从而利用 (2)、(3) 有 

l/(x)- gfl (x)|= /(x)-/(AJ < 6 (Vx€[0,l)). 

此即表明 n ^+ oo 时，仏（: r )=：/ U ) 于 [0,1) 上. 

☆例 5.2.4 试证 X — a 时， / Uj )：： 〆 》) (关于3^ J) 的 


• 48 $， 







充要条件是 V \ x n \^ a ( x n ^ a )^ f { x n ，: y ) 二 y (： y ) (关于 y ^: l ) 
(当 n — 00 时）. 

[ Heine 定理的推广](郑州大学） 

证1°必要性. 

[对 Ul — 要证明 n — oo 时关 
于3^ J ). 即要对 Ve >0, 找 N >0 使得72>~时,有1/(0： 1! ,30- 

妒（: y ) l < e ( V 3； G /).] •因已知 x-^a 时， /( u ) lt 9(： y ) (关于 

jy 6 Z ), 所以 V e >0,彐汐〉0,当0< | j ： - a |<5时有| f ( x 9 y ) - < p ( y ) I 
<€(\/3^/).既然心^^且当时），所以对此占> 
0 3 N >0， r 2 >/V 时，有 0< U n - fl |< 夂从而 

l /( u ) - 9(： y ) l<e ( V 0. 

此即 /(，： y ) = 9>(： y ) (^6 1 9 n -^°°). • 

2°充分性. 

假设 x—a 时， /( u ) 乓 ？>(： y ) (关于：/)，则 3 e 0 >0, 使 

得 V 去>0,3&(0<|^|< + )，及3^/满足 

如此我们得到，但 / u n ,; y ) 今 9(; y ) (于/上 j •与 
已知条件矛盾. ； 

☆ 例 5.2.5 证 明:若 _ « R (x) 在区间 J 上收敛.则 $ u K (x) 
在 J 上一致收敛的充要条件是 V U n lc ： j , 有其中 

. n -*°° 

oo • # «V 

rAx )= 2 “*( x ) 为级数‘和） • 「 

*=»+i 、 j . 

证法与上题类似•留给读者，并请写出函数序列的相应 结果. 
注 • 本题的充分性的否定形式为••若3 U n I ，使得 r M (xJ 
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VO(n — oo 时），则 I； 心 U) 在 J 上非一致收敛. 

n = i 

作为该例的一个应用，可见例 5.2.27 之证 II. 

放大法 

如前所述，放大法在于把级数的余和 r H ( x ) = S ( x )- S n ( x ) 
的绝对值进行适当放大，使得在区间 J 

\ r n ( x )\ = \ S ( x )- SAx )\< a n 与 X 无关）， 

且 Q^-^0 ( 当 

则该级数在所论区间上一致收敛. 

实现放大有很多技巧•下面各例分别是通过已知的不等式，求 
极值，利用已知的余项估计，递推放大等典型方法来实现的.如下 
例是利用 Cauchy 不等式进行放大. 

例 5.2.6 若人 U) 在 U, 6] 上可积，72 = 1,2,…，且 /U) 与 
gU) 在[心6]上都可积， • 

limf l/.Co：) ~/(x)| 2 dx=0, 

» —°°Ja 

设 x 

八（工） = l« /(£〉尽（0心， /1 «(' 2： ) == 1 fnU)g(t)dt 9 

则在 [a，6] 上 ^ (: t)— 致收敛于 ^(a:) •(东北师范大学） 

证 I h ( x ) - h n ( x ) I = f ( t ) g ( t)dt - f n ( t ) g ( t)dt 

Ja Jfl 

^ £ (/(0 - f n U))g{t)dt 

< f (利用 Cauchy 不等式） 

a 

< (£ I f(0 ~/At) i 2 d^(£ I $ ( t ) i 2 h) 士. 

<(J: I / ⑴ -/,(’) i 2 心广 [ f : \ g ( t ) \ 2 dtf 
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—0 ( 当 n — 00 时） • 


所以 «—+00时人（《2：)1^(1)于1>,6]上. 

下例是通过求最大值得到放大. 

. 例 5.2.7 给定函数 序列： 

AU) = £ (ln^r “=2,3,4,…) • 

n 

试问当 a 取何值时， IAU)I 在 [0, + 上一致收敛 .（ 广西大学) 

解/”（工）= 


可见 工<1^时，人 （ x )/, 

时 ，入 ⑴、， 


(In n ) 


-( 


In 


— x 


)• 


函数人（ X )在： ripl - 处取最大值.注意极限函数 

in rt 


/( jr)=lim f H ( x ) =0. 

歸一 oo 


故 



当 a>l 
当 a <\ 


( w — + 00 时） • 


(这里=0。忐 = e .) 

所以 l /,( o ：) t 当且仅当 《<1 时，在 [0, 十~)内一致 收敛. 

注意,放大法一般来说只是一致收敛的充分条件.但如本例用 
求最大值的方法,得到… 

Q h =max| S(x) - S n (x) \ 9 

则 a K 〜0( 当 n — oo 时） 的条件不仅是充分的而且是必要的 
下两例是利用级数的余和估计. # 

对于 Leibniz 级数，级数余和 # 
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r n ^= S - S n = 2] 卜 D 、 

* = H+l 

有估计式 k „|< a „ + 1 • 

例 5.2.8 试证： f ； 在 （-~, + ⑺）内一致收敛 • 

H ri +x • 

证设函数 /(; y )=^ r ^ r ， 则/(30 = ^^.可见 V : 
€(- 00, + 00),当„充分大时，级数通项的绝对值当 

n -r X 

„-^ oo ) .故该级数为 Leibniz 级数•因而 

…⑴ i < u + d ~ ^ rV 0 (当一 ). 

所以$^^在（-~, + 00 )内一致收敛. 

77i n X 

例5.2.9讨论 | j rTT ^ TT || F7rTT ^在 （0 , 0) 与 
U , + oo ) 内的一致收敛性. 

解用 D ^ ALembert 判别法，容易知道该级数在 （0, + oo ) 上 
处处收敛. 

00 知 

r " (X)= S, (l + x)(l + 2x)-(l + ^) 






(l + x)(l + 2x)--(l + (^-l)j：) 


lr " (x)l=1 二 J r - ⑴ 1 = (\ + a){\ + ~2al^l~^ 

—0. 

所以在 (0, a ) 内非一致收敛，在 （ a , + oo ) 内一致收敛. 

有些函数序列是用递推形式给出的，这时可考虑用递推的方 
式进行放大.如 

☆例 5.2.10 设/ 1 (0：)在1>,6]上正常可积， 

/«fi(^)= J ，” = 1,2 广 .. 

证明•.函数序列 I 乂 （* r )| 在 [ a ,6] 上一致收敛于零 .（ 吉林工业大学）. 

证因为 /, U ) 在 [ a ,6] 上正常可积，故在[心 6] 上有界，即 
3从>0,使得|/ 1 (0：)|<从（\/0：€(^，6]).从而 

l/ 2 (x)l<£ l/^OIdr^MCx-a), ' 

一般来说，若对 n 有 

1 人⑴ k K : 

则 1/… U ) l <£ \ fM)\dt = R ^ i 7 T J a X ( f - a)-- , dr 

_ M(x — a)" 
n !. 

所以 I /” u ) I <- j b n - Z 『〉)「 1 - o ( 当 ” - oo ) •故人 （ x ) 二 0( 当 
时关于 a：e [a ,6]). 

例 5.2*11 证明：若尺（0：，/)在 D = 上 

连续， u Q ( x ) 在 [ a ,6] 上连续，且对任意 xe [ a f b ] 9 ^ 

•X 

U n (^) = K ( xyt ) u n . x ( t ) dt ， w = 1，2,…， 

% A 

则函数列|〜（工）1在 [ a ，6] 上一致收敛•（东北师范大学） 
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提示在有界闭区域上连续的二元函数，必有界.即 3 M > 
0,当 a ^ x ^ b ， a < t^：b 时恒有， 

[K(x 9 t)\^M. 

例 5.2.12 瑕设 

1) / U ) 在（- oo , + oo ) 内 连续； 

2) 时有 1/ U)|<UU 

3) /l ( ) = f { x ) y f 2 { x ) = / ( /, ( X >) , — t fn ( x ) = 

/(/,- “工 )）， … 

试证 •.人 （ X ) 在 [- A , A ] 上一致收敛(其中 A 为正常数 ）.（ 南京大 
学，吉林大学） 

证因 ： r ~0 时有 0<|/( x ) 丨< 1 x 1, 故令 ： c — 0取极限（已 
知 / U ) 连续）知0</(0)<0./(0) =0•从而由条件2)，在 
[一 A , A ]( A >0) 上恒有 |/ U )|<| x |. 

由此 ， Ve >0( 不妨设 £<八），当： 1 ：€[ — £,£]时有|/(0：)|< 

丨 xlSe ; 在 [- A ，- e ] U [ e ， A ] 上， ’(工) <1连续，且有最大值 

•• X 

q :0< q< 1 •于是 l /(: r ) 1 丨 : c | • 总之在 [- A , A ] 上恒有 

\ fix) \ ^max I e , qA I . 

Vx 6 [ - A , A ], 若 |/ U )|< h 则 |/ 2 (； T ) 卜 \ f ( fU ))\< 

1/(工）1<6.若|/(工）|€[£，>\],则|/ 2 (工）| =丨 

9 I /( 工 ）I < < 7 2 A ，所以总有 1 / 2 (x ) I ^ max U ， g 2 A 1 •同理，由 
l / rt - l ( i ) l < maxU ， g" M Al 可推出 I 人 （ x ) I < maxU ， gVU •故此 

式对一切 n 成立•由于”+ 00 时，40,对€ >0, 3 N >0 ,n 
> N 时， ( fACe ， 所以 

I /„ (x ) 丨 <max U ， g”A I = e • 证毕. 

放大法也要注意根据具体情况，作灵活的处理. 

例 5,2.13 设〜>0，1^«”=0，|〜（工）|<\(当 W ) 

H 一 CO 

OO 

且 u i lx ) u J ( x )=0 (ikj 时•试证2 A ( x ) 在 r 上一 

««1 
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致收敛(这里 J 为任意区间）•： 

证 VxG/,|M n (a：)l 至多只有一项不为0•因此(若用 S(：r) 
表示和函数， S„ (or) 表示部分和） 

I S(x) - S n (x) l^supl u k ( x ) 当 n — 

故； £； 在 7 上一致收敛. 

n = l 

b. 利用 Cauchy 准则判断一致收 敛性. 

要点用 Cauchy 准则判断级数（或函数序列）是否一致收敛 
完全取决于充分后的“片断”是否能一致地任意小，而无须求出和 


函数（或极限函数）.这一点比用定义法优越.如2 u w ( o :) 在区间 

|» = 1 

I 上一致收敛的充要条件是 ： ^>0,3^/>0,71>〜时 

| 2…⑴|< e (Vx e /, v/> e n). 

4 a n+l 

oo 

2 在 J 上非一致收敛的充要条件是 ： 3 e Q >0, VN >0, 

n » I 

彐 n > N ，彐彐使得 

|2 M 工 ) I > £o - 


特別，若通项 “ n (X) 今 0( 当"，00)关于0：€厂那么2 ^ nU ) 
非一致收敛. 

☆例 S.2.14 设|^(0：)1为[心6]上的可导函数列，且在[^, 
6] 上有 


| 金 《 ’*( 工 )|< c f 


⑴ 


C 是不依赖于 T 和”的正数•证 明：若 i U„(x) 在 [ a ,6] 上收 

« = i • 

敛，则必为一致收敛•（华东师范大学） 
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证 I 1° 2、（：0在[^，6]上收敛，所以 

If = 1 

Vx 0 e [ a ，6], Ve >0, 3尺=糾6,：1：。）>0，当 H>iV 时，有 
I 2 以工。) I <+(▽/> e N ). (2) 

k = n+l ^ 

故 I 2 M *( x ) I ^ I S t ““ 工 。 )I + 丨 t 工 。） • 

k- « + l k- « + l k- it*l k - **♦! 


此式右端第一项，对函数； ^ 1^(1) 应用微分中值定理 


«+p . M *P , , 

I 2 u k (x) \ = I 2 w、 ⑻ (X - x 0 )| + I 2 u k (^ 0 ) 

*= n +1 k «» + l n + 1 


(e 在 x 与 x。 之间） 


<2 C I x - x 0 



e 

T . 


取 5 = & ，则 U - aICS 时，有 

n* p 

I 2>*(x)|< e ( V/> 6 N, Vx € (x 0 - 5,o： 0 + 5)) 

*- n + ! 


(3) 

(至此，虽然 （3) 式不在整个区间 [ a ,6] 上同时成立但在 x Q 的邻域 
U 0 - 5, x q + S ) 成立•注意到 [ a ,6] 是任意的•于是） 

2° (对 U ,6] 上每点，都采用上述步骤） Vx ,€[ a ,6], 
3 NU ， a ： A )>0, 当 n > N ，《 re ( x 厂 + 幻时有 


"♦p 

I U k ( x )\< e ( V /> 6 N ). 

4- H + 1 

如此-夂 x A +5):0：^1^,6]|组成了[«, 6 ]的一个开覆盖. 
由有限覆盖定理，其中存在有限子覆盖•不妨设之为 1 (A 一夂 
工.+ 5)1二〖，令 N = maxlNie . Xi )] ，则 n > N 时 ，V x G U ，6 ] 有 


2 工 ) 


< e (Vp e N ). 
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证 I Ve >0, 取 m 充分大，将 [ a ,6] m 等分，使分得的每 
个小区间长度5<&•顺次以 h ，: c 2 ，•••，‘表示各小区间的中 

oo 

点•因 D ^(文）收敛,对£>0,3乂 =叫6，：^),当 ”> N , 时有 

n = 1 • 

I (Vp € N ). (4) 

Vi» »+i z 

令 N = maxi N x , N 2 » N m | ，贝 1 i V x € [a ,6] (不妨设 x 位于第 i 

个小区间， iGU ，2, …， ml ), 于是 

I 2 〜 （ x ) = S + (O ) dt 

k ^ 7 l \ “” + i Jx > *= 

< I t w“x,) I + I t ⑴ ch 

★ + l n + l 

< 皆 + 2C1 :c 一 or, I <音 + -^-= €. 

上面我们看到使用 Cauchy 准则证明一致收敛，十分重要的问 
题是将“片断” 2 u,(x) 进行变形.作为这种变形的一个重要方 

k - n *\ 

法是 Abel 变换. 

*例5.2.15设函数序列 / Q (* rh/Ja:), …在区间 J 上有定 
义，且满足 

i) I / 0 ( x ) I ^ M ; 

m 

ii) 2 I 人（工）一/川 （i)l<M,m=0，l,2, …，其中 M 是常数. 

oo oo 

试 证:如 果级数 匕收敛 ，则级数 匕人 U) 必在区间 J 上一 

11 = 0 H-0 

致收敛. 

(吉林大学） 

CO 

证因2 6„收敛，故\/£>0,3尺>0，当 n>N 时， 

”=0 
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记 

L 


1 . 4 -p 

|2>* 


< 6 


( v /> e n ). 


=» i+i 


s , = 2 ~ ，于是 | S , •丨 < e (£ = l ,2, …). 


⑴ 

⑵ 


于是 I 2 b JkU ) 

= is,/”” + (s 2 -s 1 )/”,，" + (w 1 )/” + j 

=-/"♦ 2 ) + .“ + U/w, -f n , p )^sj n . p \ 

<ls;| |/” +1 -/””| + … + is,.,! l/ n+ , M - a.j 

+ lsjj /””| 


n* p-\ 

<6 ( 2 1 /* -/ …丨 + 1 /”” I ) • (因 (2) 式) 

* « n + l ’ 


n f p- 


n^P- 


2 (条件 ii )) 

“ 》 •+丨 k -0 

I /”” I = 1/0-70+/!-/,+ …一 ， +/ ” + 

<1/。1 + I /。-/」 + … + l/wi -/, +p i<2m 

(条件 i )， ii )). 


所以 


” *p 

Z bj k { x )\< e • 3 M ( V /) 6 N ). 


UQ 

故 2 b kLU ) 在 I 上一致收敛. 

▲ »o 

用 Cauchy 准则证明非一致收敢 
☆例 5.2.16 求证 :级数 


sin x sin 2x 
了 ~ 2 ~ 

在 o : = 0 的邻域内非一致收敛. 


sin nx 


分析我们的目标是证明每个标号„之后均有“ 片断” 

(某个事先指定的 正数） •片断 g ^的麻烦在于每项有因子 

k ^ n*l R 

sin fcc ,否贝!1 
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是调和级数的片断，例如取 p = rz , 则片断 

另一方面，我们看到函数 sin x 在上恒 > s in 因此 

我们只要保持使 kxe [音,|]，那么 

^ sin kx ^ . 7 T 1、1 • 7 T 

^__ >sin _.^ T > y sm T . 

如此，我们想到取 ar = A =士,从而 V〜N 有 


S 


k 


kx . 


一 »■ 

S 


k 


4 n 


k 


这是因为 n + 所以 


即 


吾 〈 (” 皆 f. 


故对 “ = ^， V W , 有片断 


2 


kx . 


k 


x sin T > Y sin T = = .级数 


非一寧:收敛•简洁的证明请读者 写出. 

例 5.2.17 证明:自士-(1 + | 

致收敛 .（ 北京大学） .： 

证通项去 + 当 


在 (0, + oo ) 上非 


时 ）， I e (0 
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+ 00).事实上，¥«€1^,当+~ 时，易知 



所以该级数在 (0, +⑺）上非一致收敛. 

c . 利用常用的判别法证明一致收敛性 .. ；：： . 

这里所说的常用判别 法指： M 判别法（即 Weierstrass 判别 
法）、 Abel 判别法、 Dirichlet 判别法及 Dini 判销法:卞面分别加以 
讨论. . 

1) M 判别法 

oo 

要点根据 M 判别法，要证明$〜 （ x ) 在区间 J 上一致收 

敛，只要找到收敛的优级数•即 ：将通 n 项 1 〜 （ x ) 放大，使 

l^(x)i<M n , Vxe/. 

OO oo 

若级数 X ； M n 收敛，则 u ) 在 J 上一致收敛 

» * * H-1 

oo 

称为它的优级 数）. 

n = 1 

求优级数的方法，除有些可以用视察法之外，通常还可用如下 
方法：1°求〜（ X )在区间 J 上的最 大值; 2°利用已知的不 等式; 3。 
用 Tayloi •公式，微分中值定理等各种方法变形再 放大. 

利用心 （ at ) 的最大值进行放大 

oo 

☆例5. 2 .1 8 证明 D X ”（ l _： c ) 2 在 [0,1] 上一致收敛•（安 
徽大学） n " 

.证对通项、（0：) = 0：”（1-0；) 2 求导，令 

u n {x) = nx n ' x {\-x) 2 -2x H {l-x)=Q, 

得出全部极值可疑点 X = 0,1 因〜 (-^)> u / (0) = 
心（1) = 0,所以 A 为 '(0：) 在 [0,1] 上的最大值.如此， 
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_r"(l-_r 2 )<( 点） <[ l -^T2) 

= [ vh ) 


因 2 乂收敛 ，所以 2 X ”（ l -工) 2 在 [0,1] 上一致收敛 


利用已知的不等式进行放大 


例 5.2.19 证明 arctan 


2 x 


在（一 


) 内一致 


收敛. 


提示 


arctan —j 


2 x 


<.21^=/^； 1 <1 


7 — 7 


2 


☆例 S .2.20 证明函数项级数 + f f ] 在任 

意有穷区间 U , 6] 上一致收敛 .（ 北京大学） 

提示 可利用例3.4.5中的不等式,如设|«丨、丨6|<“，则；1 
充分大时， 

叱 - K )1 ♦令. 

利用 Taylor 公 式等进行变形后放大 

☆例 S .2.21 设一元函数/在 《r = 0 的邻域里有二阶连续导 
数,/(0)=0,0</(0)<1.函数人是/的”次复合•证明级数 

oo 

I ]人（ X )在 *r = 0 的邻域里一致收敛•（中国科技大学） 

n- 1 

分析 因为/在 : T =0的邻域内有二阶连续导数，当5>0充 
分小时，在[- d 9 S ]± / u ) 连续且 

/(x) = /(0) + /(0)x + $/ ⑺ : r 2 (\e\<\x\<8) 
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=/( o)x + ^ r ⑺ x 2 (因 /( o )= o ). 

既然 r ( o ：) 在[-5,5]上连续，所以3%>0,使得 

|/ / (x)l<M (Vx€[-5,53). 

于是 . 

|/( x )|<| o ：| |/(0) + I X I (1) 

(这里记 /( O ) +去 M 3= g ) •重复使用得 

1/ 2 ( 工 ）1 = \f(f(x))\^ ： q\f(x)\^ ： q^q\x\ = q 2 \x\<q 2 S 9 
\ f n (x)\^ ： q\ f„. x (x)\ |«r \^ ： q n dr^- (2) 

oo 

为使级数 S 收敛,必须使得正数 

n - l 

^ = /(0) + yM 5< l . 

但0</(0)<1，故只要从 （1) 式开始把邻域进一步缩小，取心< 
5,用6代替占使得士 _<1 一/(0)(即 A < S ( l -/(0))), 

则 A =/⑻ + + M 5,<1 •从而 （2) 式成为 | 人 （ dlgy 心（当 

oo 

1工1<5 1 <5时），可知^/ >! (0：)在工=0的邻域里一致收敛（简 
洁的证明请读者写出）. W 


例 S .2.22 证明 f 1 2 6 -町在（0,十 oo) 内一致收敛 .（ 西南 
师范大学） 


提示 



2) 利用 Abel 判别法与 Dirichlet 判别法 


要点根据 Abel 判别法与 Dirichlet 判别法，要证明级数 


• 499 • 



2 —致收敛，关键是将通项写成两个因子相乘，使之符合 

判别法的条件. 

即：若 u n ( x ) = a n ( x )* b n ( x ) 9 

oo 

i) 2 在 / 上一致收敛； 

It = 1 

ii ) —致有界，且对每个固定的 * r 关于 n 单调.则由 

舞 

oo . • L 

Abel 判别法，；2、（幻在/上一致收敛 • 

n = 1 

若 i ) 2七（工）关于 x 与 n —致有界； 

* - 1 

ii ) 匕 （ or ) 对每个固定的工，关于 n 单调，且 n — oo 时 
6”（: r ) I ：0( 于 J 上）. 

oo 

则由 Dirichlet 判别法 ， ^ 、（ x ) 在 J 上一致收敛 •.、 

OO 

例 S .2.23 假设 6>0, ai , fl 2 ，…均为常数，级数 U 〜收 

»«*1 

QO 

敛，试证 ： S a n ^j f re ^ dt 在 [0,6] 上一致收敛. 

7 =i n ! Jo 

oo 

证 A 收敛，自然 关于* r — 致. 

n » ! 

2° f = 1®( V n6N, Vx6[0,6]) 

... ' w J 0 w ； J o • 

即; ^ r 一致有界. 

.« ! Jo 

3° 当 n >6 时， Vx €[0,6]， 

# 

①反复利用分部积分法，•可得 ； z !. 或利用欧拉积分 

「 r^ t dt = r(n + l )^ n \. 

Jo 
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即+ £ 关于 n 单调. 

根据 Abel 判别法， S a " Jo e_, 心在 [ 0 , 6] 上一致 

收敛. • 

☆例 5.2.24 证 明：级 数童； （_ l ) w ?1 4^ 友任何有穷区 

«:1 71 

间 [ C 2,6] 上一致收敛，但在任何一点 X Q 处不绝对收敛•（四川大 
学） 


第二结论据 = + 2+明显•这里只证第一 


结论 • 


证 


r 


。|交(二 1)*|<2 U = 1,2,…)， 


， 2 +/^一 〆 . 




1 




(w = l,2v) , 


即^^关于 n 单调下降 


3 。 x^:[a ,6] 时， 




< ( ■ +5 — 0 (当 •因此 




17 T 


0( 当 yi-^oo 时 )( 其中 C = max( | a I ,|6|)) 


oo /— 

根据 Dirichlet 判别法 ，^] (_ l ) w ^ 在 [ a , fr ] 上一致 


收敛. 
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„ = 1 n « = 1 71 n ^\ ，l 

级数 f ； (- l )”4 r 与皆为 Leibniz 级数，故收敛，自然 

nM 71 «-l H 

是关于 I 为一致收敛.又因为 〆 在 U , 6] 上为有界 函数； 一致收 

oo J 

敛级数各项同乘以某有界函数后，仍一致收敛.所以 D (- ir ^ 

n = 1 71 

一致收敛.进而两个一致收敛级数的和级数念（-1)” 亡^/^ 也 

m * | W 

是一致收敛的. ^ 2 

证见 Vx .6[ a f 6], ( - 1)"- 一" 是 Leibniz 级数，故 


(一 1) 


收敛，且余和的绝 对值： 
1 ⑽= 


0 (当 n 


一 ” 、 rTTTTT^ … 

— 00 )( 其中 c = max ( U 丨 ， 丨 M )). 故 r ”（ x )=0 (当 rz — °°) 于 [a ， 
6]. 因此级数在 [ a ,6] 上一致收敛. 

注本例说明一致收敛不意味着绝对收敛. 

例 5.2.25 判断级数在（-《， + 00 )上的一 

nr U + 工） 


致收敛性. 


(一 I )”- 1 


提示考虑 2^-.^. 

Abel 判别法与 Dirichlet 判别法，有时可连环使用.如 


☆例 S . 

致收敛. 

证因 


•2.26 证明: 2 (1 -工 ) Y - sin m 在(士， 1) 内一 


% (1 ~ x) r^ sin nx= ti 
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其中关于 w 单调，且一致有界 


X 


X 


<1.根据 Abel 判别 


法，要证明该级数一致收敛，只要证明级数 

(1 - x ) x ". 

S - T^~ s，n 


在 j 上一致收敛•但是 


⑴ [ 念 sin kx 


^ 7 女 2 sin |sin kx 


2 sin 


x 

~2 


-i^g[cos(^-l)x-cos(i + i 
cos 士工- cos ( nx 


X 


X 

~2 


2 sin 


x 

T 




X 

sin ~2 * sin 


( 1 ) 


x 




(去， 1)，” = 1，2，...) 


(此即表明 ， gsin L 在内一致有界) 


( ii ) 




X ^ X +••• + :*: 


€( + ,1), 可见它 

关于又 

O S …亡 + ， <士十 0( 当:唯 “))， 即在 

( | , 1 ) 上 （ 斤二今二 \且二0 ( 当 oo 时）.于是根据 Dirichlet 

判别法，级数2 \ sin nx 在内一致收敛.证毕. 

注若将区间改为[0,1)，上面证法中，式 （1) 不再成立.但假 
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如我们将 [0,1) 分为两段， + ] 上 

丄 

x n 2 " 

(1 ~ x)- - j7 sin nx ^- 「， 

l — :r t 1 

1 下 

利用 M 判别法容易证明该级数在[0,士]上一致 收敛； (士，1)内 

应 用本题的结果.于是可知原级数在[0，1)上一致 收敛. 

3) Dini 定理及其应用 

☆例 5.2.27 ( Dini 定理）设 心 （ x )>0, 在 U , 6] 上连续 ， w 

QO 

=1,2,“、又1； ' U ) 在 U ,6] 上收敛于连续函数 / U ), 则 

n ^\ 

oo 

1； A (* r ) 在 U ,6] 上一致收敛于 /(* r ). (东北师范大学，南京大 

n = 1 

学） 

证 I (从正面证明） 

oo 

[已知 = 1,2,…），5>”（0：) = /(1),因此 

I 

n 

V xG[a 9 b ] 9 S n ( x )-'^ u k { x )/^ f { x ){ n — oo 时）. r , ( x )= 

身 M 

/( x ) — s „ U )\ o . 我们要证明 sjdiT / U ) (当 《 一⑺）在 U ， 

6] 上•只须证明 r n ( x )=：0( 当” —~)于[(2,6].因此问题在于对 

任意 €>0,找 N >0, 使得 n>N 时 ，| r | f U )|< e ( Vo ： e [ a ,&]) 

# 

我们作法是先在局部里找 N ， 然后在整体上找； V .] 

已知广”（工）\0，所以\/«€^\^6[«，6]有〜（工）^),且 

V X 0 G [ a ,6], V 6>0, 3尺（：1：。，€)>0,72>尺（：1：。，£)时，有0< 
r n(^o ) < e •将《 固定，令 7 i = No = iV ( Xo ， e ), 因为 r n ( x ) = 
/( x ) - S ”（ a :) 在 [ a ，6] 上连续•既然 r ,( or c )< e , 所以3 5。>0,当 
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•rG(x 0 - 各 0 ， :r 0 + 汐 0 ) 时， r„(x)<e •从而 w 〉 N 0 时更有 r n (x)<^ 
c , BP I r „ ( x ) I < € ( x ^ ( x 0 - 5 0 , x 0 + 5 0 ). 

(至此，我们虽然在整个 [ a ，6] 上未能找到公共的 N >0, 使得 
打>]\/时，|^(1)|<6在 U , 6] 上同时成立，但我们已在任一点 
X ()€ U ，6] 的某个邻域里能找到一个相应的 N 0 ，使得 W > N D 时， 
在此邻域里恒有丨 r „(: r )|< e . 剩下的问题是从局部转化为整体. 
这就要用有限覆盖定理 .） ^ 

如上所述，对每个点 x A e [ a ,6]， 可找到相应的邻域 （； - 
A ， ) 及对应的 iV A ，使得 n > N A 时，对 x G ( -心， * r A + 

5 A ) 恒有 I (: r ) 丨 < e •如此 I ( x A - S X 9 x x + A ): 々 € [ a , 6 ] 丨构成 
了 U , 6] 的一个开覆盖，从而必存在有限子覆盖.不妨记它们为 
1(:1 -汐 I ，工 j + A ) ，…， （: r r — , x r + O I ，于是 V x G [ a ，6],总 
彐 i € 1 1 ， 2 ， … ， r | 使得 x G ( x t - Si , x { + ) , 取 N = max | , 

N 2 ，…， N r |, 那么 n > iV 时，恒 有丨〜 （： c )|< e . 证毕. 

证 n (反证法）若在 U ,6] 上非一致收敛，则 3 % >0, 使得 
ViV >0,3，/> iV ，3 j ：€[ a ,6];| r ”（ x )|> e 0 •取 N = l , 知彐 

(:^)|>£ 0 ,令 /V 二；2 1 知3打 2 >/? 1 ， 

3*1： 2 €[^6]使|\(0： 2 )|> €() ，如此下去，我们得到|„1的子序 

列〜< ” 2 < — <〜<••• ，使得 | （ x *)|> e 0 U = 1,2,…） • (1) 

利用致密性原理即 Bolzano - Weierstrass 定理，在有界数列 
lx * 1里，存在收敛子列丨 | -^ x 0 € [ a , 6 ] (当 ）-► +义时）•因 

I r n {x) (关于 《)• 

所以 V m € N ，当 n k > m 时，有 

i 

\ r m { x k )\>\r ( Xk )\> e 0 (因式⑴）. 

9 i J 

• 由于、（0；)三/(0；)-53工）连续，所以 > ；-+00时，在^|乂 （ 々 ） | 

i 

> e 。 里取极限，知 
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I r m ( x 0 )|> e 0 


(V w G N )., 


与 ^ 〜 （ x ) 在 [ a ,6] 上收敛矛盾.证毕. 

n - 1 

注 Dini 定理条件、（1)>0(” = 1，2，“.）改变为：“固定1 
时，各〜（ I )保持同号（当1变化时心 （ x ) 可以变号）”结论仍然 
成立•此时 I 固定，令”/+00时,仍有|^(：1：)|\0 ; 上述证明，适 
当修改后，依然有效. 

☆例 5.2.28 在区间 [0,1] 上： 

1) 证明函数列卜 + f ^= 1，2,…）一致 收敛； 


2) 证明函数列 f n ( x ) = 




n = 1，2,…）一致 


收敛; 


3) 求出极限 limf — 


dx 




.( 武汉大学） 


证 1) 

证 I 


” - oo 时 ，( l +^)> e 、且全都在 [0,,] 上连续，故由 


Dini 定理知卜 + f 


证 H 由 [ e :-(l + 吾 ) L =e ，_( 1 + f 厂 ■ 〉 ◦ ， 知 ， _ 

+ (关于0：)，故 乂[0，1]时 

0< e 、(l + f ) < e -( 1 + 去 )、 0 ( 当 ” 一 ⑺) 

所以，在[0，1]上 ， fl + f (当 „— oo ). 

2) 由于 
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= e ' — (1 + + e 去一 1 =0 在 [0，1] 上（当 n 一 oo )， 


因此，在 [0,1] 上, 



3) 由 2) 知，可在积分号下取极限 




de x 

e’(l+?) 



d . —致有界与等度连续 

☆例 5.2.29 设 IAU ) I 是区间 U ,6) 上的连续函数序列 • 
并且对任一: 1 *。€(“/>)」人（0：。）|都是有界的.证明 ： |/ || (^)1在 
U ,6) 的某一非空子区间上一致有界.（北京大学，云南大学） 

证（反证法)若 U ,6) 内任何非空子区间上都不一致有界, 
那么在 U ,6) 内就可找到一个区间套^二)二)…，使得 
人在、上 恒有人 （ x ) >«，如此在区间套的公共点&上， 
I 人 （ A ) l 无界•与已知条件矛盾. 

假设 lA ( o :)| 在任何（非空）子区间上都不一致有界.则3 & 
6 U ,6) 及 n 丨 GN , 使得•又因/%连续，据保号性，在 
含工,的某个闭子区间 AClUj ) 上，恒有/% ( x )> l . 

1 人 U )| 在 △，上 仍不一致有界，所以3：1： 2 €么及 n 2 GN , 使 
得 A 2 ( x 2 )>2, 据连续保号性，3闭子区间仏匚仏，使得仏上恒 



有 A 2 ( x )>2 .如此继续下去，便得一串闭区间 

在上恒有 L k U )> k . 

利用区间套定 理①， 3=1，2,…）， 

从而 f „ k { x,)>k U = l ，2, …）… 

j 人 U )| 在0：。€(心6)处无界.与已知条件矛盾. 

例 5.2.30 设 i / n (« r )| 在区间 [0,1] 上一致有界，试证存在一 
个子序列，在[0，1]的一切有理点上收敛. 

证我们知道 [0,1] 的全体有理点可以排成一个数列 U„l 

f 如 U | = 0 1丄丄 A . 丄2丄！ 1 1丄…1 
f ^，丄，2,3,3,4,4,5,5,5,5,6， )' 

因1 人 U)i —致有界，故1人（^ )1 是有界数列.由致密性原理 

其中存在收敛的子序列.为了便于叙述，记此收敛的子序列为 

1几，（“1)丨，于是1/ 1 .”（工）|匚|/ 11 (1、)|在0：二〜处收敛.同理，因 

\ fr . Aa 2 )\ 是有界数列，又必存在收敛子列丨/2,, (心 ）|.即 

i / 2 , ( t U )| C ：|/ 1 . > l ( x ) U / 2 . ll ( x)l 在 1 =〜 4 2 处都收敛•如此不 

断地进行下去，不断地在子序列里取子序列，使|几„(工）|在 a ,, 

a 2 ，…，〜处收敛，于是得到一串子 序列： 

/ l , l ( 工）， / l , 2 ( 工）， / l , 3 ( I ) ,… ，/ l .-( J ).， … 

/2,1(工），/ 2 .2(工），/2,3(工），“,/2，《(工）,“. 

,3,1( 工），几2(工），八3(工） ，…， 八”（工） ，… .. 

^ ( 1 ) 

I 

人 .1( 工），尺2(工），/”.3(工），…， /" ( I )，… 


①注意，区间套定理要求区间的长度 IAJ —0 (当 oo ) .但区间长度不趋向零 

时，公共点仍存在，只是公共点不一定唯一.这里我们只须公共点存在，无须唯一性. 
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-最后用上表对角线元素组成一个子序列 I A ， 〆 *!：) 丨 ，即： /,,, ( X ), 

/ 2 . 2 (工），/3.3(1)，（工） •••• 

易知此级数在点 义 (f = 1,2,…）上收敛•事实上， Va , ( f 6 |1, 
2 ,… I )，已知⑴中第 i 个子序列在化处收敛，而 y ^ u ), y ; +1 ，… U ), 
…是第/个子序列的子序列，故 i 人,„(1)1在 a 点上收敛.由此知 

，〜，•••，〜，…I 上 收敛. 

等度连续 

’定义设骱是区间 J 上定义的函数族，所谓族骱上的函数 
在/上等度连续，是指 ： V e >0, 3 (5 >0 ,当 A ，: r 2 e J 且 I & 一 A 丨 < 5 
时有 

I /( x 1 )-/( x 2 ) i < 6 ( v / e 腺 

特别，/上定义的函数序列 |人 （ 0：)|, 在 J 上等度连续， 是指： 
Ve>0, 3(5>0, 当 々，工 ^ J, 且 | 々 -0 ： 2 |<5 时有 

l/”U)-/”U 2 )l<e (Vn^N). 

显然，若骱是有限族（即由有限个函数组成），且 J 为有界闭 
区间，那么职中每个函数连续，就必然等度连续•下面会看到，若 
2 K 为无穷族,27?中每个成员连续，职不见得是等度连续的. 

例 5.2.31 若序列 I 人 （ x ) l 在 J 上等度连续，且人 （: r )= 

/ U ) (当: r 6 J )， 那么 / U ) 在 J 一致 连续. ，一 

证因1人（工）1等度连续，所以 Ve>0, 3 5>0, 当 

-工 2 | 〈占 时有 I / Ja ) -人 （ X2 )|< + , 令 穴— ㈤ 取极限可 

得 l / U )-/ U 2 ) K 音 < e •此即表明 /( x ) 在 J 上一致 连续. 
该例结果表明，若 lim /； (: r )=/( a :)， 而 /( x ) 不一致连续，则 

1/„(：1：)|不可能等度连续.例如 ： |： 1 ；”|在[0,1]上正是如此. 

例 5.2.32 若职是区间 J 上定义的函数族， V / G 骱皆在 J 
上可微，且 |/( x ):/€3 Kl 在/上一致有界，那么浙在 J 上等度 
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连续. 

证 因 |/(: r ) : / G 职 I - 致有界，故 3 M >0 使得 l /( x )|< 
Af ( VxG /， V / G 2 W ). 于是 Ve >0, 取占=&,则当 A ，: c 2 6 J , 且 
\ - x 2 \<S 时恒有 

\ f ( x { ) - /( x 2 ) I = I / / (^)( x l - x 2 ) |^ M | Xi - x 2 I 

< M -^ = e ( V / e 2»), 

即骱在 J 上等度连续. 

☆例 5.2.33 设函数序列 iA ( o :)| 在区间 U ，6] 上为等度连 
续的•试证：若在 [a ,6] 上 / w (:r )-^/( x )( 当 n — ⑺时），则 f n ( x ) 

$/ U ) 在 U ,6] 上(当 n — oo 时） • 

证 I (^>0,先对每々€[“6],找 &>0,使得|:*：-0：,| 
<^时，|/(工）-/(々）丨<6.然后应用有限覆盖定理.） 

V 6 [ a ，6 ] ，因 lim /” （ ： r A ) = /( & ) •所以 V e > 0, 3 N x = 

黷 — oo 

N ( e ， x A ), 当 «> N , 时有 

|/.(而)‘/(而)|<音 

由于1人 I 等度连续，从而 / 连续（见例 5.2.31) .故对此 e >0, 3 A 
>0,当 |：r — 々|<义时，有 

l / i ,(^)-/„( xj |< y , \ f ( x )- f ( X A )|< y . 

于是 

t /«(^)-/(^) l < l /„( x ) -/,( j ： A )| + |/ n ( x ,) -/( x ,)| 

+ \f(x x ) - f(x)\ <y + y+ y = €. 

这时 IU - 而 + &)丨々€[“6]|组成[“6]的一个开覆盖. 
根据有限覆盖定理，其中存在有限子覆盖，记之为 |(： r £ -表 ， I , + 
氏 ） I i = 1，2 ,…， r | •取 N = max ] ， N 2 , …， N r | ,则 n >N 时， 
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Vx 6[ a ,6],3 zG U ，2 , …， r i 使得 x ^ ( x , - , x { + 5,) ，从而 

有 

|/”（ x ) - f ( x )\ < e . 

• 矚 

这就证明 了：在 [ a ，6] 上，人 （ x )：：/( a :)( 当 n - oo ). 

证 I 由 l / n ( x )| 在 U ，6] 上等度连续，知/( X )在 U ，6] 上一致 
连续•因而 ¥£>0,35>0,当 时，有 

|/”(，)-/•(，) |< + , |/(x )-/(xOI 〈音 . 

今将 [ a ，6]々 等分，使每个小区间的长度 <(5( 这是可以办到的，只 
要令^^<夂即便可）. 

记々等分的各分点为 a = a 。 < a , <…< a * = 6•因为 f n ( a , )-► 
/(〜） （当 n — oo ), 所以对上述 e > 0 ,3 N | > 0 使得时，有 

\ fn (^ i ) -/( a ,)| <y ( 1，2 , •• •，务 ）• 

令 N = max | N 1 , N 2 t - t Njj«llJ n>N 时， 

V x G [ a , 6 ], 3 a 4 - ( i € 11 ，2, … ，务 1 ), 使得 U ,. - x \< d 9 

l / n (^)-/( x ) Ki / n ( x )-/ rt ( a I )| + |/ w ( aJ -/( a i )| 

+ I /( «, ) *" /( ^ ) I < y + y + y = £ . 

这就证明了 :于 [ a ， 6] 上 , /”（《r )二/(：|： )( 71 — 00 时）. 

注从证明 II 中容易看出，条件“人（ W /(: c ) (当 n —oo 
时）”只须在 U ,6] 上某个稠密子集 u ,| 上成立也就 够了. 

作为该问题的逆命題，我们有 

-☆例 5.2.34 设 /” U)(n = l ,2, …）在闭区间 U ,6] 上连 

续，且 《 — ⑺时， /”（ a :) I ：/(: r ) 于 [ a ,6] •试证 {/„ U )| 等度连续. 
(郑州 大学） 

证因 U ,6] 上人 U ) 连续 ，且人 （ x )=：/(： r ) (当 oo 时）, 
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因此 / U ) 连续•从而在 [ a ，6] 上一致 连续： Ve >0, 3心>0,当 
x [a , 6] , I x ' — x 〃 I < 5。时有 I /( x ') - /( x ") I 〈音 • 

由一致收敛性，对此 e >0, 3 N 〉0, 当71>以时，有 

1/”(工）- /( 工)丨<_昏 ( V [a ,6]). 

如此 |/”（/) 一 / t U // )|<|/ fl (/)-/ U / )| + |/ U / )-/(aOI 

+ l /(’)-/- U 〃) l<y + y + y = e •① 

对剩下的 /i ( 工 ） ， …， / N ( i ) 应用 Cantor 定理知，每个 / ( t = 1, 
2,…， N ) , 彐 & >0( !• = 1 ，2,…， N ) ， 当工 ’ ，： r"e [a , 6] , I 〆 一 x " I 

< 时，有 I /,( 〆 ）- fiix ') I < €. 如此令 5 = mini 1 
时 ， V x’y € [ a ， 6], I / — VI 〈占时 ，一切 n € N 恒有 |/ ll ( x / ) 
一 /“：") I <€• 证毕 • 

例 5.2.3 S 可微函数序列1人（1)|在 U ,6] 上收敛，且 3 iW 
>0,使丨八 U ) | < Af ( Vn = 1，2,…， Vo : € [ a ，6]) •试证 
l / n (: r )| 在 [ a ,6] 上一致收敛.（上海交通大学） 

提示可利用上面例 5.2.32 和例 5.2. 33.也可直接证明. 

例 S .2.36 设职是定义在 [ a ,6] 上的连续函数族，一致有 
界，等度连续，试证在职中存在函数序列 /,( x)，/ 2 (x ),•••, 
人 U ), …在 U ,6] 上一致收敛•（吉林工业大学） ' 

提示参看例 5.2.30 及例 5.2.33. 

☆例 S .2.37 设函数序列|人（0：)|与 | gw (： r ) j 在区间 J 上一 
致收敛，而且对每个 n = l ，2," •，人（: c ) 与仏 U ) 在 J 上有界（界 
可随”而异），证明|人（0：).仏（: r )| 在 J 上亦为一致收敛 .（ 华东 
师范大学，北京大学） 


①注意，我们不能由此说1/ (| (： 1 ：)| >|> ~在[ <2 ,6]上等度连续.因为这里 N 与 t 有 
关. 
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分析 不妨设/»(0:)=/(尤），仏（1)=容（*1:)(当 n — 00 关于 

工6 J ). 要证明 /„(* r )7„ U )=：/(* r ) i (: r )， 利用不等式 

\ f { x ) g { x )- f n ( j 0 ) gni ^)\ . 

^： \ fix) g(x) - fix) g n {x) \ + \f(x)g n (x) - f n (x)g n (x)\ 

= \f{x)\\g{x)-g n (x)\^\g n (x)\\f{x)-f n {x)\ : (1) 
可见只要证明 ：3 iVf >0, 使得 

|/(x)|<M,|^ n (x)|<M^ (Vo:€/, V nGN). ' (2) 
因为有了这样的 M , 则 / 

(1) 式 <^| 发（工）-容 ” （ x)l 十 iVf|/(x) —/”(x) | • (3) 

于是根据 L ( x ) I：g ( 工） ，人 （ *2 ： ):/( 文）， 可知 Ve>0,3iV>0 使 
得 n>N 时， •： v . 

. 1^(*^) - g n (x)\ < 2 ^» \f{x) - f H {x)\ < 2 ^j€ t 

下面设法证明，存在满足式 ( 2 ) 的 M . 

事实上，因人（1)!：/(文），所以对于£ = 1,.3心.使得 

l/(^)~/n I (x)\<e = l ( V x€ /). 

l/(^)l<l/(x)-/ H| (x)| + |/. i (x)|<l+iA | (x)|, 

因 /” 1 (工）有界，3从>0，使得|/” 1 (：|；)|<从 1 (\^0)故 

l/(x)|<l + M 1 ( VxG J). 

同理，由 L (： c )：^(« r ), 及每个 gjx ) 有界，可知 3 M 2 >0, 使得 

lg(x)|<l + M 2 ( VxG/). 

又由幺”（工）二尽（：1：),可知对 e = l ,3 N >0, n>N 时 

lg ” （工） _ g ( x ) l < l . 

所以 1仏（工）1<1尽”（工）一容（0：)丨+ |尽（：1：)| 
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^2 + M 2 ( V /). 

仏（文），仏（文），…，以（1)分别有界 ，因此 ，3 G ，使得 
U l -( x )|< G l - ( Vxe /)(£ = 1,2,-, N ). 

最后，令 M = max 11 + ，2+ M 2 ， G ! ，…， G N I ，则 

l /( o ：) l < M ,|^( x ) l<M ( VxG /, V « eN ). 

问题得证 

二、一致收敛级数的性质 
a . 关于逐项取极限 

oo • 

例 S .2.38 (逐项取极限定理）设级数^ u R ( i ) 在的某 

m e 1 

个空心邻域 hU Q ) = U :0<| o :—. x D |<d 丨里一致收敛， 

oo 

lim （ x ) = c „ ，则 D 收敛，且 • 

x - x 0 n»l 

oo oo oo 

lim 2 u n ( x )= 2 lim u K ( x ) = 2 c " • ⑴ 

x 0 « = 1 n = 1 I 一 n，l 

(西安电子科技大学） 

* » 

证 I r 因乏 ] M | l u ) 在[/。（^)内一致收敛，所以 v e > o , 

»=1 

3 N >0, 当 《>N 时， V />6 N , 有 

I 2 U k { x ) < 6, V X € U 0 {x 0 ). 

ft =* >1+1 

令 X 4 J ：。， 取极限得 

’ 12 c * N 6 • 

由 Cauchy 准则，级数 c w = c 收敛 (C 为某个常数）. 

ft * 1 

oo oo 

2°由 S(x)= 2〜 （x) —致收敛及 c= I； q 的收敛性，易 

«=1 «-i 

知 V<>0,3；i€N ，使得 
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其中 


n 

S(x) - S H (x) l< y, C - I ^ T 

n 

S n (a:) = 2 u k ( xj . 


将 n 固定，因 S m ( x )= 2 2 以当 工—工 。时），故对 

4=1 *=! 

s>o, 彐占 >0,当 U-x 0 l<5 时， ， 

s „( x ) - 2 Ca I < y - 


从而 


I S(x) - c I ^1 S(x) - S n (x) 1+ S n (x) - ^i c k 

+ | g c * - c l < T + y + y = e "-' 

即 （1) 式 成立. 

OO 

证 I 关于 2 Q 的收敛性同上.现证明可逐项取极限.在 


: T 。 处补充定义，令 


u H { x ^) = c n 


n = 1 ，2,…）， 


则 (: c ) 在 : c 。 处连续，并且^ u n (: r ) 在 x 。 的邻域(: r 。- S ， x 0 + 5) 内 

OO 

一致收敛®，从而由和函数连续定理，可知2 wCr ) 在: T 。 处连续，从而 


①亊实上，若记 S ( x ) = 2 x 6 U 0 ( x 0 )f S ( x 0 ) = X c ” •因在 

*•*1 n « I 

L / 0 Uo ) 上级数 f 〜 （ z )- 致收敛，故¥ € >0,3以>0,11>；^时， | S ( x )_ u k ( x )\ 

oo 

< e (当 o ： e U 0 ( I 0 ) 时）.又 2 c ” 收敛，对此 € > 0, BN 2 >0,当 《 > N 2 时, 

Its ! 
n 

I s ( x 0 ) - 2 M *( A ) 丨 < €.取 N = maxi ， N 2 I ，則 n>N 时，恒有 

* = i 

n 

S(x) - ^u k (x) I < €, Vx G (x 0 - ^*x 0 + S) . 

身 s 1 
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limV u n {x)= 2 '( 工 o)= 2 c ” = 2 l im ^(:). 

x ~" z o 7^i 7T| » = i 广 00 

例 S .2.39 假定函数〜 （ i ) 在区间 （0,1) 里单调增加，并且 

oo 

心（: c )>0 ,n = l ,2 ，…， 又傾定 D iUx ) 在 (0,1) 里逐点收敛，并 

n * 1 , • • 

oo 、 

且有上界，那么 ujx ) 在(0，1)里一致收敛，并且 

n-l 

OO oo 

lim 2 “”（工） = 2 lini u H ( x ). (1) 

X-*1 n * 1 n = 1 X-*1 

(厦门大学） 

证根据上例（逐项取极限的定理），要证明式 （1)， 只要证明 

CO 

2〜（: T ) 在 (0,1) 里一致收敛，并且极限 lim W | I ( X ) 存在. 

»»1. x-l " 

r 先来证明 lim A ( X ) 存在•因已知 、 u ) >0, 又 

x-r 

oo 

S ( x )^ 2 〜 （ i ) 收敛并有上界，所以存在 M >0, 使得 

w ” u )< su )< m , Vxe ( oa ). 

而 ( X ) 单调增加故 lim M n (0：) 存在.另外若记 

x-r 

lim u n { x )- u H ( l ) 9 

则在 (0,1) 上有 

0< u n ( xXu „( l ) (n = 1,2，•••）• (2) 

oo 

2° 剩下只要证明 ^ 〜 （ a ：) 在 (0,1) 里一致收敛 .（2) 式表明 

« = i 

只要证明级数〜（1)收敛 即可. 

n » 1 

n 

因 ^； u k ( x )^ S ( x )<： M 9 

k = l 

令0；—1_取极限，得 


• 516 - 



2 U *(1)< M , (n = l ,2,-). 

是 =1 

oo 00 

因 仏 （1)>0 故 ^(1) 收敛•从而据 M 判别法，^ a (: t ) 在 

n = I " = 1 

(0，1)上一致收敛. 证毕. 

b . 和函数的连续性 

要点和函数连续的定理常以如下三种形式 叙述： 

oo 

定理1若 u w u ) 在区间/上连续 u = i ，2 , …），2 

11 = 1 
00 

在 J 上一致收敛，则 S ( x )= 2 心 （^)在/上连续 

n = l 

OO 

定理2若处连续 （n = l ,2, …），$ Wn U ) 在 

if » 1 
oo 

巧的某个邻域里一致收敛.则 S ( x )= 2 义 Cr ) 在 * r = : r 。 处连续. 

n*l 

00 

定理3若1^(工）在（^,6)内连续（/| = 1,2，〜），2 M « (工） 
在 U ,6) 内闭一致收敛[意指在 （ a , 6) 内的任一闭区间上分别一 


致收敛]•则 S ( x )= J ] ^( a :) 在 U ,6) 内 连续. 

下面我们将看到 i 以上三定理，在使用时，各有好处.如 

oo 

例 5 .2.40证明 •• 2整数时收敛，周期为 

nfrt (n - X ) 

1,并且当整数时和函数连续. 

证因 



当整数 ， n — cx ) 时， 



故级数 （1) 收敛.又 
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/(x + l)= 2 


ri(n-(x + l)) 


=s 


(n_l — x) 


7 ( 令”一 


i = k )= / y - ( x % 整 数）. 

(々 一 工） 

所以和函数 /( or ) 以1为周期.其连续性只须在 (0,1) 内证明•由于 
(0,1) 内 


( n- x ) 1 ^(n - l ) 2 ’ 



所以级数 （1) 在 （0,1) —致收敛， /( a :) 在（0，1)里连续（定理 1). 
证毕. 


例 5.2,41 设 《 n (« r ) 在 [a ,6] 上连续 （rz = 1，2, …）， 2 〜（ 工) 

n = 1 
oo 

在 U ，6) 内一致收敛•求证$〜（：0在1^,6]上一致连续.（北京 
师范大学） 1 

证由于 〜 （x ) 在 [ a ，6 ] 上连续 ， lim u n ( x ) = x n ( a ) , 

♦ 

X—fl 
oo 

lim m „(* o :)= 、（6)，又因 ^ u w ( a ：) 在 （a , 6) 内一致收敛，利用 

x-^b « * 1 

逐项取极限定理（或重复例 5.2.38 的证明），可知级数在 x = a , 

cc 

x = 6 处收敛•于是冗 ^( a :) 在 U ,6] 上一致 收敛® 据和函数连 

«=1 
秦 oo 

续性定理(定理 1) 知 〜 U ) 在 U ，6] 连续，再由 Cantor 定理, 
在 6] 上一致 连续. 

☆例 5.2.42 设 U , l 是 （0,1) 内的一个序列 ：0< a : ( I < l , 且 


①可用例 5.2.38 脚注中的办法类似证明. 
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试讨 论函数 / U )= &!|4|^在<0，1)的连 


续性，其中 


1, 

sgn x = ^0, 


解1°因 


x>0, 

^ jO , x = 0 9 (北京大学) 

I — 1, x <0. 

sgn(x - x n ) 


2 " 


oo 

Vxe ( o ， i ), 且收敛, 

Z H « 1 ^ 


所以 i 在 ( o ， i ) 内一致收敛. 


n = 


2 ” 


2°设 o :。 \ aU = 1,2,…）为 （0,1) 内任意一点，则通项 
u n ( x ) = Sgn( f & 」在尤=处连续，由1°应用和函数连续定理 

2,知 / U ) 在 x = x 。 处连续. 

3°设 a 是 U„l 中任意一点，因 

" 、 ▽ s g n ( 工 , sgn(x 一 々 ） 

/ U )= S ^— 

右边第一项在 1 = A 处连续，第二项在 x = A 处间断，因此 f ( x ) 
在1 =心处间断 • 

注 U n l 可以在(0，1)内稠密，因此在证明 A 时连续，无 
法用定理1，只能用定理 2. 

O 0 

☆例 5.2.43 证明 / U )= 言;卜4)”在 （-1,1) 内 连续. 
证 ¥ 9: 0< 9 <1，考虑内闭区间[- 9 , 9 ]匚（-1，1).因 

+ ) <(ui +-^-J + v) ( V x€[ - 9 ， g]), 


X 


且 g 卜 + +)” 收敛(因为7( 9 + +卜 9 <1，当„400时)， 

oo 

所以客卜+ |)”在 [ U ] 上一致收敛•由 9 的任意性，由定理 
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3 可知 /( x )= 2 (0： + + ^ 在内 连续. . 

注该级数在 （-1,1) 内收敛，但非一致收敛•因此本例不能 
直接使用定理 1. 

和函数连续性定理，还可用于推断非一致收敛.如 

☆例 5.2.44 证明 f ^ +气 2 ， 在(0, + oo ) 内非一致收敛. 

证当 ： r = 0 时，级数和为 O . jrkO 时，级数是等比级数，所以 

. ^ |0,当 1 = 0时， 

SU)= S = | i , 当 ao 时. 

S (« r ) 在 o : =0处间断，因此该级数在[0, + 上不一致收敛（定 
理 1). 进而在 (0，+ oo ) 内也不一致收敛（因为，假若在 ( 0 , + oo ) 内 
一 致收敛，加之级数在 x =0 处收敛，便可推知级数在 [0, + oo ) 上 
一致收敛，矛盾）. 

c . 和函数的可微性与逐项求导 

oo 

要点若要证明 D uja :) 在区间 J 上可微，且可逐项求导， 

11 = 1 

OO / oo 

即在/上，= 2>\(0：)，只要证明如下三条即可： 

"■ I = 1 

oo 

1) 级数 S 心 （* r ) 在/上收敛（或者，只要验证在 J 上至少 
有一个收敛 点）； 

2) “ a ( x ) 在/上有连续导数 U = l ,2, …）； 

oo 

3) 2 <(工)在/上一致收敛(或在 J 的任一内闭区间上一 
致 收敛/ ■ 

(对于函数序列，有类似叙述）. 

oo 

☆例心 2 . 45 证明 /( x )= 2] ⑽-灯在⑶，.^)内收敛，但 



不一致收敛，而和函数在 ( o , + oo ) 内无穷次可微 • 

证 I 1。 V ： rG (0, + oo ), 因 ” 2 . Me _ lu —0( 当 n — +°° 时）， 

oo 

所以2 n e i 收敛. W .• 

一 "- 1 

2° V / i € N , 因 ne - "" — n ¥0( 当： r — 0时)，所以在 ( O /’+ oo ) 
上级数通项 

we _ni # 0 ( 当 n — + °°). 

00 

从而^ ^ _1 "在(0, + oo ) 上非一致收敛. 

n = 1 

3°因级数在 （0, + ^^上收敛，^^ 1 ")':-连续, 
- 2在 （0, + oo ) 上内闭一致收敛，[因 Ve >0, 有0< 

n * 1 

oo 

当: r €[ e , + oo ) 而级数 $ n 2 e i 收敛]，故 / U ) 

* = 1 

可微且 

/u) = (i>» ⑴ ), = ix ” ⑴ (o, + ~). 

«=i »=1 

一般而言，若已有 

/ 4, (x) = (-l)*2 ” V' (1) 

则通过类似方法可证/ 4> ( X )可导，且可逐项求导得到.这就证明 
了 /( X )任意次可微 .（1) 式对任意 成立. 

证 I 级数在 (0, + oo ) 内收敛，但不一致收敛，证法同证 L 
现证 / U ) 无穷次 可微. 

f ( x )= e' x +2e' 2x +3e* 3x + - + we _ 虹 + (” + l)e" ( * M)x + - , 
e_ x /(x) = e 一 2x +2e 士 + … + (n-l)e^ + ne x + •". 

所以 

(l-e' x )f(x)- f(x) -e x f(x)= 2 e = • 

* = l 1 一 e 

故 / U ) 在 (0, + 上任意次可微. 
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例 5.2,46 证明 Riemann f 函数 

71 

在 （1, + 内连续，并有各阶连续导数 J 北京 大学〉 

提示可在（1, + ~)的内闭区间上，应用数学归纳法进行 
证明. 

☆例 S .2.47 / U ) 在（- oo , 十 oo ) 内有任意阶导数，级数 

… + /U + … + r(o；) + ru) + /(x)+ 「 f(t x )dt^ 

Jo 

十 [ 山 2 卜 /( 。此 +… 十 f d，,| ” dU”— … 卩 f(t x )dt x 
Jo Jo Jo Jo Jo 

十… 

按两个方向在 （- oo , + oo ) 内一致收敛，试求级数的和函数 F ( X ). 
(同济大学). 

解 /(X) 有各阶导数，，自然各阶导数都连续，该级数逐项求 
导之后，级数仍是它自己.因而一致收敛.满足逐项求导三条件， 
所以 

dF - F( t) dF ( X ) - rl r 

两边同时积分得 In F ( o :) = j : + C , F ( jr ) 二 Qel 其中 q = e c 为 
常数），令 or = 0, 知 C l =/(0)+/(0) + 〜 + /”)（()）+ •••• 

注逐项求导定理中的条件，只是充分的，有时条件不满足. 
还可利用导数定义证明和函数的可微性. 

*例 5.2.48 设为区间 [0,1] 上全体有理数组成的数 
列，、 U ) 在[0，1]上一致地满足 Lipschitz 条件 ，即： 3 L >0, 使 
得 ，V a f x 2 € [0,1] •有 

丨 W” （工 ! ） _ M” （工 2 ) |<L Ixi - x 2 I ( V W GN), (1) 

又设、（0) = 0 ，“”（： 1 ：)只在处无导数 （n = 1,2, …），在 [0,1] 其 
他地方有导数.试证 /( x )= _ 在[0，1]上 连续; 在[0，1]的 
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有理点上不可导，无理点上可导,且导数/(^)= 

«=i ^ 

注意，由于有理点的稠密性，本题不能使用逐项求导的定琿 • 
证1。由式 （1) 可知 uji ) 在 [0,1] 上连续且等度连续，现证 
它们一致有界.事实上 

| M„(x) |<| U n (x) - U n (0) | + | M n (0) | 

I x - 01 + O^L (V n € N ， VxG [0， l ]). 

2* 由于|^^|<吾，且含吾收敛，所以级数名^^在 

[0,1] 上一致收敛，因而和函数 /(X) 在 [0,1] 上连续 • 

3•设:^€(0，1)为任一无理数，来求 /( x Q ) 

/(工 0 + A ) 一 /(Xo ) — + M „ ( x 0 + /l ) - U n ( x 0 ) 

h = hT ~-~ 

右端是关于自变量 A 的函数项级数，取5>0充分小，使得（0：。- 
+ .由已知条件式 （1), 我们有 

而2$收敛，所以_ 士 O —) 关于办在 U 。- 
■ M ) 内一致收敛.于是可利用逐项取极限的定理， 

= 2 ^T« m(^o) ■ 

4°设:^ =〜（有理点）这时 


用; r 中的方法，可知右边第一项在 《 r Q = 〜处可导，但据已知条件， 
第二项在〜处不可导，故 / U ) 在〜处不可导 U = 1，2,…）.即 
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/(• r ) 在 [0,1] 的有理点上无导数/ 

※例 5.2.49 试构造一个函数使之在（ - oo , + oo ) 上处处连 
续，但处处不 可微. 

方法用一串锯齿波（如图 5.2.2 中心 （ x )) 进行叠加，这些 
波的振幅按 n 以等比数列的方式无限变小，使级数 / U ) 


= 2 ^(幻一致收敛，从而 /( 幻连续 .另一方面，让这些波的周 

n - 1 

期，随而无限变小（即折动得越来越快，无限变快）使得和波 
/ U ) 的图像无限“粗糙”, /( x ) 处处不可导. 




u x ( x ) = ■^■ m 0 (4: c ) ，… , u n { x ) - ^ r “ o (4 H ' 

下面我们来证明 

f ( x )= 2 〜（工） ⑴ 

» = 1 

在 （ - 00, + GO ) 内连续•但处处不可导 •事 实上： 

1 。 因为 U 。 （: T )|<1, 

\ u n ( x ) \ = 

全士收敛，所以 / u )= 2、⑴在（- oo , + ~) 内一致收敛, 

/( X )处处 连续. 

2 。 Vo: o e (-~，十 oo), 我们取 (2) 


(4” 工） 


< 袅， 


G ( — °°， 


若我们证明了极限 lim / U ” 〉 ；； 不存在，则 ./( x ) 在 々不可 

X n - Xq 

导.从而由 A 的任意性知 / U ) 处处不可导，由式 （1) 

仏) 二. ’(¥ = _ J _(2 〜 U ”) - ± u k U 0 )) 


文 „ 一 尤 0 


X " 一 x 0 




u k ( x n ) - U k ( x 0 ) 


工 n 一 尤 0 


注意丨 d Q l =士对于 On 的 w 而言 ，士是 w 的周期士的整倍 


数，因此 


u k ( x n ) = u k ( x 0 ) (当々时）， 

/( 工”）- /( 工 0) 一 yy Uk(^n) ~ M 工 0) 
工 n -工0 po 工”-工0 




⑶ 


至此 (2) 式中的±号尚未选定，为使 （3) 式无极限，我们规定 （2) 中 
的符号如此选 取:使 x / 与 * r 。 位于锯齿波 & _,(•!：) 呈直线的同一半 

波区间上•于是 、 」 Uw) _ iUq ) 等于1或因的 


- X , 
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一个周期包含 Al ) 的四个周期，故 A 与 A 更位于〜_ 2 (1)的 
同一直线段区间上 一“ 二 ■ 2( 」^ ) = 1或-1•问理 (3) 式中 

工”一工0 

CO 

每一项皆为1或 -1 .如此选定之后， （3) 式是这种级数;2 A 的部 

n = 1 

oo 

分和 ：其中 a „ = l 或 -1 .由于〜 VO (当 oo 时），故 f 〜发 

散.从而 (3) 式当 n — oo 时无极限.证毕. " 

d . 逐项积分与积分号下取极限 

要点 1) 若能证明逐项积分（积分号下取极限）的定理的条 
件满足，则可直接应用定理. 

2) 若不满足逐项积分定理的条件，而要证明 f _ u „( a:)dx 

OO b 

=S f 〜 （1)0^；, 则关键在于检验是否有 , 

n-1 

lim R n (x)dx =0, 

oo 

其中仏 （ o :)3 g 心 （： r ) 为级数的余和•（对于积分号下取极限， 
情况类似） ”♦ 

☆例 5.2.50 设 / r ( x ), 八 （ I )在 |>,6]上连续 ， n = l ,2, …, 
又对 u ，6] 中任意的正整数 n 有 

|/,(^1 ) - /.(^ 2 ) |<^l J：! -X 2 l, 

其中 M >0 为常数，求证 

lim f h{x) f / „(x)dx = 0. 

(南京大学） ' 

汾析要证明八 U ) d：r = 0, 关键问题在于证明 
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八 U )=：0( 当 n - co 时，关于 o ： eU ,6]) •因为办⑴在 U ,6] 上 
连续，所以 /*( x ) 在 0,6] 上有界 •若八 （ x )=：0, 便有 h ( x )/ n U)^t 
0,从而可在积分号下取极限，得出欲求的结果.下面只证/„(0：)：：0. 


证因 八 U ) 在 U ,6] 上连续，所 以一致 连续， V 丄>0, 35 

n 

>0,当 U 广: r 2 |<5 时，有 

I ,■(工 I ) _ 八 (工2) 丨 < +， • 

取 m 充分大，使得^<夂将[^, 6 ] 7 „等分： 


利用已知条件 


a - x 0 < x x < •••< x m = b 


I fn ( - 工 , -1 I • 

由微分中值定理， 3 seu -,， a ) 使得 

n 

于是 V [ a 9 b ] 9 x 必属于某个小区间[弋叫 ， 0 ：,], 所以 


< 


M 


M 


故八(工)二0(当 ”〜) 于[以]. 

例 5.2.51 设 gU ) 及 /” U ) 彡 0 U = 1,2, …）在 [ a ,6] 上有 
界可积 •且： VcG U ，6), 当 《 — oo 时 人 U )：：0 于[(：，6]上 ； 

rb 

f n (^)dx = l 9 limgU) = A ， 试证 g { x ) f n { x)dx = A . 

分析已知把 j 。 /” （ : r}dx = 1 ，所以 limj' A/” （ o：}dx = A •因 
此，要证明 limf《（aO/JoOdx: A, 只须证明 
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或即 


limf g(x)/ n (x)dx= limf Af n {x)Ax, 

« —°°Ja ”一 °°Ja 

lim (A - g ( x )) f m ( x)dx = 0 . 

”一 oojfl 

将积分拆成两项： 

、b ra-* 8 

(A - g(x))/ fl (x)do: = (A - n(x))f n (^)dx 

a o 

+ (A - g(x))f n (x)dx. 

J a + S 

因 lim g(a:) = A， 可见 5>0 取得充分小时第一项能任意小，再将 
+ 

x-^a 

d 固定，因 人 （: r)I：0( 当 n-oo 时）于[^ + 5,6]上，所以 n 充分大 
时第二项能任意小. 

证由 lim gix)^ A 知： Ve〉0, 彐 5>0(5<fe-a) ，使得 a 

I 

x^a 

<a:<a + <5 时， |A - ■•因此 

(A - g(x))f n (x)dx I 

^ [ I A — g(x) I f n (x)dx + [ (I A l + | g(x) \ )f n (x)dr 
J a J a-^S 

< /” ( 工 ) + (I A 1+ M)J f n {x)dx 

(这里 M 表示 gU) 的界，即 | 于 U，6] 上）. 

因 limf /„U)dx = l， 所以彐 N, >0 ，”〉％ 时， 

0^ f n (x)dx^ f n (x)dx<2. 

a 

又因在 U + 5,6] 上，人 （x)=：0( 当 n —~ 时），所以 3N 2 >0, 当 n 

>NiH ' 0<fAx)< 2(\A\ + MHb-a-8) M N = max|N - 
NJ ，则时,有 
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(A - g { x )) f n ( x)Ax < y + Y = 6. 


证毕. 


☆例 5.2.52 试证级数 x 2B ln x 在(0，1)内不一致收敛, 

n = 1 

但在 [0,1] 上可逐项积分. 

证1°当 X = 1 时级数通项心（1) = 1 2 ”1110：丨^ 1 =0.当0< 


: T <1 时，；2 x 2w ln X 为等比级数，所以和 

W • 1 

^ 0< x<l 时， 

S(x)=< 1 一工 

0, i = l 时 •• 

可见 S ( l -0)= lim 41 H 1 一') ) = ^ (0)• 

r (1 十 x)(l - x) 2 

故该级数非一致收敛(根据和函数连续定理）. 

2° (证明能逐项积分） 

因尺” （工） = 全 /Mn x = x = ^4 . x 2 ”， 其中 

备 》»1 + 1 1 工 1 x 

lim 及 lim 都有有限极限，且在 （0,1) 内连 

x w 1 一工 x-r 1 ~ x 1 - x 

续，所以^4在 （0,1) 内有界•即 3 M >0, 使得^4 < M , 

1 一 X I - X 

故 

rl rl 

R” （ x)dx < I R n (x) I dx 
Jo Jo 

<M f (当 时）. 

o Z n 十 1 . 

此即表明 limf i ^ U)dr = 0 .级数可以逐项取积分. 

e . 和函数的其他性质（综合性问题 } 

例 5.2.53 设/„(0：)(72 = 1，2，...）在[0,1]连续，并且 
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/ n ( x)>/ n + 1 ( x ), V ： c 6[0， l]，n = 1，2广.. 

若 / n U ) 在 [0，1] 收敛于 /(« r ), 试证明 /( x ) 在 [0，1] 上达到最 
大值 .（ 北京大学） 

证 因为人 （ x )\/( x ) .所以 

• • f ( x )< f n ( x ) ( Vn 6 N , Vx 6[ O f l ]). (1) 

因/,(1)在 [0,1] 上连续，所以有上界 JVf . 故. 

/( xX/^xXM ( Vo :€[0, l ]). 

因此 II = & ug /( o :) 存在. 

假若 / U ) 在 [0,1] 上不达上确界 / i . 则由确界定义，可知 
3 U „ iC [0, l ], 使得 

lim/Xx ， ) = //•. 

ir^oo 

利用致密性原理，在有界序列 I 里，必存在收敛的子序列丨: c % 丨 

—： r G e [0, l ] (当 + oo 时）•我们证明/( 1 。）=户•不然的话，因 
/ i 为上确界， /( aXp , 从而使得 

f(x 0 )<M 、 <M. ( 2 ) 

因 lim 人 U 0 ) = /(: r 。） •所以 3 n , 使得 

”_oo 

fn K (XqX/!/!. 〜 

又因/”,连续，所以3沒>0,当 zeu 。— 夂工。+ 5)门 [0,1] 时，有 

/、 u )<" 卜 

据 A (当 A — oo ), 对5>0, 3尺>0，当 时， I « r 。— A I 
<5,于是 

f 、 (工' )<#|， 

联系式（1)，知 

/( 工、） </^， 

故 // = lim/(j ： , 

裊一 ♦ oo ft 

与 (2) 矛盾.证毕. 
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例 5.2.54 设 IAUM 是在 （- 上定义并且连续的 
函数序列，试构造一个函数 / U ), 使在 （+ oo ) 上有界，连 
续，当且仅当对所有 n : /, U ) = 0 时 / U )=0. 

提示可令 / U )= 自 a , 土 (其中矣\可为任 

意一个收敛的正项级数）. 

*例5.2.55 设 y ； U ) 在 U ,6] 上可积 U = 1，2, …） 且在 
U 4] 上人（：1：)1：/(1)(当 n — oo 时），试证/(0；)在[“，6]上可 
积•（天津大学） 

分析/可积的充分必要条 件是： Ve >0 3 U ,6] 的一个分划 T , 

使得 f a > dx ,< e .已知人可积，所以对人可找到这种分划丁.又因 

1*0 

n 充分大时，人可以任意逼近 /( 关于 x ^[ a ,6]- 致）.因此，取充分 
大的〃，对 人 取分划： T , 然后以此分划作为/的分划即可 . • 

证因 时，人 （ x ):/(： r )( 关于: r € [a , 6]) ，故 V e > 

0, 3 N >0, 当” >〜时，对于一切 jcGU ，6], 恒有 

又因 人在 U ,6] 上可积，对此 e > t )， 3 [ a , 6] 的一个分划 T：a = 

=6,使得 

2 w •△ 工 • 

其中 = , . 1人（0 -/ w (d 

但是 V ,« r ", € [ jr ,^ ]有 
1/(0-/(/,•) 丨 

^4(6 - a) + 叫 + 4(6 - a ) 一 2(b a ) + 叫 
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所以 co {= sup , I ) - ) I X + ^ 

于此 

§^<^^7 2 &| + 2 _<音 + 音 = £ _ 

证毕. 

/ # 练3 5.2 


5.2.1 1) 设0/„(：1：)在[£2,6]上连续，；2 = 1,2广- 

ii ) 1/„(: r 〉| 在 [ a ,6] 上一致收敛于 / U ), 

iii ) 在 [ a ，6] 上 /.( jrX / khi ^ U ，". 

试证 ⑴在 [ fl ,6] 上一致收敛于 e ^. 

2) 若将 1) 中条件 iii ) 去掉，则|4 ( ^1是否还一致收敛，试证明你的结 
论•（河北师范大学） 

提示 2) 3 iVf >0, 使 |/(: r)|<M ，从而 n 充分大时 |/ > t U )|<|/( a :)| 
+ I 人(1)-/⑴ I < M +1，0< I〆 ⑴ -， w |< e M ，/“: rW (:)|. 

另证用 f 在 O M -1 ,M + 1] —致连续•由 e >0 找5>0,再据/,!： 


/，由5>0找 N 。. 

5.2.2 设 / n ( x ) = 2 去 cos ( a : + 去)，” =1，2, …， 证明在 （- a ?， 

+上 1/„ U ) 丨一致收敛•（兰州大学） • 

提示可参看例 5.2.1. 

*5.2.3 设 /”（：!：）= £ ( l - t 2 Ydtj J * {\- t 2 Ydt y 

gAx )= f n ( t ) dt ^ 

试证 ：（ a ) n — oo 时， 


/”（：）=： 



- - €, 
e ^ x^l 


(0< e < l ). 


( b ) 心（1)=：|工|关于0：€卜1，1]，当 《 — oo 时. 


提示 （ a ) 可参看例 4.1.6.( b ) 注意 U |= |" sgn : rdx , 然后用分段法 

. o 
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(见例 4.1.4) 证明 f (/ B ( x)-sgn x)dx : ：0 U — 00 时），关于 x 6[ -1,1] 

o 

一致. 

oo 

☆5.2.4 试证级数 I (- l )"( l -: r )/ 在区间 [0,1] 上绝对收敛 ，一 

n - 1 

致收敛，但不是绝对一致收敛（指各项取绝对值之后，仍一致收 敛）. 

提示 [0,1] 上，2 ( 卜 x )?— S (_ r )= ?， 

H 1，当 0< o:<l 时， 

可见原级数绝对收敛，不连续，违反保连续性，故原级数非绝对一致收 

敛.原级数为 Leibniz 级数. 

| S ( x )_ S ”- l ( j )| = | r n - , ( a - ) I < ( 1 -\r ) < max ( 1 - or ) : r ” = 

+ ⑺时）•故原级数 [0，1] 上一致 收敛. 

5.2.5 判断级数^；^111在0<1< + 00内是否一致收敛. 

fl 工 I 

提示 I r w I ^ ^ ^-»0 时）. 

oo 

5-2.6 讨论级数 U 关于 0< or < l 是否一致收敛？（复旦 

»»* i 

大学） 

提示 r ”（. r ) = 时），但 （. r ) = 1 V *0,[0，1] 上非 

一致收敛. V 0<€<1, 当0^[€,1]时0</* 11 ( > 2*)< 7 ^ 7 —0(当 ” - oo )， 故 

1 - e 

级数在 [ e ， l ] 上一致收敛. 

☆5.2.7 讨论级数^^_的收敛性和一致收敛性 （： r >0).( 华 

" =， (- 4 ) 

东师范大学） 

提示¥(>1,：1*>0时通项4<<,2^收敛，故原级数在（1, + 00)内 

C C 

收敛且内闭一致收敛.0"<1时，通项 — + ⑺发散 .在（1， 

I 1 I 1 \ 
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+ ⑺）内，令 T = i + 丄，通项 A = -~~ r \-0,故在（1，+ oo ) 内非一致 

n (卜备） 

收敛. 

5.2.8 讨论级数 f r ： ^ TT (x>0) 的一致收敛性 .（ 南京大学） 

«-i 1 + x 

提示 UI>1 时通项 \-0,发散 .V <?:()< (7<1,当 .0<：r<g 时,0<通 
项 <〆”，[(), g ] 上一致收敛.但在 （0,1) 上非一致收敛，因通项(当 
时），与 Cauchy 准则矛盾. 


*5.2.9 设函数项级数乏] « 4 ( x ) 在 [ a,6] 上收敛，试 证：若 对任何 

*■1 

0'€[^2,6]，31>0,6,>0，使对任意的3；€(：1：-§:， < 2： + 5:)门[0,6]与任 


意的自然数 n 都有 | u \( y ) | <G Z , 则 Z ““•!：） 在 U ,6] 上一致收敛. 

(北京师范大学） 


提示用有限覆盖定理=> 部分和的导数一致有等度连续 


例 5.2.33 


一致收敛. 


*5.2.10 设试证 ：级数 I； b n sin nx 在任 

H « 1 

意区间上一致收敛 《n—*oo 时 nb n -* Q . 

5.2.11 试证级数 f 在（-00，+ 00)内闭—致收敛 （ 即在 

任何内闭区间 [fl,6]C( - <»，+ oo) 上一致收敛） • 

提示拆成两个级数之和了 f~r,V A>0，[-A，A] 上以2^•为优 

工十 n n 

级数; 2」） r 是 Leibniz 级数， I/?„ 丨 <—-►O. 

x ~r n n 

oo 

☆S .2.12 指出级数 $ f 的收敛区间和一致收敛区间，并证明之. 
(兰州大学） " 

提示当且仅当 （0, +⑺）内 收敛 ； Vfl >0, u , + oo ] 上一致收敛 
( Dirichlet ). 
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5.2.13 指出 + 1) 的收敛与一致收敛的范围 .（ 兰州大学) 

«-♦<» 71 '72 / 

提示 R 上收敛，且内闭一致收敛（ V 焱>0,[_焱，々]上一致收敛）. 
☆ S .2.14 设 / U ) 在[0，1]上连续， 

f l (x) = fU) 9 f n . l (x)= J^/,U)dr ， V:re[0 ， l],n = l ， 2〆' 


求证： E /„“） 在 [0,1] 上一致收敛 .（ 北京航空航天大学） 

n - 1 

M 40. ^ M 


M (1 — 


1 )! 




H ， 故 U -1)! 为优 级数. 

5.2.15 1) 证明函数列+ +厂卜= 1,2,… 


在 a ： e [ o , i ] 上对 


单调 增大; 


2) 证明 


一 ir 


在 lo , i ] 上一致收敛 


(南京航空航天大学） 


提示 1) 


可用平均值不等式 ( i +^~ . 

2) 通项 = + 可用 Abel 判别法 • 

5.2.16 试证: 若级数收敛，则 Dirichlet 级数 f #在 [0 

" fc 0 n»l n 

上一致收敛. 

(陕西师范大学） 

提示可用 Abel 判别法 • 


5.2.17 证明级数I 在 0<：r< + 00上一致收敛 


提示可参看例 5.1.32, ^ 

n 4 


( Abel ) 


* * 


00 

5.2.18 试证： Vfl:0< a <f ，函数项级数 Z /(I -夸) 
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在 [0， a ] 上一致收敛.若记其和函数为 SU )， 试证 lim S ( x )= + oo . 

广号 -D 

(北京师范大学） • 

5.2.19 证明： f (-1)”^^ 在任何有穷区间上一致收敛，而在任 

1 = 1 n 

何一点都不绝对收敛.（华中科技大学） 

oo 

5.2.20 讨论级数 D /(1|11) 1 2 在[0,1]区间上的一致收敛性.（北京 

FI = 1 

大学) • 

提示设通项 =0,在 [0,1] 上可用 Dini 定理（见例 5.2.27). 

☆5.2.21 设 《 U ) 和函数列|/,(1)|(” = 1.2,->在区间[〜6]上连 
续，且对任一 * r € (^，&],1如/„(1)=贫（0*),问能否断定入（1)在 0,6] — 致 

n-^oo 

收敛于尺 (X)? 论证你的结论•（兰州大学） 

提示例如玎考虑人（0*) = /(1于 [0,1] 上. 

OC * 

☆ S .2.22 证明： 2] [肛61-(” + 1)以-(_” > 1]在[0，+ 00)内收敛， 

但对任何 A >0, 级数在 [0， A ] 上均不一致收敛，再证 ：上述 级数在 [0, + oo ) 
内定义了一个连续函数，问级数在[0, A ](A >0) 上可否逐项积分？（南京 
大学） | 

提示（0，+ oo ) 上和 SU ) = are ”， r n ( | = e 叫 —0 (当 ”一 oo ) , 

[0，八]非一致收敛，但\/4>0,在[0,泌]上仍能逐项积分.积分值之和亦= 

*5.2.23 在 （0,1) 内任取一数列 I (各项互不相同），作级数 

1) 该级数在(0，1)内定义一个连续函数 f { x ). 

2) /( or ) 在 r=〜U = l ，2, …）处不可微，而在 (0,1) 内其他点处均可微. 
(南京大学） 

提示可参看例 5.2.42 和例 5.2.48. 

☆ S .2.24 试作 [0,1] 上的连续函数序列 | 人（1)|，使之逐点收敛于连 
续函数 / U )， 但 f n ( x)dxk J ' /(： r ) dx •(安徽大学） 
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提示可考虑/,(：1：)=盯”（1_1”）于[0,1]上. 

☆5.2.25 a 取何值时， 

1) /„ u ) = ”。^1(” = 1,2，.“）在[0，1]上收敛； 

2) 尺（: r ) 在 [0,1] 上一致 收敛； 

3) lim f 人 （*r)dr 可在积分号下取极限？ 

提示 Vx>0，/ n u)— 0 (当； 1—00), 

ro , ki 时， 

I /„ (x 〉一 0 1 ^max/ n ( x ) = xn e ^ = n* * 1 e 1 e 1 ， 是 =1 时, 

x -± 

Uoo , 走 >1时. 

oo 

5.2-26 证 明级数在 （l, + «0 上连续 .（ 西北大学） 

7 T | nx 

提示 乂：1：>1,可取(2、6>1，使*2：€(心6>.再证级数在[〜6]上一致 
收敛. 

☆S.2.27 ( x ) = < p ( x ) + tp ( y m (x)) (xGR). (1) 

其中0(1)是连续有界函数,3^。（：1：)=外，分<：|：。）= 3^ 一 p(y 0 )，f 摩足 Lips- 
chitz 条件： • 

19 ( y ) - 9 (：/) Koiy -> n ，（ o < a < i ). ⑵ 

试证 ：1) |%(0：)|在 R 上一致 收敛； • 

2) 记: y(«r) = r), 则: y(i) 连续，且 y ( x 0 ) = y 0 ; 

3) 若 War)- 致连续，则: y(x) 也一致连续•（武汉大学） 

证 1) 由式（1)、⑵知 

l^>i(^)->.(x)| = \ <p(y n (x)) - <p(y m . t (x))\ 

< al 3 r ff ( x )- < y l ,- l ( x )| (0< a < l ), (3) 

这表明 （1) 为压缩映像 .; y (: r )= lim : y ,( ar ) 存在，且 

鰭 - ♦ ♦ oo 
O0 

*y(x)= (>^i (x) - ^(x)) -4- vq . (4) 

反复用 (3) 式递推，知 

\ y n *i(x) - y n (x)\^a n l^i(x) -3 » 0 

[因 : yi (工）一: y 0 = p ( x ) + 沪 （: y 0 ) -: y 0 连续有界，记 M ：\ yi ( x ) - y 0 \^： M ]. 
OCadSfAl 收敛，故 (4) 一致收敛,％ (： r )=：； y (：0, 于 11上. 
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(5) 


2) (1) 式令 w — + 00 取极限得： y (: r ) = p (* r ) + p (： y (* r ))， 

于是有: y (: 0 >= 0(文 0 )+ ?>(： y (: r 0 ))， 而已知， 0 =步(： 0 >+ ?>(: y 0 )， 

相减得 IjKx 。〉 -列 丨 = 丨 f (，(： o 〉） _ < p ( yo )\ 

I y ( x Q ) - y 0 \ (0< a < 1). 

故 y ( x 0 ) = y 0 . 

3) 由 （5) 式知 Vx ',： rYR , 有 
I y (^) - y ( x M ) \ - I 少 ( 〆 〉 -少 ( x ’〉+ < p { y { x )) - 

^1 - I + a lyix ) - y{x M ) I , 

即 l ： y (* r ')- jy (: r ")|< Y ~^| 々(:^) - 4(/)1 • 

故由 0 —致连续，可直接推得： y ( x ) —致 连续. 

5-2-28 设 / U ) 在（- oo , + oo ) 上有任意阶导数 /•>&) ，且任意区间 

[“，6]上广>(0：)=：多（：0(当”一 + ~时），求证 ： 卢（1) = «1(其中（：为常 

数）•（北京大学） 

提示 ^1= lim 

ClJT QX 

oo 

5.2.29 设 /( a :)= … 

求 1) / 的连续 范围； 2) / 的可导范围 .（ 北京大学） 

提示 1) 在 x > 0 内闭一致收敛 ( Abel );: r <0 时，通项 V 0. 

2 ) •逐项求导后， V fl >0,[ a , + ⑺） 上有优级数 

09 •" . * 

☆ S .2.30 设 /( i )= 2 2•” cos 2" x •求 lim x ' x { f ( x )- /(0))•(北 

鳄》0 之一 

京师范大学） 

提示 v e : 0< e < f ,在 [0, e ] 上级数收敛，且可逐项 求导. 

OD 

Um * r -, (/ U )-/(0)) = /^(0)= 2 ^' n cos 2 n xY =0. 

卜 0 n =0. ^-0 

☆ §5.3 幂级数 

导读幂级数不仅具有重大的理论意义，而且有着广泛的实 
用价值•因而理工科各专业对该内容极为重视，既是教学重点也是 
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考研热点. 


一、 幂级数的收敛半径与收敛范围 


. 公式法 


要点 2的收敛半径 R 可按 如下# 式计算 


R = 


&7T^7r 5 


( A ) 


ii ) 特别若 Um^T [存在或为 + ~ ，则 


R = 


lim^ I a n 


( B ) 


iii) 若 lim i 存在或为+ 00, 则 


R = lim 


la ” 


(C) 


(约定 ：在式 （A)，（R) 中，当分母 = 0 时， + oo ; 当 分母二+ M 
时， /?=()•) 

必须注意的是，在求收敛区间时，务必要检验区间端点的敛散 
性•对于广义幂级数，可以化为一般幂级数处 理如： 


OO i 

例 5丄1 求级数 g ( S in ^) u 2 + 工十1)"的收敛区间 • 

解[这是广义幂级数，令 £ = a : 2 + :c + l ， 即化为£的幂级数 


09 

E (― 士)广]•利用公式 (C)， 


sm 3^ 等价代换 


1 

3 (n + l ) 


丄 

3 n 


t = 


1时级数2 sin 士 发散; 当 




收敛.故原级数当且仅当-1<工 2 + ^ + 1<1时收敛.解不等式知收 
敛区间为（- 1,0). 

☆例 S .3.2 讨论级数 

1 + ―-— + —-— + ―-— + —— ^― ： + … 

2x72 4xVI 8 x 3 ^4 \6x a S 

•辜 

十 - 1 +… 

2 n xWn^ 1 

的收敛性,求出它的收敛区域与一致收敛区域.（北京师范大学） 


解 该级数 ▲㈤ •上 生自忐 •对, 


而言，卜 化守， .…时，级数 |；7^1 


散广 1 时 ，级 数§溃收敛 .故原级数在 工 卜吟 1 = 


或一士|里收敛•在~，一士]及(+，+°°)的内闭区 
间上一致收敛. • 

例 S .3.3 求级数 g lH 》 ：： ， 50 " 的收敛 区间. 

解 [利用公式 ( B )] •由于 




g — + 在[- ‘ 4 j 上收敛.解不等式一^< 
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[^<士得 原级数收敛区间为羿 < 2 <喆. 

oo 

*例5.3.4 设〜 >0, ' 收敛， 

试证 ：级数 6 m ，的收敛半径 R 满足不等式： 



m oo 

=1, 舰糊胃 
l<Um 

n-*oo 

从而对于收敛半径 R 有公式 （ A )). 

e 

不要以为讨论端点是件容易的事. 清看： 



解 


例 5.3. S 求级数2 


2cos 


~T 


n\n n 


”的收敛范围 


R ' 1 = Ii 



1 + 2 cos 


4 


1 + 2 cos 


n\n n 


=lim 


^n\n n 


=lim 8 X 7.. =~ —y = lim - L-—. 

卜 °°\/8 务 In(8 々 ) n ^°°Vn\n n 

注意到 l <^ TiT ^<7^ = (^) 2 —1 (当 n — ⑺时）， 

所以 +，+ ) 内原级数收敛•（下面考虑区间端点） 
因为该级数之通项趋向零，因此将相邻8项、逐次地括在一 
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起，组成的级数与原级数同时敛散，且和值不变•故原级数可视为 
8个级数之和. 

/, ■ 是 +厂）兀 \ 8 … 


原级数= 2 t 


1 + 2cos 


8 k + r)ln(8々 + 




2cos 


丄 + /• 

+ r 

I —兀 

4 J 8k* r 


Sk ^ r)ln(8* + 


我们不难证明，不论 x = + , 或 x= 其中第 8 个级数 （r 二 8) 
发散，其余7个级数都收敛，因而级数在端点处不收敛.故收敛范 
围仍为(-+，+ ).事实上，例如 X = +， 这时第8个级数为 


2 




8灸十 8)ln(8々+8 


HkhJ8k) 


其通项与1：^的通项同阶,故此级数发散.其余7个级数 


S d+r)lli(8 々 + 


1 十2 cos 


Sk + 


(r = l ， 2, … ， 7) 

利用 Dirichlet 判别法，易知它们都收敛.[因为 


⑴ 


8^ + r〉ln(8 灸 + 


\0 (k 


rt 

s 


2cos 


8 是 + 




= W 2 

"2-V2 


( VnGN ) 


(部分和有界），故 （1) 式中 7 个级数都收敛 .], 对于 x = - I 的情 
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况，类似可证. 

b . 缺项幂级数的收敛范围 

要点缺项幂级数（如下例），我们可通过补项，或利用上节一 
般函数项级数的方法处理. 

O0 

例 5.3.6 求级数$ rT 2 / 3 的收敛范围. 

解 I 根据级数添 in 若干值为0的项，不影响级数的敛散性， 
及和的值.我们可令 


jn n ,当是 = n 3 时，、 

10, 当々\« 3 时 

oo O0 

如此， n n x n = 2 a k x k , 

»=i **i 

这时， 

R ' 1 = lim ^ \ a k \ = lim \/ n n = lim-Tn = 1. 

身一 oo n-*oo K — 09 

又因： r= ±1 时，原级数之通项（±1广 3 〆 2 \M)( 当 n —oo), 故该 
级数收敛范围为 （-1，1). 


解 I 看作函数项级数，用 Cauchy 根式判别法.因 • 

lim ^7^= 时’ 

0, 当 | x |< l 时， 

所以收敛范围为 （-1,1). U <1时的极限可由如下不等式看出 


O^yf | n n x n3 I = -p^-pr J (当 n 充分大时成立 ） • 

n 

00 n 2 

例 S .3.7 求的收敛范围 • 

M > I Z 

解因为作为函数项级数 
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_ fo, 当 Ul<i, 

lim ^ \u n \ = lim / ~r~ - Um ^ -J— =< -y , x = 1 ， 

n-*-oo - ^oo Y L n-*°° 乙 乙 

+ 00 ， \ x \ >1. 

按 Cauchy 根式判别法的极限形式，可知原级数的收敛范围为 
[- 1 ， 1 ] 区间 . 

c. 利用收敛半径求极限 

* 例 5 . 3 . 8 设数列满足条件 i^ 7 RTT = l ， 记其部分 
和为 s n= 2 七，试证 

是 *0 

H^7Ts7T = i - 

oo 

分析我们的问题等价于已知级数的收敛半径尺 = 
1 ，求证级数 n "° 

OO DO 

2j 5 ” 工 "= U (a 0 十 a! + … + \ )x” 的收敛半径尺， =1 •换 

n-0 w ®0 

句话说要证明 R 1 = K. 我们 看到： 
r 利用级数乘法知 ，Ui < 1 时 

2 / • 2 = 2 ( a 。 十 〜 + … + a ”)/ = 2 s ， 〆• 

n=0 n ^0 it =0 n = 0 

• a) 

cr> 

可见 I S〆” 的收敛半径 ^>1 = /?. 

« = o 

oo • 

2 ° 若 D S„x” 收敛，则我们有 

n = 0 

oo CO 

d - ：)• 2 s 〆 = 2 

n-0 It »0 

oo 

可见 〜 / 也 必收敛，故 . 总之我们有 . 

n = 0 
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R, = R = l. 

*例 5.3.9 表示 n 个元素取 々个的 组合数，试证 

n-*°o L 


其中 

Cln =< 

Cj -， 

当 ”=3 m +* 

m = l ，2, … 

> =0,1,2,-- ,3 m 



0, 

其余. 



证问题等价于证明级数 f a „ x " 的收敛半径为•当 x 

|« -1 一 

>0时，各项为正，故任意加括号不影响收敛性•将级数第 3 m 项至 
2*3〃项括在一起组成新级数 


2 (C?，/ + C^-x 3 " ” + ••• + (^ 3 _ +3 _ ) 

m * 1 

• > 

= 2tx 3W d + x) 3 "]= ^ud^x)y m . 
这是一函数项^数. 


lim \/ I x(l + X ) 1 3 




当 | x(l + o :) l < l , 
••U(l + J ：)|= l : 
I x(l + a :) I >1. 


( 1 ) 


注意不等式 U(l + a :)|< l 等价于二•由此知 


在 x >0 的情况下 ：级数 当时收敛 } 当 x > 

7^1 z 

时发散.因而_ 的收敛半径为.故 

^ 5 * 3 * 10 D 0， ga : 发散 ， j _ a ^ r： 7 Ta : = 

0. 试证： * •? . . .. 
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(1) 


lim7ar = 


证 I 因 2 心发散，所以 D 、 r ” 的收敛半径 

» = 1 n-=l 

lim ^7 a 7^1 - (2) 

«—a> 

剩下只要证明相反的不等式. 

记\ q + a 2 +…十 a n ，则由已知条件当时， 



因此 ^^—1 •进而 7 a , + a 2 +…十〜= 


又因胜 d 二0,所以3 N > 0, ” > N 时, 



a n <. a x + + …+ a ” • 

故 lim ^ lim ^[a T • + a n = lim ^/^7 = 1- (3) 

« «-♦«> «-»oo 

证 I 同上，易证念的收敛半径二 l . 

tfT | , n-^oo / i >| 

oo OO 

从而 2 2 ( a , + a 2 + … + 〜） 〆 的收敛半径为 1. Ul 

n =* 1 n * 1 

°° • 、• .. °° •: . • 

< 1 时 （1 — x) (q + + ••• + a” ）《 r” = 2 aj” ， 因此 J?>1. 

总之 /^1, 证 ^. • ” 

二、 初等函 数展为幕级数 


要点将初等函数展开为幂级数，通常方 法是； 

1) 通过变形、转换、利用已知的展 开式； 

2) 利用逐项积分或逐项微 分法； 

•3) 待定系 数法； 

4) 计算指定点的各阶导数，然后利用丁 aylor 级数; 
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5) 利用级数的运算(加，减，乘，复合）. 

通过变形、变換，利用已知的展开式 

sinX= § (_1) *(2 w + l 5 ! ,；f R± 
cos x = ^ - ! , 于 R 上 . 


= o 




ln(l + «r)= 2 (-1 广 1 £■ ，于 （ -1,1] 上 . 

-— t W 


(l + x) a = 


s 


礞 

g(a - l)."(a — w + 1) 
n ! 


X ”，于（一 1,1) 内 


☆例 5.3.11 把下列函数展成 a : 的幂级数，并说明收敛 


范围. 


1 ) /*( x ) = -- * _ _ _ . 

’ ’ (l + x)(l + ?)(l + x 4 )， 

2) <p(x) = sin 3 x . 

解 l)/(x)= 1-X 


( 武汉大学） 


X 


(1 - x)(l + x)(l + X )(1 + X 4 ) 1 - X 8 


= 2> 8 " - 2> 8 川 

»*o «=0 

=1 - X + / - 工 9 + … 一工 8…+ … 

( lx |< l ). 

2) sin 3 x = |sin i - 如 in 3_r = 香矣 1 

—1 ^(-ir (3x) 2 ""_3 ^ ( 一 1)» 

4 ^ —(2n + l)! 4 (2n + l )\ 

• ( - OO , + oo ). 


1 )! 

(l-3 2 ")x 2ff 


例 5.3.12 设 x >0, 求证: 
「 x 一 1 


In x = 2 


• x 


^T + T ( fri ) + f + …] • 
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提示变量替换 法：令 即 I = 从而 \n x = 

In = ln(l + / ) - ln(l - 0. 展开再回到原来变量工. 

I - t , 

利用逐项积分或逐项微分法 

值得注意 的是: 逐项积分与逐项微分，常常只能在区间内部进 
行.但这并不等于说，所得的展开式一定不会在端点上成立.如 

例 5.3.13 试求/(2)=肌咖；^^的幂级数展开式 

2 一 x 


/ 

/(x>= 。 (arctan ) dt 

O 物 W 卜 

(此步要求 UI < 力) 

-说书 ) 3 资 

(t) -…] d/ 


r 自 (-仰 (. 


(逐项积分) 


= § ( - i )[ l ] 2 TO ) (U，< ^ - 


(讨论端点的情况）.当时，级数 


=v ^( 1 + m + + + n—) 
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自 h ” 丄 广 

可见: r =%^ 时该级数收敛，同理 1 = -乃也收敛•又因 f(x) = 

抓加^^在 1 =处连续，所以上面展开式在 [ -n，mt 

2 - x 

成立（利用 Abel 定理）. 

利用待定系数法 


xsin a 


例 S .3. M 求卩 2 一 h 
提示用待定系数法. 


7 (丨0；|<1)的幂级数展式 


设 


xsm a 


1 一 2xcos 


^ = S a 


x 


则 xs\n a = ( 1 - 2xcos a + x 2 ) a n x n • 

n «0 

=a 0 ^ a x x + a 2 x 2 + a 3 x 3 + ••• - (2a 0 cos a)x 
一 (2a Y cos a)x 2 - (2a 2 cos a)x 3 + 

+ a 0 x 

比较等式两边 同次幂的系数 ，得 a 0 = 0, a ( = sin a ,a 2 = sin 2a , ••• , 
a n = sin ncr, … •这里用 到三角 恒等式 sin( n + l)a = 2sin na 9 cos a 
一 sin( n - \)a (w=2,3,".). 

利用 Taylor 级数 • 


1 、 a x x 2 + —. 


* 


例 5 . 3 . 1S 求 llll f 的幂级数展开式. 


VI 


x 


① 左端级数通项趋向苓，因此相邻二项逐次地括在一起敛敗性不变，收敛时和值 
不变. 

② 右边是两个 Leibniz 级数，都收敛，故对应项之和组成之级数（左端），也收敛, 
且左、右相等. 
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(计算 §夺. 


设』(工+ yi + x 2 ) 


，因此 


y = 


r+7 7 


2 _ ln(x + 71 + 工 2 ) 


即 （1 + x 2 )y f - X y. 

由此两边同时求„阶导数，得 

(1 + ?)，(”♦" + (2« + l ) xy (n) + 心 ( ” - 1 > =0 
令1=0,得 


: Vo (” + 1 )=— 


(下标“0”表示在工= 0处的值）•在 （1) 中令 z = 0 ，得 

Vo = 1. 

(1) 两边微商一次，得 

2xy + (1 + x 2 ) v "= 一 xy \ 

令 ：r = 0 知 / 

/ o = - 3^0 = 0 . 

将/。= 1，: V 、=0代入递推公式( 3 )中，得 

: yi 2 ”)=0 (n = 1,2,--), 

= (-!)" [(2 n )!!] 2 y 0 = («!) - [ (2w)n] 2 


⑴ 


••⑵ 


⑶ 


ln ( o : + ① 




容易证明右端_数收敛 半径卜 i •麵逐项微分方法，可验证 


①这里符号“〜”表示紐为左脑 ㈣ TayIor 级数 
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该级数的和函数(: T) 是 (1) 式给定的微分方程的解，且 S(0) 

= 0,而函数:也是如此.根据解的唯一性，可知 

Vl ^ x 2 

(4) 式中的“〜”可改写成“=”（当 U1<1 时）.又因 （4) 中级数当 
i = l 时收敛（据 Leibniz 定理），而函数; y = 中 ( 工 令 / ) 在 x 

yiT? • 

=1处也连续.所以按 Abel 第二定理， （4) 式中的“〜”改为“=”对 
x = l 也 成立. 

解I (待定系数法）令 




代入 （1) 得 


(1 十工 2 ) 2 Ci n rtx n ' } = 1 - 工 2 a " x， 


a { +2a 2 x+ 2 [ a ””（ n + D 十 a »-i( n — D]!' 


=1 - a 0 x - 2 U” • 

« = 2 

比较系数得 ^ =lt2a2= ' a ° ， 

3^3 + a i = 一 a! ,4a 4 +2 a 2 = — a 2 ， 

由于: V = ln(.r j /l + x^) = 0 ,所以 a 

x，o V x 

于是由递推关系 （5) 可得 =0 U = l,2, …）， 


由于: y 


= 0,所以 a 0 = 


一！ 一 2 2 4 

“1 一 l ， a 3 - — 了 ， a 5 = ^••了，… 

" - 卜 IV ( 2 « 川 
2 … （ ）(2 n ; l ) !!，•••• 


(5) 


所以 
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y = ^ a n x n = 2] ( -1 ) 

= 0 «=o 


” (2 ，)!f 


(2 n + l )!.! 

为方程 （1) 适合条件 y \ x . 0 = 0 的唯一解.故得 


ln(x + 71 + x 2 

VTT 7 


n = 0 


(2 n + l )!! 


重复解 I 中相应的内容可知此式在 （- 1，1]上成立. 

利用级数的运算 

例 5.3.16 求 /(: r ) = ln 2 ( l - a :) 的幂级数展 开式. 

解 I ln ( l - x )= - 2 ^在[- 1,1) 上内闭一致收敛，故 
[-1,1) 上可用级数乘法 ." 




n + 


= ^\ti kUTTT^k) lx 

= 1 I ◊々 + [(” + 1) - 々] 
〜 + 1 匕 4— 厂 U + l - o 

= + x )] 


X 


X 


« ♦ 


+ 1 


2 S ^(2 i 


"♦1 


= 2 |j ( 1 + T + T + - + ^)*^TT - 

上面的展开式在 [-1,1) 内成立. 

解 I 先求导数^的展开式. 


例 5.3.17 求/(工）=+(1 + 0；)4按1的幂的展开式至三次 


项 • 
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解（利用幂级数的复合） 

f ⑴： +(1 +一 1 =,■?”’ 呤 _ | 




(Ix|<l). 


三、求和问题 

a . 利用逐项求导与逐项求积分 

要点利用逐项求导或逐项积分，将级数化为已知的展式 
求和. 

☆例 S .3.18 计算无穷级数 

2 3 4 5 n 

2-1 3.2 4-3 5-4 V U n(n-l) 

(UI<D. 


(安徽大学） 

分析该级数困难在于有分母，如果无分母，这便是一个等比 
级数，其和立即可以写出.但此级数容易证明其收敛半径等于 1. 
因此， UI <1 内可以逐项微分任意多次.将级数逐项微分两次之 

oo • 

后便消去了全部分母，成为了 f (-1)”/.求出和再积分（从0 
积至 * r ) 两次，即可得解. " 

解因 i (- i ) v * = r ^一 （ U |<1), 两边从0积分到 x 得 

H-0 1 ^ 

|] (-l) n f^ = ln(l + x)(UI<l). 
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再做 1 -次得 


ln(l + t)dt 

I 

( UI <1). 

例 5.3.19 证明： 对于任一正整数々 ， t < 是 e 的整数倍. 
(北京理工大学） 

分析要证明是 e 的整倍数,关键在于求级数的和，为 

n-ri 71 * 

此我们考虑对应的幂级数 /( I )= t •若能求出 / u ), 令 
•r = l 就可得原级数的和（此幂级数收敛半径= +00) .求/( I )的 
困难在于通项的分子里有因子否则_ 为了 

消去一，将此级数先乘以 I 再逐项积分，这么做一次，分子就消了 
一个因子反复做 A 次，便可消去 


• r ” + 2 

U+l)U+2) = 

= orln( 1 + o:) 一 x + ln( 1 + x ) 

左边级数正是原级数. 


oo 

2(-1) 
M ^ n 


证 


记 /( 小 


rr rx 




则 


ioT>^ )df= ni ： „v M ) df= 


= 2^t 


x 


反复这么做 A 次，得 



l 6 仏 -Jr T /u)dt= 

=e x - 1. 

于是 
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f{x) = (•••(((e x - D’ xVxVo: … ） ’:r® = p k (x)e x , 

其中 p k u ) 为 X 的整数 系数々 次多项式•由此知 

原式 = /( l ) = ^( l)e (九 （1) 为整数）, 

即为 e 的整数倍. 
b . 方程式法 

要点设法证明级数的和满足某个方程式然后求此方程 


的解. 

☆例 5.3.20 试求下列幂级数的和函数 


S ( x ) = l + x + 




r ^3 + 


2^6 + 



(广西大学） 

捤示收敛半径= + oo , 逐项微分可知 

S / (x) = l^- xS(x). 

且 S (0) = 1.解此微分方程知 Six ) = ei ^ e^dt -f lj . 

☆例 5.3.21 证明： 若函数 / U ) 在 [0,1] 上连续，令 / 0 ( x ) 
= fix ) ，/ n + , ( x ) = [ f H ( y)dy ( x € [0，1 ]，n =0,1,2, …），贝 lj 


2 人 （ i ) 在 [< M ] 上一致收敛于 


① （ e x — \ y x = xe x = p t (x)e x , 

(( e x - l ) x ) j = x (1 + x ) e ^ = p 2 ( a :) e z 9 

若进行到第* -1 次时为 />*- 〆 ：!：) 〆 （其中九-,为整数系数 4-1 次多项式）則第务次 
应为 

( p*-i ( x ) e x )x = ( p ^-,( x)'x + />*., ( x ) x ) e x = / >*( x ) e x , 

其中九 （ x ) 为整系数 > 次多项 式因此 • ， 

(•••((( 〆 - l ) W ： rr ； r … ）'x = />*( j ：> e x ( 对一切 A 成立） • 
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(p{x) = J e y 'y(y)dy. 

(东北师范大学） 

证 1° (先证明该级数一致收敛） 

因 /( x ) 在 [0,1] 上连续，所以有界•即 3 M >0, 使|/(0：)丨< 
M 于 [0,1] 上，由此知 

I /, (x) I = / 0 (3 , )^3 , | = jj f(y)^y ^ M(l - x) f 

I / 2 (x) 1 = 1 f' x f' (y)dy l< m| (1 - x)dx = M ^ 2V^ y 

用数学归纳法易证 

|/ w ( x ) l<M ( V ，1，2,3,…) • 

但 = 〃在全数轴上成立， [m] 上一致收敛.所 

oo 

以 / W U ) 在 [0,1] 上绝对一致 收敛. 

2° (证明和满足微分方程）记原级数之和为 

<p(x) = J /(/)dr + J dr,J f(t 2 )dt 2 + •••. (1) 

此式两端同时加以/( I ),再同时在 [: r , l ] h 取积分得 

J^/(Od/ + j (p(t)dt = 9(^)- (2) 

由此求导得 〆 （：*：)+ 9 U ) + /( o ：)=0. (3) 

从 (2) 式看出 ^(1)=0. (4) 

在条件 (4) 下求解微分方程 (3) 可得 

炉（工）二 f(y)e y ~ x dy. 

X 

未学过微分方程的读者可这样来 求解; 设 
9( i )= M (: r ) e •'则代人 (3) 式得 
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u \ x ) = - f { x ) e x t 

所以 u ( x ) = - f ( t)e dt ^ C . (5) 

根据 (4) 应有 w ( l ) = 0, 故知 C = £ /(/) e f df ， 代人 (5) 

从而 u(x)= - f ( t ) e l dt + f f ( t ) e l dt 

Jo Jo 

= J f ( t)e dt = J f ( y ) e y dy . 

因此 cp ( x )^ e ^^ f ( y ) e y dy = ^ f ( y ) e y - x dy . 

c . 利用 Abel 第二定理计算数项级数的和 

要点根据 Abel 第二定理，若要计算某收敛的数项级数 

oo OO 

2] ~的和，我们只要设法求出幂级数 1] 〜/在 （-1,1) 内的和 

n = 1 « = I 

函数 S (* r ) 然后令-0取极限，则 


^ a„ = lim S( jt). 

. iri :- 卜 0 

而和函数 S (: t ) 可以通过逐项积分，逐项微分，或方程法等各 
种方法求解. 


☆例 S .3.22 求数项级数士 - + + …的和 • 


解 级数 y — y + y — n+ … = $ 


(- 1 ) 卜 1 1 

3k-1 , 3F r 


\0. 


根据 Leibniz 定理，该级数收敛.下面以 S 表其和.易知幂级数 
|] 的收敛区间为 （- 1，1]，于是由 Abel 第二定理， 


S = lim S ( jc ). 


注意 s ( o ) = o , 因此 


S ( x ) = S ( x )- S (0)= ^ (当 UI <1 时） • 
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利用逐项微分法 , 


oo 


S / (x)= 2](-1 广 0： 

是 =1 A 


X 


3 • 


su) = 


l s ,( t ) dt = \ z 0 lh dt 

yln ( 1 + x ) + + ln ( 1 ~ X + x 2 ) 


k rctan U x 




-.arctan —. 

V3 V3 


从而 


S' 驷。 SU) = ln 去女备 -+l n2 _ 

例 5.3.23 求 1-j + 


解 


了 1 n2 + W 


n(2n 一 1 )!! 


*例5.3.24求级数1+ g (- 的值. 
解 1 考虑 1 + 5 '^ J 2 n )Vi* 在工=一 1 的情况 j 

1 ° (原级数收敛）因 (贫:点丄! 、,又 
/ F 3<^ = 2,/ F 5<^ 


2 


2 


= 4,-,y(2n-l)(2n + l)<2 w . 


n 〆 （ 2” - 1) !! 一 vn^/I^.VU/i-DUTi + l) 

2n\\ 2^4---2n 


< 


v 2n + 1 v2n + l 
根据 Leibniz 定理,原级数收敛. 
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0 (当 n — 




oo 


2- 幂级数 1+ 的收敛半径为1，这是因为 


R = li m ^=l im 2 n 

»-►«» U m w-*«»Z Tl 一 1 


由此知该幂级数在 （-1，1) 内收敛. 
3° (计算幂级数的和 / U ) = 


oo 






( 2/1 - 1 )!! 


n = 


(2n)\\ 


x 


•因 


fix) = 


3 


5 


卞 wrg 

•3.5. (2n 一 1) 


x 


2*4*6.(2n 


x 


故 


/( 工）=士 + 




.1*3*5 . (2n - 1) n 

2.4.6.““(2 n ) 訂 

2/(o:) = l + l3x + ^5a: 
,1.3.5.(2w 一 3) 


十 


+ 


{2n-l)x m ' x + 


2*4*6.(2n 一 2) 

2 心)…士 3 工 2 …^：：：：：12：：2)^ _ 1)， 


4 2 


工十 il^4o： 2 + …+ H5.( 2n —3)(2n - 1) 

2 # 4 ^*4*6. (2n —2)(2n) 


nx 


2/(j：) -2xf (x) = 1 + yo ： 
丄 1.3•（2”一 l ) _ 


x 


由此 


积分得 


2-4. (2n) 

fU ) 一 


x 


2.4 

=fix). 


+ 


TuT 2Ti-x)- 

l 


In /(x) = ln 


vT- 


X 
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因此 


f ( 工 ）= 




4 。 令 : T —-1+ 取极限，利用 Abel 第二定理，知 

, ir (2n - 1)!! _ |{ f 卜 + ( 2 ” y 
f Zj ( " -T^rm Um I 1 + Zj (2n)J\ 


(1) 


(2 r ' uii = linWi + 子 （ m ， 


= lim i =^. 

— j ： L 


**例 5.3.25 计算极限 ji ^ S ； •(吉林大学) 

分析为了使和式化简，^须消去分母里的 f + )，因此各项 
分别乘以/〃，再逐项 求导. 

m " / t \ i*J m n + J x* t 

= 2 S(-D i+> f ， d_r 

i - I > = 1 0 

= f 

Jo fTi jT\ 

= J: E (- 2 (- 1 > v " Id - r 


-x - ( - x ) 


-1-(一1) 


0(1 +W 、〜 

.(一 W”H 


- w 1 + (-1)0 


，J: (YT^y dx = 0( 因 0 < J": (TTiy dj: 
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(关于一致收敛性，可参看例 5.2.8 的证法）用逐项积分、逐项微分 


法求 级数& 的和. 

n^l 2 


四、幂级数的应用 


a. 计算轵分 

要点将被积函数展开为幂级数，然后逐项积分/ 

例 S .3.27 证明 

2 f7 dd , 1 , 2 , 

—— ~7— ' = 1 + 丁灸 + … 

兀 Jo ^l-k 2 sxn 2 d 4 

+ -I2n)\ \ I k + …（⑷ <”• 
提示利用展式 

(l + _r) B = 2 C>" = 1 + ax + ^ t ^ 1} x 2 + - 
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(a ~ l)“.（a - w + 1) ” ,... 
1-2.n 


( UKl ). 


当 l 々 l < i 时 


U-k 2 sm 2 d)-^= 2 ( ' 2 (2n)J]' k2msin2，，df 
关于 0 在上一致收敛.再逐项积分，并利用 Wallis 公式 

f T sin 2 ^ d ^ 丄；•即得. 

J 0 


(2n)!! 2 

☆例 S .3. 28 计算 O . 


解 1 Lr^ 


dx = 


I - x + x 


In xdx 


-x 


In xdx 


x 


In xdx 


- x 


因 


In xdx = 一 1 ，及 


x 


In 


x 


x 


〉: o： 2n ln x ，故 


上式 = - 


r i 00 

L§^ ln 


xdx . 


重复例 5.2.52 的证明，可知级数 ^ x 2 n \ nx 虽然在 [0,1] 上不一 

i » *i 

致收敛，但仍亩以在 [0,1] 上逐项积分，因此 


上式= -1 + 




xdx 


一 1 -自 (2 n + l ) 2=： ' S 


1 


To (2 n + 1) 


= ~(§(2^TT) t+ |](2^) t ) + ?S^ 
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8 • 

解 I (利用内闭一致收敛，逐项积分，再取极限） • V 
0<0 <4~<0<1，因级数 ^在 UJ ] 上一致收敛, 

可知级数 f ； : r 2 ”hi 亦在 [ a ,0] 上厂致收敛•因此 

77 i 1-工 


o=§r 


In xdx . 


⑴ 


但 




x 7n In xdx 




x 2n \n xdx 


(2 n + l ) 2. 


所以级数 （1) 关于 a ,/3 G (0， l )— 致收敛.故 

In x 


[^ n - J 7 dx = lim 
J o 1 - x a . 

0 


X 


ydx 


= 叫 S 


•P 


x 2n \n xdx 


pi 


lim x 2n In xdx 

n *0 a -»0 * a 




=Sf x 2 "lnxdx= 2 

n *0 J 0 n -0 


f=i (2« + i ) 2 


8 - 


☆例 5.3.29 若 /( x )= (〜>0,”=0，1,2,“.）的 

n = 0 


收敛半径为 


，且2 ! 



且 e' x f(x)dx = 


2 a - n 
H *0 


证 


e "^/( x)dx 


收敛，则 I " e ~ x f ( x)dx 也收敛, 
Jo 

! •(东北师范大学） 

= + ° v : i >” x -) d : 

• J0 « = 0 
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^| 0 ( 客 ( W:))d：r 



a ) 

OO A 

2 x n e~ x dx 

( 2 ) 

2 ] a”「 ： " e -:dx 
«To Jo 


00 

2 a n 9 n\. 

«=0 

( 3 ) 


这里等式 （1) 是因为 

I a n x"e x I = a n x n (1 + x + …〜 + …) 

< a ” x 7(Jr) = a ” n 丨 （ V ^^ 0) 9 

00 00 

且 g 〜”！收敛，故 Z 在 [0， A ] 上一致收敛，可逐项积 

分/等式 (2) 是因为 

\ an \ o X，，e ' Xdx = a n ^ x n e x dx 

f ♦ 00 

〜 J 0 ^e' x dx = aiin \ ( V A^O), 

00 00 

且已知收敛，因此 S a „^ xe ^ dx 关于 A 在 [0, 
+ oo ) 上一 致收敛，故可逐项求极限得等式 (2) 

广 + OO 

至于 j Q 工=«!可反复使用分部积分法 w 次得到. 

或利用 Euler 积分： . 

疒 ♦ oo 

jo x * e = 厂 (” + 1) = • 

*例5.3.30试利用已知的公式 
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dx 


7 C 


- 1 (a-x)Vl-x 2 vV—: 


(当 a>l 时）， (1) 


iiE 明:『 


x 


ln _(2 n - l )!! 


H T = 


(2 n)M 


7 r (n = 1,2, …）. 


v 1 - X 2 .• 

方法将 （1) 式两端同时按 cT 1 的幂次展开，然后比较同次幂 
的系数. 


解1°(1)式左端= 


=1 
41 ：, 


dx 


(a - x)V 1 - x 2 


dx 




X 


= “自⑸ 7 r ^ 

m Ax 

= 


dx 


x 


⑵ 


v/1 — 


do :. (奇次项积分 


为零） 


r ⑴式右端 =7 ^普 士广 

兮 -“- 針① 

= ^ / (2n ^ 1) !! \ 7T • 
iri \ (2 n )!! 


①这里 c 


T 1.2.3. n 
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比较 a 同次幂的系数，便得欲证的等式. 


oo 

现补充证明等式 （2) 的合理性.因级数 I； f 王丫 1 = ■关 

^0 \ a I /l-X 2 

于X在 （-1,1) 内闭一致收敛•所以 vu,6]c( —I,i), 在 [ a ，6] 
上可逐项取积分： 

m m 

rb _» 


s 4 -^d,= 2 


VI- 


TTo a 


vi- 


dx. 


x 


x 




dx 


dx 


= 7 T 


oo 

又 2 4 收敛（自然关于心66[-1,1]一致）， 

7^0 o 

J- 1 /i - x 1 J-i /T - x 2 

(Va,66[-l,l] f V n€N). 

即对于〜6€[-1,1],”€!^—致有界.故由 Abe! 判别法，级数 

00 t rb n 

2; 7 ^=f d " 

TTo a V 1 - ^ 

关于 a、6€ [ - 1,1 ] ，—致 收敛. 从而可逐项取 极限： 

L(to^vf^) dx = 


X 


VT^ 


X 


f dx 


= ,im > 2 ~r T T\ 


a-^ - 


: = 2 dx = 2 ^ lim * 
- X «*0 a Wl 


X 


H 


/ 1 -x 2 


= 


a* 


da:. 证毕. 


如： 


^ Vl-x : 

b . 证明不等式 

幂级数是表达函数的重要工具，因此也可应用于证明不等式 
☆倒 S.3.31 证明不等式 


+ e" x ^ 2 eT t x€ ( - 00 , 


(中山大学)_ 
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证因 V + e ”=2 cho : = 2 "y ，’ ^ 

x 2 00 2 ir . • • 

2 eT =2 § r ^ rn , 

而 品 t ^ tt ， 故〜: <2e ( 

C. 近似计算 

幂级数常常用于近似计算 .如： 

☆例 5.3.32 求 7 T 的近似值，计算到小数点后第三位（误差 
不超过10_ 3 ).(安徽大学) 

提示= arctan x t ^ ~ ^―\ \ 

6 -A ^ 2n ^ 1 xm 7i 

利用 Leibniz 级数的余和 估计： 

I 。 1<1 a ”” I = y \\ l2 *2 nV 1 • 

g | rwl < r ^ p 、要由此可知应取的项数 ^^5. 

五、综合性问题 

oo 

☆例5.3.33设 su )= 2 e *' ，，sin « 2 x (- oo < x < 4-00). 

试证:1) S ( x ) 在全数轴 R 上可 11 任意次 微分； 

2) SU ) 的 Madaurin (马克劳林)级数当 x \0 时发散 .（ 武汉 
大学） 

证 V 是 >0, VAR , 有 

| e -"« 2 * sin ( n 2 x + * y ) < e -" n 2 *, 孟 e —" « 2 * 收敛•■因此 

0 O 

g e -” n 2 * si + 2 xU 号)在 R 上一致收敛，由此不难用数学归 
纳法证明结论 1), 且 
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2 e_ ，， w2 *sin|« 2 jr + ^ yj(x^R). (1) 

下面只就结论 2) 进行证明. 

根据式 （1), S ⑻ （0) = S (0)=0, S （0) = 0 ，u = l ,2, …） 

S_(0) = (-l”f ； e -V (㈣ （ ㈣ ,1,2, …). 

* = 1 

故 S (: r ) 的 Maclaurin 级数为 

要证明时发散，若能证明通项 VO 即可 • 

事实上， Vo :~0, 其通项 u k ( x )： 

° (以 + 1 ) 2<2 * M, I x 1 2 * + 1 
> e ' (2 k ^ l ) (2 k ^ l ) 2 ^ 1 \ x \ 2k ^\ 

当是 > 古时，有点，因此 

1«“工)|>” 2 々 + 1尸”(*广 , >1 .证毕. 

* 例 5.3.34 设幕级数 / U ) =〜+ fll x …+…在 
x = l 处收敛，试求极限 • 

[严 ( 0 )-，)( 弓外， 

其中 P 为自然数•（吉林工业大学） 


证[利用 Stirling 公式 „ ! =/2 ^« w e 



…忐(0<没”<1)] 
(当 i ^ oo ). 
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=- a„ + l ( ;/ + 1) !. 

因该幂级数在 （-1,1) 内收敛，逐项微分 《 + 1 次后，令 a : = 0, 可 
知广 + 1> (0) = a ” + 1 .(n + l )!. 


☆例 5.3.35 设/(幻在（ - 《>, + oo ) 上无穷次可微并且满 
足： 

( a ) 存在从> 0 ，使得|广 > (工）丨<从[¥ 0 ：€(- 00 , + 00 ), 

^= 0 , 1 , 2 ,-]; 

⑹ /(4) =0 (” = 1 ， 2 , …) •. 

证 明：在 （- oo ，+ oo ) 上 / U )=0 •(广西大学） 

证1°因为各阶导数一致有界，所以（_ 00, + 00)内处处有 

/⑴• ⑴ 
(因 1 圪 (■ r)l = K « TlW ’ 1 

2 ■由 /(^ r )=0 (” = 1’2广.)知,/(0) = !土/(表)=0, 

/( 士)_/⑻ 

/( 0 )= - = 0 . 

” 一 co 1 

V 


据 Rolle 定理 ,3# u : 士 >斤>>^> 片>>^>一> 

2« * <〉 …使得 / / ( ) = 0,从而 ^[ 1 ) -^ 0 ( n —" °°时）， 

， ⑼ ， 沮 y ( o ) =0 ， 


- > ^ > 
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类似可证，当 U ) 在# ) > # ) >… e … 

( 〆 ，—()）点处有 广 、 （o 0,且 (0) = 0,便可推出 
广 +1> u ) 亦然 • 

于是《=0，1,2,…恒有/ ^(0) = 0, 从而 

f ( x )= 工 —-4°^ ^ =0 ( - ~<x< + oo). 

n*0 n * 

注条件 ( a ) [各阶导数一致有界]不可缺少，否则命题可以不 


成立.如 f ( x ) = 



. 丌 

sin — 
x 


x \0, 

x =0. 


☆例 5.3.36 设 / U )= •求 证：当 0< x < 

1时有 


/( x ) + /( l -* r ) 十 （In x )[ ln(l - x )] = ( 1 ) 

.( 北京航空航天大学） 

证 J ( x ) - 七的收敛半径尺 = lim = 1 •: r = 1时， 

n-l n 

/( 1 > = S + = #•级数在 （0,1) 内可逐项微分， /(X) 有连续导 

n * 1 71 v 

数，因此， 


[/ U ) + /(l - o :) + ln x \ n ( l - x)Y 


二 /⑴-/(I - + W — d + 

x x - 1 




▽ (一 l” M (x - I )”- 1 


于是 /(X) +/(1 — x ) + ln xln(l - x ) = C , x € (0,1). 
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令 尤一 0 ♦取极限知 c = /( l )= S 去■•故 

2 

/( x ) + /(I - x ) + In j ： ln(l - x ) = ^ - 
☆例 5.3.37 证明 Tauber 定理: 设在-1<1<1上有 

oo 

fix ) - a n x n , lim na „ = 0 . 

T^o ”一 

oo 

若 lim /( a :) = S ， 则" X ； 收敛且其和为 S •(吉林工业大学） 
”卜 0 t^o 

分析用加一项减一项的办法，我们有： • 

1 - s I = 1 - 2 a 〆 + ^ s 

k 4-1 * ■ 1 k- n*\ 丨 = 0 

<| S a *“ - ?)I + 1 I + 12 a *? _ s .⑴ 

因此，问题在于证明，〃充分大， x 充分接近1时右端三项都能任 
意小. 

证 由 lim mi ” =0,知 lim n \ a n \ = 0,从而 lim — - = 0, 

!»-•«> w —oo n — <» Tl 

又因：1^1。/(0：) = 5,所以 /(1 — +) — s |—0 (当 n — oo 时）•故 
Ve >0,3 N >0, 使得^7>〜时，有 

i > i …1 

0< iZ V - < T ^ la - l < T ^( 1 - T)- S | < f 

于是，利用式 （1) 

| - S |< | ^a k (l - x*) I + I 2 a k x k I 

*=0 i *= n + l 

+ 1 2 a * x * - s • 
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取 X = 1 -丄，右边第一项 
n 

I ^]a k (l - x )| = I - 工 )(1 + *r + x 2 + … + 2 -1 ) 

*=i *=' 

< 文1〜 K 1 - z ) • 々 = — < y ; 

fc 二 i 

右边第二项 . * 

I 名 〆 I 1 〜 1 • x * < 6 名产 ☆ • A 

= 7^ = 1 ; 

3 n •— 
n 

右边第三项 

|2 V - S |= |/( l -^)- s |< y . 

故丨心 - S |<+ + | + y = e •证毕. 

*例 5.3.38 设 /" U ) = l 十 x + g + … + g , 其中 n 为自 

然数•试证 ：方程人 （ x ) •人 + l (： r )==0 在实数域内有唯一实根•（四 
川师范大学） 

• 參 

分析 A ( x )=0 当 n =0 时,/。（0：) = 1无 实根； 
n = l 时， + 有唯一 实根； 

”=2时,/ 2 (工）=1 + 工 + ¥ = 士[(工 + 1) 2 + 1]>0无实根； 

”=3时，/ 3 (0：) = 1 + 0： + : ^ + 4三次方程至少有一实根, 

而/3(工〉=/ 2 (工>>0,/ 3 (0：)严/,故 / 3 U )=0 只有唯一 实根. 
不妨记此实根为 ： r 3 ，因/ 3 严 ，，可 知 n =4时， 
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r =0, 当 x 〒 x 3 ， 
fM = f i { x )\< 0 , 当: r < A ， 

[>0, 当 x >: r 3 . 

因此 / 4 U ) 在 x = : r 3 处取极小也是最小，故 Vx , 

/ 4 (_ r ) 彡 min /«( x ) =/ 4 ( jr 3 ) = / 3 ( x 3 ) + = 0 +||>0. 

因此 / 4 ( x ) 无 实根. 

类似地，可写出一般的推理 过程： 

/ 2 ,无实根 =>/ 2 H , 仅有唯一实根=>/ 2#|+2 无实根（留作练习）. 
于是，在 R 上， 

无实根， 当 ri 为偶数时， 

仅有唯一实根，当 n 为奇 数时. 

总之在 R 上仅有唯一 实根. 

*例 5.3.39 设/ （ x ) = 1 + 工 + ^ + …+ g ，《 r m 是 

p 2m + 1 (« r )=0 的实根•求证 : J ： m <0, 且 lim x m = - oo . 

»»-♦ + O0 

提示 1) VmeN , x >0 时 /> 2lw + 1 ( x )>0;: t <0 且 M 充分 
大时 / > 2w + l ( z )<0 •所以 / > 2w + 1 ( o :) =0的根&存在（因介值性）， 
且 x m < 0 . 

2) Vx 6( - 00,0),/>„(文）—，>0(当 n — oo 时），所以 
/^ +入工^❹的裉 j： m —- oo (当 n — oo 时） • 

因为若 w — oo 时，/> 2 所 + 1 (：1：) = 0的根 o: w > - oo •则彐 △>(), 
使得（-△，()>中含有 UJ 的一个无穷子列®.从而存在收敛子列 
工、一文。（1。为某有限数 x 0 ^ - A ). 

I e ^° = lim p 2m + 1 ( x 0 ) = lim lim + 1 (： r m ) =0, 矛盾. 

m -^ cok ^ ♦ °o - 裊 

①注任 意数列 U ”| w ~ oo( n —OO 时） ㈡ VAXKaj ( - ~ A ) 最多只 
有有限项. 
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*例 5.3.40 设 /(or) 是仅有正实根的多项式，- = 


»*-0 


lim 


c . 




京大学) 


-存在且都等于 /(X) 的最小根.（北 
1 


分析要证明^ 与& 都以/的最小根为极限，必须设法求 

出与/根的关系. ' 

证因为/是仅有正根的多项式，所以可设全部的正根为 

, • 

(Xa/h(1) 

于是 /(x) = A (a: — a, )、 （:r - a 2 )〜 … （x — a* ) r * 

(其中 r , 表示根 a , 的重数 ，i = 1,2, …， A ). 于是 

fyx) \x- a x x — a k J 






比较系数得 G =1+ … + I (展开式的唯 一性) 所以 

^1 a k 



分子分母同乘以 a ;, 并注意式（1)， 


limi = A = a 

”一 a”” r { 


(最小根）. 
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^1 


由此 


lim 


3 


…墨 n / — 

一 A 


=ii 


注此例说 明:仅 具有正实根的多项式，其对数导数的幂级数 
展开式的收敛半径等于其最 小根. 

(拟合法） 

※例 S.3.41 设 S， 幺 w S ° + Sl + S f. + S ”- 、 

*■0 n 

试证：1)若 I 收敛，则 a B = o ( n ) (当 n — 00 时）； 

oo 

2) 若收敛，则 / U )= 2在 （-1,1) 内绝对收敛， 

n = 0 


且 


/( x ) = (1 - j ) 2 ^ ( n + \) a n ^ x x n ; 
3) 若 lim a ” = S ,则 lim /( x ) = S . 


证 1) 因为 CT , 


S 0 + + s : 


S -- 


所以 


= (W + 1)<7„ + 1 - na n , 
S ” n H 


泛 , + i - a ”—0 ( 当 n -^ oo 时） • 


故 t = ^ _ n - 1 S ” ■ i 


(当 n — oo 时) 


2) 根据 $-0( 当 n - op )， 所以当 „ 充分大时，有丨〜丨< 

oo 

n〆 的收敛半径为1,故知级数 f ( x ) 

if-1 

oo 

= 2 a〆 在 （- M ) 内绝对收敛•如此，当 x €(- l , l ) 时，利用 
级& 乘法得 

x^ = 2 ( a 。 + a i + …+ a . v = 2 • 
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= 2] (So + S , 十… + S 薦） /= 念 ( n ^ l ) a H ^ x \ 

yi X) «-o T^o 

即 /( a ：) = ( l - x ) 2 2] (n + D ^^ x ". (1) 

3) 下面利用拟合法，来证明 Hm f ( x ) = S . 

X—1-0 

可得 1 的分解式 

oo 

l = ( l - x ) 2 2 (n + l ) x \ 

» *0 

两端同乘以 S ， 因此 S 可写成与 （1) 类似的形式（此即拟合法的思 
想）. . 

S = ( l - o :) 2 2 ( n ^ l ) Sx \ 

n = 0 

于是 

OO 

/(x)-S = (l- x ) 2 2 (« + D(^ + i -S)x". (2) 

已知!土〜 = S ，所以 Ve >0, 3 N >0, n > N 时 

- SI <~ j - • 

故 (2) 式中各项的和（当 0 < x <1 时） 

(卜 x) 2 ^( n + 1)(^ +1 - S ) x H 

n>N 

< 音 (1 一 x) 2 2(« + l) x " 

n>N 

< 音 (1 - ： ) 2 •• 左 U + l)〆 = +• 

1*0 L 

(2) 中前 N +1 项里， 

N 

^ + 1)(^„ + 1 - S ) x \ 
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当 : T — l -0 时保持有界，另一因子 （1 - X ) 2 为无穷小量•因此 
3及>0,当 0<1 — x <(^ 时，有 / 

1(1 -O：) 2 士 (W + 1)((^ + 1 - S)I” j < 音 . • 

« *0 

总之 l/U) —Sl<f + 音 =e. 

即 S = lim f ( x ). 

-o 

/ 练3 5.3 

5.3.1 对于幂级数 

1) 求出收敛 半径; 2) 讨论在收敛域端点上的收 敛性; 3) 指出在什么样 
区间上级数一致收敛 .（ 内蒙古 大学〉 

提示[一 + ,+ )内收敛， + J - + 4]上一致 收敛. 

OO oo 

5.3.2 若级数 r ” 有收敛半径而级数2 有收敛半径 

»» *0 N»0 

i ? 2 .则级数 

W OD 

(a) 2 ( a n + b n ) x n ;(b) a n b n x n 

n «0 n «0 

的收敛半径各是怎样的. 

((a) R^min(R l ,J? 2 ) ； (b) R^R t R 2 ) 

提示 U ) 若 f ^<: r < R 2 ，则+ W 发散. 

( b ) 若 o ：= i ?, R 2 0 2 ( o <5< a ), 则 SciAx •收敛 • 

S .3.3 设 a n > 0 , 2 的收敛半径为 1, 和函数为 / U ), 若 f ； a „ 

n e 0 n^O 

发散，求证 lim f ( x ) = + oo . 

，一 1 一 0 

提示可用反证法. 

再提示否则 3 M >0, 及 | 一 1 —0( 当 + oo 时），使得 f { Xn ) 

oc 

_ 两 m oo 

矛盾. “ 1 
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☆ S .3.4 证明：： yU )= 满足: y ⑷ = ; yj 中国科技大学） 

提示因 2 (^71在 R 上处处收敛，故亦然•逐项求导四次可 
得 # 


注 （S 


治 TI ) = (§ “I 




nt 


(4幻！ 


4 x 3 = 


2(4?-1)! = S (^ ryr ) 表明该级数仍可直接进行逐项求导 


☆5.3.5 求极限脞 g r i ~ rTIT j ^ T 7 Friyf •(四 川师范 大学) 


提示 


々！ +U + 1)! + U+2)!H+i)! _ (走 + 2)! 
原极限 = ( e 4 -|^L = 


x 


T - 


*5.3.6 设序列 1〜|二，，|6”|二，满足：〜>0，级数1；〜/当 | 文| < 

n-0 

1时收敛，当1时发散，又= A ,(0< A < + 00)，证明 

— = ^. (南京大学） 


证 




轟 * i 






2 




Ve >0, 彐； V > 0 , 当 


N 时 




一 A 


< f ,此式< i 


• V 

2( I ** I + a k A) 


I 


+ ，又因 2 ^* == + °° 
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3 N ,〉 N , 使得土 


< f , 上式右 <+•. 


• S a - ^ atxt 


^ a k 2 a * 

— —1( 当工― r )， 故35>0,当0<1<1-5时，有^— < 

Z 2 a * x * 

*=1 

2, 于是当 n > N ,，0< l - jr <5 时，上式 < 巧十^•证毕 • 

*5.3.7 设^ = a ^^,n = 2,3, … ， |a | <1, 


♦ i = + ci; 2 ” ，” = 1,2,… ， c>0. 


求 lim 


☆5.3.8 设 \>0(« = 1,2,… ），=] 当 - l < ar<l 时收敛并且有 


上界， 证明： 


1) ^ lim ^ 2 ajt " 存在;2> a 胃收敛 ； 

OO OP 

3) lim D (厦门大学） 

T — 1_0 n，l n-1 • 

n 

提示 1) 1—1- 时，有 上界; 2) 的部分和 有界; 

*=i - • 

3) [0,1] 上 Z \ ar " —致收敛 〆 


5.3.9 设 /( x )= D ^•的收敛半径为 +a> . 

n «0 

令 f . U )= 

*«0 

求证：当 n -^*+ «>时 

/(/,( x ))=：/(/( x )) U «6). 

提示收敛半径 R = +00=>¥[一&]上/ || ：：/,并且/ (1 ,/—致有界， 

3A>0 ， $/(:r)e[-A,A](V:reR)'. 
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再提示/在 [- A , A ] 上一致连续 
oo ) 关于 o ： e [ a ，&] 一致 • 


/(/, u )) 二/(/(了））（当 


☆5.3.10 求级数2 的收敛区间与和函数 .（ 华中师范大 


《收敛区间（- 1,1), 端点发散，和= 


(1 一 


☆5-3.11 证明 


•• , (一 1 ) 赠^ 

y . jx - rrr^ — . x ^, = v3 jrarctan xdx 

tri (2n - l)(2n + l)3” Jo 

(西南师范大学） 


_2ttV3-9 


提示参看例 3.1.19, 可写出 xarctan : r = $] ( - ，| ： r |< l . 

再提示上式逐项积分可得左边等式，分部积分可得右边等式. 

*5.3.12 验证积分存在且等于(湘潭 


大学） 


0 + • 


提示= 在 [0, 卜 e ] 上逐项积分，然后令 e 

n • I 

另解令“ 作变换，原积分 J = 再令 v = 去, 


= ' 2 1 


见下面 5.3.14 


jor^7 u " 

5,3.13 试证： 




3(2 n - l ) 2 . 


，J arctan t 


(- i)V 




( lx |< l ). 


(四川大学） 


提示利用 arctan t = ^ ( - 1)"' 1 | r | <1). 

令0<€<工<1，在 [ e ,： r ] 上逐项积分,然后令 

* *5.3.14 证明 ： i 4=( i ^ I cLr ， B = L ^ ： ^ d ： r ，(； 


= 1：^ 
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In 


lln x I , 


收敛，并求其值. 

. 提示 ： r = 0 为奇点，当 0< x < j 时有 

ITT <Unx|,|i^|<2|l nJ -|, 

可证 A 、 B、C 收敛.利用分部积分， ln(l + * r ) 的展式 [0,1] 上可逐项积分 .C = 

-^, A = | C =-f B = 2C=-4 - 

糸5.3.15设幂级数 iha :” 的收敛半径大于0, 证明： 

oo 

1 ) lim a n x n = 0; 

■ r -° TTf 

oo 

2) 如果 〜 \0,并且在原点的一个邻域里 ， I a ,. x " |>| a , | Ul - 

»b1 

2 x 2 逐点成立，那么 U 2 I <2.( 厦门大学) 


§5.4 Fourier 级数 


Fourier 级数是函数项级数的一种特殊形式.它是研究和表示 
周期函数的有力工具•本节我们将围绕展开与收敛问题进行讨论. 

导读此部分内容相当重要.可能由于计算过长，考研题相对 
较少. 


一、正交系 


要点 要证明 i % U )1 在 [ a ,6] 上正交，即要证明 

(工 ） 9m (工 ） dz =0 (当 mk n 时） • 


例 5.4,1 试证明 Legendre 多项式 


(x) = 


d "( x 2 - l ) 


d " ( x 2 _ 1) 


Tn \ 


(2 n )!! 


在[- 1,1] 上为正交的•并求 J ^ X \{ x ) dx 之值. 

证记 
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U = u(x) = (x 2 -D H = (x-l) n (x^iy 9 
则 M ， 〆 ， 〆 ， …， M (” 当 J ： = ±1 时为 0 •且 

X " (x) = (2 n )!! M( " > 

为的 n 次多项式•设则 X m ( x ) 为 m 次多项式.反复应 
用分部积分法 U 次），有 

( 2 ”)!! 广 X n (x)X m {x)dx 

=二 u {n \x)X m {x)dx 
= f X m (x)du ( - l) (x) = X m U)u ( - l) (a：) 1 

- « ( - ，> ( x ) X ^( x ) d J ： 

= - u ( - l) (x)X / m (x)dx = - 

= (- 1 )-]^ u(x)X ( ： ) (x)dx 

= 0 (因为 X m (: r ) 是 m 次多项式可知 
0) •这就证明|\(^)|有正 交性. _ 

用类似的方法可求出 f X 2 n { x ) dx ^^ 2 - 

J-i 2 n + 1 ' 

例 5 .4.2 设序列满足方程 

基 [〆:) 造 ] + A a = 。 (Vx6[ a ,6]) (l) 

(« = 1,2,…） 

(其中时及边界条件 

yn(a) = y m (b)=0. ( 2 ) 

试证1乂（0：)|在[^,6]上为正交系. 

证由⑴，以=-去卜 w 货]，于是 
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= ~r I 忐卜 (o 卜 “ 


pU ) dI ^ dx ^ 
注意此式积分号下的地位是平等的，将 


⑶ 


互换得 


y n y m dx= P(^)^^d^- ⑷ 

J o d 

⑶ —（4) 得 （ A.-AJ f ^ m dx = 0, 

% a 

故 y n y m dx = 0 (当 时） • 

% a 

例 5.4.3 设 ( KA / AzOXA.dS 

asm y^l + >/aTcos / = 0 (a 〉 0). 

求证 ： b w ( a:)l = Uin /^> l 在 [0,/] 上为正交系，并求 

y\(x)dx (用 cr , A 胃，/ 表 示）. 

Jo 

提示利用三角公式计算积分 f ; y m (: rbJaOdaKm \ n ) 及 
f Z (: r ) d : r , 并对结果应用题设的关系式. 


、 Fourier 系数 


驀点 若/( X )以 2 lt 为周期，在区间 [ U ] 上可积，则 


a, = J /(x)cos nx^x 9 n -0 9 l 9 2 9 aum 



/(x)sin nxdx , 
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称为 /( o :) 的 Fourier 系数 • # + ( a „ cos nx + b n sin m ) 称为 

Z n = l 

/(: r ) 在 [_ 7 T ,7 r ] 上的 Fourier 级数. 由此易知 Fourier 系数有如下 
性质. 

1 ) 若 /丨 （ I ) ，/ 2 U ) 的 Fourier 系数为 , 6(，与 a ^ , 6' 
则函数 /(« r ) = a /〗（ x )± j 3/ 2 ( x)W Fourier 系数为: 

a n = aa ( n x) ±(3 a [ 2) ( n =0, l ,2，.“）， 

b n ^ ab [ l) ±^ b [ 2) (” = 1，2, …）. 

2) 若 / U ) 在 [- 7 T ,7 t ] 上连续，分段光滑， a „ ，乂是 /( x ) 的 
Fourier 系数，利用分部积分法，易知 /( x ) 的 Fourier 系数（用 a : , 
K 表示 

b ’ n : 一 na ” (n = 1,2,…），当 /( — it ) = /( tt ) 时， 
ao =0 f a ^ = nb n (n = 1,2,…） • 

3) 若/(^:)在[-7^71]上分段连续，〜，6 || 是它的 Fourier 系 

数，则不难验证， = £ (/(，）-孕) d ? 的 Fourier 系数（用 
A ”， B ” 表 示）： 



下面让我们再来证明一些性质 .. 

例 5.4.4 1) 设 / U ) 以 2tt 为周期，在 (0,2tt) 内有界，试 证: 
若 /( x )、, 则系数 6)0; 若 / U )/ ，则 6 ff <0 ( w = l ,2, …）； 

2 ) 设 / U ) 在 （0,2 k ) 内 /( x > 有界，试证:若 / U )，， 则 
a ”>0; 若 f ( x)\ 9 M a ”<0(« 1 1，2, …）； 

3) 设 /( x ) 在 (0,2 tt ) 上可轵，试 证:若 

fu) 三 r (/ ⑺ — T ) dr 、， 
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则 / 的系数若 F { x)/M a ,<0(” = l ，2, …). 
证 1) 将 [0,2 ir ]« 等分，则 


n -2ir 

r /u)sin nxdx L:A /u)sin 


nxdx 




•2 胃 


Iy[f (i "t ) 2 V(x)sin nxd,- 




(卜去片 


«- l )^ 


sin ntdt 


其中 *r = 


7T 

n 


=ly r ( -^" 

TT J (.-.)?? 


[/( or ) -/( a : + 吾 )] sin nxdx ^ O . 


这是因为 f ( x )\ 9 f ( x ) -/| x 十 f ) X ); 又因区间 (i - 1)^, 


t 


\2tc- 


TR _ 


Jt sin rtx ^ O . | 


2 ) 与 3) 可利用要点 2,3 的关系得到. 

例 S .4.5 设 /( x ) 是以 2 tt 为周期的函数，满足 a 阶 Hdlder 
条件(亦称 a 阶的 Lipschitz 条件）： 


证明： 


证 


l /(* r )_/(： yXL |: c -： yj 。(0< a < l ). 
a „ = 0(^),6, = 0(^) (当 ”- oo 时）. 

a„ = — f /(x)cx>s nxdx 
^ J -K 


( 1 ) 


令工…*) = i c 


cos ( nt + ir)dr 
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4n 


nx I dx 


x 




V /• \\ \cosnx\dx<^ V/. 


⑵ 


x n 

(其中 \J f = sip| 2 丨 /( 不）一 /(;-i)l : 一 冗 =*r 0 < x, < … < x” 


= 7^ 表示 / 在 [-7^] 上的全变差 . 因 /(X) 有界，且分段单调，故 

V /< + oo ).(2 ) 式表明 A = 0( 去 )• 同理可证 6” = 0(+). 

证 I ( 借助于 Stiehjes 积 分 ）. 


7T 

J-, 

① 

1 


nn 

= — 

1 


nit 

l<- 

丄 1 


^(x)cos nxdx = — f /(x)dsin ru 

^ ^ J -K 

/(x)sin rue -丄 [sin nxdf(x) 

-* nir J -u 


⑶ 


d/(x). 


kk; L sin nxdf(x) 


①对于 Stieltjes 积分,分部积分公式亦成立•设 -tt = ； r 0 < n <…< x * = it 为任 
一分划，则 

*-i k-\ • 

2 )Asin nx { = 2 ) [sin njr, + ! - sin no:,] 

i =0 jsO 

* *-I 

= S /(Usin 肛广 2 /(ft)sin nx, 
i-l i «0 

= /(€i-i)sin hjt+ 2 [/(€>)*"/(U]sin nxi -/(f 0 )sin n( -ic), 

其中，令 A =^ i^xqU + i -々 I 一 0, 取极限，即得此式 （3). 

■ • 587 • 


《 max^ |an nx\ • X 十， 

所以〜 = 0( 去). 同理可证 6” = 0(+). 


☆三、求 Fourier 展开式 


a. 求 Fourier 展开式的基本方法 

要点 1. 将 U，6] 上可积函数展为 Fourier 级数，最基本的方 
法是⑴按系数公式计算系数 • 



/(•x)cos 9 n = 0，1，2，"， 

/(x)sin ~^-dx 9 n = 1，2, …， 


其中/ = 将算出的系数代人级数 


fix)- 


T 


S 


6. sin 


nirx 


iii) 根据收敛定理，判定〜可改为等号的范围.若 /(：r) 在 U,6] 上 
分段光滑®，则级数的和函数 


① H I ^]sin n^, A/( x, ) I < max I sin no: I • V, 1 /( x t >i ) - /( x,) | 

i -«<:<• i 

W 

^ max I sin nx I • W /. 

令 A 三 maxi Xi*i - x t \ 0 取极限，即得 

I J sin nxif{x) ^ max \ nx \ \J f. 

② 分段光滑意 指：可 将区间 U,6] 分成有限段，在每个小区间内部函数有连续的 
导数，在小区间端点，函数 / 与 / 有单侧极限 . 
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当为 /( x ) 的连续点, 
当为 / U ) 的间断点, 

当 :r = a ,6 时， 

其他. 

特别，若 /(: r ) 以2/为周期，或只在 [-/,/] 上有定义,则上面 
系数公式里，应取区间 [ a , = [-/,/]• 此时若 /( x ) 为奇（偶）函 
数，则 a n = 0 ( b n =0); 此外还不难验证若 /( x ) 为奇（偶）函数且 
(0,0上 /( 卜： r ) = /(:), 则 a ” = =0(\ = + 1 =0>;若 

/( x ) 为奇（偶）函数且（0，/)上 /(/ 一 - / U ), 则 a n ^ b 2n + l 

= 0(6 n =a 2n =0). 

% 

值得注意的是，可积函数在指定区间上的 Fourier 展开式是唯 
一的，而三角展开式是随意的叭将 /(： r ) 以不同的方式，开拓到比 
[ a , A ] 大的区间上，在较大区间上求开拓后的 Fourier 展开式，就 
可得 /( or ) 在 U ,6] 上不同的三角展开式.例如 [0,/] 上给定的函 
数 / U ), 若将 /( x ) 奇开拓到[ - /,0)上便可获得〜 =0( 即只含 
正弦）的展开式•若将 /( x ) 偶幵拓到[- “0) 上，便可获得 6 n =0 
(即只含余弦项）的展开式. 

2•由 Fourier 级数的定义，及积分的性质易知 Fourier 级数具 
有可 加性： 二函数之和的 Fourier 级数，等于它们 Fouriei •级数之和 
(同类项合并）. 

3•由 Fourier 级数的定义及正弦、余弦函数系的正交性易知 
二角多项式卞+ ^ (a k cos kx + b k sin k ) 的 Fourier 级数，是它 

乙 * = i 

本身. 

4•若 /( a :) 在[- K ，; r ] 上正常可积，或有竒点但绝对可积，有 


S ( x ) = 


/⑴， 

/(x —0) 十 /( a : +0) 

2 ， 

+ [/(a + 0) 十 /( 6 - 0)] ， 

呈周期， 


①其系数不要求是此函数在此区间上的 Fourici •系数 . 



如下的 Fourier 级数: 


/( x ) 〜专十2 ( a « cos nx + sin ”工）， 

则不论此级数是否收敛，若收敛也不管是否收敛于/(工），恒可逐 
项积分 •. 

OD 

J (/( ’ ） 一孕)士 = 2 | ( a n cos nt + b H sin nt ) At , x 
[- Tt ， 兀]•并且此式必是函数 ( p { x )= ^ (/ ⑴-夸) d ， 在 [-7 C ， 


k ] 上的 Fourier 展开式. 

5. 若 / U ) 连续、分段光滑， / U ) = / (- 7 T ), 有 Fourier 展开 
式： 


a °° I 

/( x ) = ^•+ ^ ( a”cos nx + b n sin wx ) , x 6 [ - n y n ]. 


则逐项求导之后，便得到 / U ) 的 Fourier 级数 


/(工）〜 2 ( 〜 cos nx + 6 „sin nxY . 

若附加 / U ) 分段光滑条件，则/的 Fourier 级数收敛于 

f {x + 0 ) + f {x - 0 ) ^ , 、 

-2-, ^ t ( "* n 9 n). 

若再加上 / U ) 连续的条件，则得 /( x ) 的 Fourier 展 开式： 

00 

f / ( x )= ( a”cos rue + 6 ”sin nx )\{ - 7 r y rc ). 

n= 1 

若/ '( -兀） =/ U 〉， 则此展开式对于 itTT 也成立. 

☆例 5.4.7 设 f ( x )= n — x , x ^：{0 9 n ). 

1) 将 /( x ) 展开为正弦 级数； 

2) 写出和函数的表达式，绘出和函数 图形； 

3) 该级数在 (0, k ) 上是否一致收敛 .（ 厦门大学） 

解 1) 将/( X )作奇开拓到[- 7 t ,0] 上，求开拓后的函数在 
[- UT ] 上的 Fourier 级数•这时 



a =0 (n =0 ， 1,2 , …）， 


b„ = 


2 


(tt - x)sin nxdx 


2 


=(7T- 


0 Jo 


cos 


nxdx 


n 


因开拓后的函数分段光滑，据收敛定理， 

f ( 工 ）=X —sin ru: , 当 ： r G (0 ，兀 ) 时 . 


2) 级数和函数 


00 0 


其图形如图 5.4.1 所示 


7T- X , 在 (0,7t) 内， 

一 7C+X, 在 （ _7C ， 0) 内 
0, 当 ： C =0, 土 7T 

呈 周期，在[_ m] 外 



图 5.4.1 

3) 该级数在 (0, ir ) 内非一致收敛.因为在区间端点 x = 0、7 r 上 
级数收敛，假若级数在 （0,7 T ) 内一致收敛，则级数在 [0,7 T ] 上一致 
收敛，和函数应在 [0,7 T ] 上连续.矛盾. 

为了计算简便，有时可以更换区间求展开. 

☆例 5.4.8 试将 
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/(X) = 


1 - 工 ， (Xx<2, 

x - 3,2< x^4 

在 [0,4] 上展开为余弦 级数. 

• 解将 / U ) 作偶开拓到 [-4,0) 上，从图形易知，求开拓后 
函数的 Fourier 级数，最小周期实为 4 •因此我们只要在 [ -2,2] 上 
求展开式即可.这时 

b"=Q U = l ， 2 ，.”）， 

吾 J。（1 - x)dx =0, 


a tx = 




鲁 I 。 “-* r ) cos 


2 


4 


—W [(一 ””- 1 ] 

0， n 为偶数, 


A，” 为奇数 • 



图 5.4.2 


故 


/U) = ^S(2^TT) 


(2 n + l)nx 
2 


,[0,4] 


☆例 5.4.9 求 


/(工） 


工， 0<^<1, 

2- x , l < x <2 


在 [0,2] 上的 Fourier 展开式. 

提示求 UI 在 （-1,1) 上的 Fourier 级数 • 

☆例 5.4.10 求 

0 ， -丌 

sin x y 0< x^k 
在[-上的 Fouri er 展开式. 

解将 /( x ) 改写成 


/( 工）= 
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f(x) = 


+ I sin x 


2 


2 


Uinil 为偶函数，且在 [0,tt] 上满足 /U - x) = /(x ), 因此 


-y I sin x I = ^ + '2 ^inCos2nx. 


其中 

所以 


^2 n = 


4 


T 


sin 


Irurdx = - 


2 


(4 w 2 - 1)7 T 


oo 

rt 、 sin a: , 1 , -2 cos 2nx i i / \ 

知 )= 丁 + 六§1^ (0<1工1<冗)- 

☆例 S .4.11 1) 将周期为 2 tt 的函数 

f{x) = + 工 (2 兀 - x) [0,2ir] 

展开为 Fouri 红级数，并由此求出 |]4- 

2) 通过 Fourier 级数的逐项积分求出 f ； 

(复旦大学） 

解 1) a 0 = J 士 :r(27r—x)dx = +7T 2 , 


=去 J ^x{2n— x)cos nxdx = - 
1 f 2 * 1 , 

^ = — ^-x(27r-x)sin nxdx = 0 


= 1,2, …）， 


且， ( x ) = «r ) 在 [0,2 ir ] 上处处可导, /(0 + 0) = /(2 tt - 0), 

■ i ’..，••• . .y 

根据收敛定理有 


知(2冗-工 ) = +7 T 2 -念 




( 当 : te[o,2ic]). (1) 
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令 :c = 0 可得 2]^! = 皆. 

2) 将 （1) 常数项移至左端，根据 Fourier 级数逐项积分的定理 
有 

Jo [如 (2 ")- 如 2 ] d … S ^£ cos «/ dr , 


即 




— w 


-g-Tt x - t - J2 ~ —jsm no:. 

此式为左端函数的 Fourier 展开式.同理继续逐项积分两次，得 

'^ 4 '^ = |]i,(^-a:),xe[0,27r]. 

令1=27^可得 

例 5.4.12 设 /U) 是以 2;r 为周期的连续偶函数，它的 Fou- 
rier 级数为 


/ U ) 〜 


“0 

T 


2> 


nx . 


求证： 


1) 函数是以2穴为周期的连 
续偶函数，它的 Fourier 级数是 


ff (: c ) 〜 


T 


2 a - 


cos nx . 


2) y + 2 a « cos nx 一致收敛于 H (: c). 

(同济大学） W 1 

• f 

证 1) — oo, + oo),/U+d/(d 作为二元函数在 

X 0 - 1<0：<X。 + 1， -7t<f<7T 上连续，所以 


只 ( 工 )= 去 | /(x + t)f(t)dt 
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在以处连续 . 即 H(x)tE( - ~， + oo) 内处处连续 . 

又因 H( — x) = ~- J* + )dt 

(令一 ：r + Z=w) = ^- J /( u )/( u + x)dw 

= ^\[y(u^-x)f(u)du = H(x) (Vx€R), 
所以 / /(:r) 为偶函软 • 用 6^ ， 6: 表示 ^/(*1 ：)的 Fourier 系数，则6 : 

= 0 U = 1，2, …）， ； 

= + f H(x)dx 

= ^Li^L fix + t)f(t)dt ) d ^- 

因 /(J ： + / )/(/) 作为二兀函数，在 - ir^X^ 7 T, - 上连 

续，积分可以交换次序 • 因此令 w =«r + “则 

^L fU+tUx= \\Z, fU)du 

=_ ~ J f(u)du = a 0 , 

« • • 

于是 a ° = jl K a of( i )dt = a 0 *~J f{t)dt = a\. 

= J H(x)cos nxdx 

+ nxdx 

嫌 

=+ t)cos ”▲)/“) 心 . 

令 : r + r = m ，则 ' 


J* fix + r)cos nxdx 

霣 ” 

/(u)cos n(u- t)du 

-x+r 
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=(+J" f(u)cos nudw jcos nt 
+ ( 去 /( w)sin nudu jsin nt 


=a 


nt • 


于是 


a 二 =^J a n /(r)cos ntdt — a 2 n (n = l ， 2, …) • 

— y] a\cos nx. 

^ fl S 1 


2) 因 /(x) —y + 2 a n cos nx, 

2 ~ 

由 Bessel 不等式（见例 5.4.20 之注）知 <+ 2 a 2 „ 收敛，于是由 

^ « = i 

I a \ cos nx I , V *r G R 


知级数 


,cos nx I 

a bt^ 


在（一 oo， + c«) 内一致收敛 • 记和函数为 su), 如此 SU) 连续， 
且 S(x) = ^ + ^ a » cos w:c 是 S(:c ) 的 Fourier 级数.即 H(r ) 9 
S(x) 二连续函数有相同的 Fourier 级数，因此 H(x) = S(x) 9 

令 + ^ fl!cos nx r, r_ ^ ■收严 H(x). 

b . 求 Fourier 展开式的一些别的方法 

☆例 5.4.13 已知 /(a:) = :c 在（一 7c ， 7r ) 上的 Fourier 展开式 


x — > - sin nx ; I jc I <. 7c. 

7m n 

试求函数 <p(x) = : rsin x 在 [ -m] 上的 Fourier 展开式 
解利用三角公式，由 （ 1 ) 得 


( 1 ) 


xsin x 


(一1)” 




2sin nxsxn x 
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! cosx 丄 1^(—1)” _1 

=1 一丁 +2 §^r 


( ui 〈兀） • 


因所得级数当 lx I <IT 时一致收敛，故为 Fourier 展开式•又因 


•rsm x 


= 0, 所以展开式在 X= ±7t 时亦成立 . 


值得注意的 是 : 上 例使用的方法，具有 普遍性 •我们有 
例 5.4.14 设 /(I) 有如下的 Fourier 级数： 

oo 

/(•r) •十 > ) a n cos nx + 6 w sin nx . 

试 证 : 将 级数逐项乘以 sin z ， 可得 /(x)sin x 的 Fourier 级数 


紅十 ^Ll^L sin 肛 


/(x)sin j: 〜令十 2 ( 2 1<x 

证逐项乘以 sin ：!： 之后，利用三角公式可得 

00 1 

孕 sin x + 2 a”y[sin( w + 1 )工 _sin(n - l)x] 

if = I 

+ ^ 6 w ~^[cos(n - 1)^ ~cos(n ^ l)x] 

1 °° 

一 T* S a ”” sin r 


= ?r sin 工 + 了 2 a «-i si 


sin nx 


"y 2 ^--i 006 2 nx + y 

» *2 心 it ■ 1 乙 


(记 6n=0) 


4^2(^ 


一 b n - 


2 


L^sin 肛 ). 


此级数实为 /(j )sin a: 在 [- m] 上的 Fourier 级数 . 
因为若用 a n ， p n 表示 /(a: )sin *r 的 Fourier 系数，则 


a 0 = 去 /(ar)sin xdx = b x , 
+ J /(x)sin xcos nxdx 
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=^ I f(x)sin( n + l)xdx 


2^J-, 


f(x)s\n{n - l)xdx 


(厶 i - 6,-1)，” = 1 ，之 ，… 


同理 


(3” 二备 （h 一 a””）,n ==1 ， 2 广 . 


例 5.4.15 求函数 




sin x 


的 Fourier 展开式 （I /3| < 1) - 
解 I 因 0<| x |< 界时, 


PT ?J0 -g £ <|fl| w — 
sin x . k 


( 1 ) 


且由比式判别法知 $ ipr # 收敛，故级数 （1) 在 [- U ]\ 

U ) i 上一致收敛，从而 /( 工）在其上连续，在 x =0 处为可去间断. 
类似可知， /U) 除 1 = 土 1, ±2 ,…） 有可去间断之外， 

处处连续，/( X )在[- 7 T ,7 T ] 上可积.由式 （1), 


f(x)s\n 3：= ^ ^ sin nx. (2) 

» - 1 

显然，级数 (2) 在 (- OO, 十⑺〉上一致收敛.以乂表示/( X )的 
Fourier 系数,利用上例结果我们有 

> = 0 ，士 (6 …一 U = 0, 从而可知6” =0 (n = l ，2, …) • 

又 y(a w -, -a^ + 1 ) = ^" , (3) 

[这是 U „1 中间隔一项的递推关系，因此下面只要求出&，便可依 
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次求出 a 2 , a 4 ,…， a 2wf ，…，若求出了 a ! ，便可求出 a 3 , a 
a 2m ^ i ，…]从而 

% 


00 


00 


于是 a 0 = = 

n=l n=l L 


?• 


⑷ 


同理由 

得 


^2i.-l - =2〆" 

_ 2 〆 


a 


⑸ 


由 （3)、(4)、(5) 式可得 a ” = 9 n =0,1 


2/3 


00 


i - /r Zj ^ 008 (- 00 〈工 < + °°). 

上级数一致收敛，故为 / U ) 的 Fourier 展开式，“〜”可改写成 


44 ff 


解 I (复数解法)若 Z 为复数，令 Im 2表示 2 的虚部.于是 


oo 


O0 


/( * r) = -^S^ sin ^ = ； nT7 Im [S ( 和 I)”] 


n - 


sin x 


sin x 


1 條卜 / ㈣ (1 ，’] 


sin x ( l -^ e IX )( l -^ e ' ,x ) 




(1 一月 e“ ）（ l-/?e 〜） 

一 1 一 fie ix + l 一 /3e_ ix - （1 - 以 — 沒 e -u + ff 2 ) (3 


= r 4 ( 士 


- —J 


- 1 丨 

- i 9 ^ 25 ^ ^ 

= rV + r ^2 〜 m . 

因上级数在 [- 7r ， 7T ] 上一致收敛，故为 Fourier 展开式. 
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注本题如直接用系数公式计算积分，也可以做出，但十分麻 
烦 . 

例 5.4.16 求 /(x) = 1 的 Fourier 

1 一 2/? cos : r + g 

展开式 . 

解 （复数解法 ) 令 2 = # j = 


则 


sin x = 


2i 


z 


一 乏）， 



于是 

f{x) = Ti(T^~T^) 

= 士 I2(9 z > •- 2(w I 

“ n-0 it-0 

~ n _.一》 00 

— Z ry—- • q n = 2 9 ns in nx{ - °°<x< + 00 ) • 

”*0 n »0 

例 5.4.17 求 /(x)=ln(l - 2qcos jc + q 2 ) 的 Fou- 

rier 展开式，并计算积分 

ln( 1 - 2acos x ^ a 2 )dx ( — 00 < a < + °°). 

提示可用复数解法，或先求 /U) 的 Fourier 级数（利用上 
题结果），然后逐项积分.最后 

0, 当 UK1, 


ln(l - 2acos x ^ a 2 )dx = 


2ir ln|a |, 当 UI>1. 


四、综合性问題 


例 S. 4 .18 设 /(x) 在 [a,6] 上可积，试用 Fourier •展开式证 


明 


lim 


/(ar)|sin nx\dx = — I f(x)dx. 


方法先将 1 sin 
600 • 


I 展成 ( 一致收敛的） Fourier 级数，逐项乘 



以 /U), 再逐项积分，逐项取极限•利用一般教科书中的 Riemann 

引理 0 ，便知极限为 |£/U)dr. 

证1° | sin x 丨有一致收敛的 Fourier 展开式 

x>s 2 kx 


I sin x I = — - — 2 

tr ir j 


( 2 k ) 2 - 


，（一 


si 


sin 




2 knx 


， [-7T,7r]. 


( 1 ) 


hi ( 2 k) 2 -l 

r 用有界函数遄乘一致收敛级数的各项，所得级数仍一致收 
敛•故 

s 2 knx 


/(,)| sin ,|=|/(-)-~ S /(-) 


Ak 2 - 


，[ 一冗，冗] 


一致收敛，可逐项 积分： 


J fix ) I sin nx ldj =41! /( 条 

4 ^ [ b f { x)cos 2 knx A … 

—igL m dx - ⑵ 

3° m /( x)\<M ( V*rGU,6]). 级数 (2) 的通项 



' b f ( x)cos 2 knxdx 

〆 M • {b — a ) 


a 4 是 2 - 1 

^ 1 ， 


且 g 收敛，因而级数 (2) — 致收敛(关于 n ). 

4°在级数 （2) 中，令 n —oo 逐项取极限，并利用 Ri emann 引 
理，则得 



①若 / U ) 在区间 [ a ,6] 上可积，或无界但绝对可积，则 

p-J! /U)sinATd：r=o * P ^X /u)cos ^ dx=o 
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A - f f(x)cos 2knx&x b 

--2 ~~—r—, —— =4 /(x)dx. 

^ JT{ / 1-** 00 4 々一 1 丌 Ja 

证毕 . 

注请跟例 4.1.9 及例 4.110 进行比较 • 

由 Fourier 展开式可得到别的展开式 . 如： 

例 S.4.19 已知 /(OT) = COS W \ 整数）在（一 7T,7T) 上的 


Fourier 展开式为 


cos 

7T 

试证下列展开式 成立 : 

1 1 ° 

i ) 二 


= Isin an 


sin x x 


ii) cot 


x 


= 士 + 


.2( - • 

• 

(1) 

2x 

- "V, 

(2) 

J ： + W7T ) * 

⑶ 


iii) tan x = - 


1 




2 


2 


2 


2x — 7C 


解将 （ 1) 式改写成 •. 


⑷ 


_7t_ cos ax 
2 sin an 


士自 (- 1 ) 界， 


⑸ 


令 o:=0, 再把 m 改 写成 * r, 即可得 (2) 式 . 

在 (5) 式中令 《 T=7T ， 再将 ax 改写成 *r, 可得式 (3) . 最后，利用 


tan jc= - cot(o: - 号 ) 可得式 (4). 

下列表明，在均方意义下，采用 Fourier 系数，可使三角多项式 
逼近达到最佳 . 


☆例 5.4.20 假设函数 /U) 在闭区间 [- 7T,7T] 上可积 , 
T„(o:) 为三角多 项式： 
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丁 ”（工）=¥+ 2 ( a * cos + /3* sin kx ). (1) 

L k = \ 

试求系数 A ， 戽使均 方误差 . 

I I /(x) - T n ( x) 1 2 dx (2) 

最小.（中山大学，中国人民大学） 

解.将式 （1) 代人 (2), 乘开并利用三角函数的正交性，可得 


\f{x)-T H {x)\ 2 dx 

^ [/(^) - y - cas kx + 氏 sin kx ) 

= M -/ ( x ) dx ~ i [ T + + 6 *>] 


dx 


+ 去 士 (a。 - a 0 ) 2 + ' a * ) 2 + (A - h ) 2 

其中是 / 的 Fourier 系数•可见当 

<^k = = 0 ， 1 , ， 2 , …） ，羼 = b k {k = 1 ., 2 , …）， 

时'最小，此时 . 




Xx)dx - 


\ + 2( a ; + “) 


⑶ 


注 据乂的 定义式(2)， 恒有心 >0•因此，利用本例的结果, 


我们实际也证明 了：若 / U ) 在 [-7 r ,7 r ] 上可积，则 BesseK 不等式 

去 J ， /( ： r)dx>^+ 2 ^ a - + 6 ") 

成立•其中数•另外 (3) 式 
表明当采用 Fourier 系数时，匕 =W 当；？增大时）利用这一点, 
容易证明新的结论 • 


例 5.4.21 设 / U ) 在[- Tr ,;:] 上连续，则有 Parseval 等式成 


立: 
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^ I /(x)dx = Y + (fl 2 , + b\). ⑴ 

证根据 Weierstrass 逼近定理， Ve >0, 3 三角多项式 
T N ( o :), 使得 

\ f ( x )- T n ( x ) \ < 6 7 ( V x 6 [ - JT ,7 t ]). 

从而 5 N = ^ j * |/( x )~ T N ( x )\ 2 dx<e . 

根据上例， T N U ) 的系数采用 Fourier 系数时，〜达到最小，且这 
时的、=夂取上例式 （3) 形式，当 W 增大时，匕、 i . 故时, 
我们有 

® ^ ^ f 2 ( x)dx ~ y [^ + 2^ a * +6 *) < e . 

(1) 式 获证. ^ 

注可以证明，只要上正常可积，或者[一 L 

下面讨论 Parseval 等式的若干应用. 

例 5.4.22 试利用 Parseval 等式 证明： 

1) 若/与 g 在[ - m ] 上符合 Parseval 等式的条件，它们的 
Fourier 系数分别为 〜入与<^、心， 试证： 

禮 • • • • 

去1-, / (: c ) fi r ( x ) d - r ：= ^ y i ' + 2 ( a n a n + bj m ). 

上. 

% 

证 1) 写出 fix ) + g ( x ) 与 fix 、 - gU ) 的 Parseval 等式相 

减即得 • 

2) 由已知条件可知 a ”= b K =0,从而利用 Parseval 等式，知 
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/ 2 U)do: = 0 , 因 /(X) 连续，故 f(x)=0. 

. 例 5 . 4 . 23 设函数 /U) 在区间 [0, 2 们上可积， 〆X) 在 [0 
2 穴 ] 上连续，且在 (0,2tt) 内可展为它的 Fourier 级数： 


j：) = -y- + ( a k cos kx + 6* sin kx) 9 x ^： (0,2ir). 


试证 : 


f{x)(p{x) = ^/(x) + 2 (a k f(x)cos kx + b k f(x)sin kx) 


(1) 


可在 [0,2tt] 上逐项积分 . 
分析要证明 


。 f(x)<p(x)dx = ^/(x)dx + . 2 J (^kf(x)cos kx 


b k f(x)sin kx)dx , 


即要 证明： 


/UM_r)dx - J 。 ^/(x)dx- ±\\a kf U)cosk X 

+ b k f(x)s\n 是 : r)da:—0 ( 当 时 ） • 


记 S„ + ( a k cos kx + b k sin kx ), 

即要证明 

J o /( 工） [ 史 ( 工 ） _ S” （ x)]d«r—0 (当 时 ）. 

根据 Cauchy 不等式， 

|j 。 f{x)[<p{x) - S, (x)]da 

^ [J o f(^)dx - £ (妒 (x) — S H (x)) 2 dx 

由此式可知，问题进一步归结为 证明： 
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(< p ( x ) - S B (x)) 2 dx-^0 (当 


时） • 


用 Fourier 系数公式，不难验证有 


‘I。I - S„(x)| 2 dr 

= Ul ^ {x)Ax - \ i 


= T^o <p2U)dx ~2\^^'Z(a] + b\) - 

由于 pU) 连续，根据 Parseval 等式，上式右端当时趋于零, 
问题获证. 

注这里我们看到，若 y(x) 连续，则 

士 L (史 ( x ) - (工 )) 2 dx—0 (当 ”400)， 

^2^7^5^^57?^7^£1?[?，270上可积 ， 

证明 ^ fU ) U ~ x ) dx = 2^, (1) 

其中 6„ = -^- J f ( x ) s\n nxdx (« = 1，2,…） • 

(南京航空学院） 

证I 9(工）=^_1在 [0,2:r] 上连续可微，按收敛定理可得 
Fourier 展开式 


其中 


---= 2|sin 


,(0,2 兀 ）. 


根据上题，可在 [0,2tt] 上对 

/(a:)(7r- x) = -~/(x)sin nx 

逐项积分.于是式 （1) 获证. 篤 

证I用\, 6 >|; (^，氏分别表示二可积函数/(： 1 ；)、 95 ( >2： )的 
Fourier 系数,则已知有关系(例 5.4.22) : 

|J 。 f(x)<p(x)dx = ^~-+ 2( a -W-). 
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令 史 （ 1 ) = it- x, 可得 a, H 吾,这便得 到式⑴ • 
例 S.4.25 设 /(: r ) 是以 2 tt 为周期的连续函数， 

V " (x) ~2tt ( ( In - 1) !! f-, /(f}cos2 "S £d/ - 

证明 ： V n U )：：/( a :)( 当 n - oo 时）于 [- ic , ir ] 上. 

方法与收敛定理的证法类似. 

证令£ - a : = W ,则 


叫一 、一 (2n)\\ r x ^ ： 2 . U 

n ( x ) ^27 z (2 n z l )\\ \^ J^ X w)c ° S T 

_ (2n )! ! f* " ■ 、 in u , 




- (2 n )!! f r 

— 2 兀 <2n 二 1 川 J 0 Lj 
利用 Wallis 公式或分部积分可得 


[/( o ：+ u)+/(x - M )] cOS 2n ydu . 


dx =(2 n-UM 


因此有单位分解 


_ (2 n )!! 

^n{2n-\)\\ 


du . 


fU) = 2nj2n-'l)\\ \ 0 2f( T du • 

•• l 

v - (x) ~ /U)= 2^r^irnl L [/(: + «)" ( 尤 - « 


-2/( x ) ] cos 2n ~-du . (1) 

记史（工，“）三 /(* r + “） +/ (工 一“） 一 2/( x ) •因 / U ) 在 [一兀，2兀] 

上连续，所以一致连续.故 Ve >0, 3&>0 U < tt ), 使得丨 〆 - 


幻<5时有 |/(/) 一 / U ")|<_| ■•于是当 
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时，有 


|^(x,w)j<|/(j ： +u)~/(x)| + \ f(x - u) - f(x)\< 

由此 


(2n)\[ 
2 tz (2 ti - 1 )!! 

(2n)M 

、27 r (2 r ^ l )!! 


J o <p{x 9 u )cos 2 "-~-dw 
\(p{x 9 u) \cos n ^-du 


e (2 n )\\ 2nU , 

T^n-OllJo 008 2 du 

g (2 n )\\ r 2/lU , ^ e 

TW2” - 1)!! J。 008 T dw = T. 


因为 /( z ) 是连续周期函数,所以存在常数 M 使得处处有 
因而 


(2 n - V)!! I J^ ( : ， w)cos2 "f du 
(2n)!! 


2 丌 (2 

<M 


2tz(2ti 一 1 )!! 






vdv 




In S 
； 2 



oo 

记 g = COS 〒，因 0 〈占 <tt ， 所以 0<g<l，y (2n)jj_ 

敛， 


lYn n - l )\\ <l2 ^ ， '* 0 (当 "°°). 
故对 e >0,3 N >0, 当 n>N 时， 

(3) 式右端 . 
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最后由 （ 1) 、 (2) 、 (3) 、 (4 )得知 

I t r / 、 r/ 、 l/ (2 m)! 


\V n (x)^f(x)\< 


2 k (2 ti ~ ] 

(2n)l 
2iz(2n - ] 


J <p(x 9 u)cos 2n -^du 
(p(x，u )cos 2， *-ydu 


即 VU)= ： /(X )( 当 n — oo 时）于 [U] 上 . 

☆ 例 5.4.26 设 /U) 在 [0,n] 上有连续导数，且 /U ) 在 

[0, tt ] 上分段光滑 ， f / U ) d : c =0, 试证: 


f 2 (x)dx^ f 2 (x)dx. 
Jo Jo 


证 

能在[- 


将 /U) 偶开拓到 [-7C,0] 上，由已知条件，开拓后的函数 
，兀 ] 展开为 Fourier 级数 , a 。 =0,6„ =0, 且可以逐项微分 . 


fix )- ^ a w cos wx ,: rG [0, yc ]， 

i.*i 

oo 

f{x)= - 2 似 ”sin nx , ： r€ [0,7T], 

n - 1 

二者均为 Fourier 展开式•利用 Parseval 等式知 

-|| o /( x ) dx - 2 

41。 f ，2 ^- x ^ dx= 2 nl 2 a - =吾 J 。/(:)“， 

故 ” > 

J 。 f " 2 (x)dx^ / 2 (x)dx. 

关于 Fourier 级数的一致收蚊问顯 

因为 Fourier 级数如果一致收敛，其和函数必在 R 上连续.故 
2 tt 为周期的函数，要想在 R 上展成一致收敛的 Fourier 级数，必要 
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是它在全数轴上连续.若 / U ) 仅在 [ rn ] 上给出，则 / u ) 
在 [- LTT ] 上连续，而且 /(- K ) = / U ). 下例给岀该问题的一 
个 

^☆ ST .4.27 若 /(« r ) 是周期为 2 tt 的连续函数，在 [-7 r ，7 T ] 
上分段光滑，则 / U ) 的 Fourier 级数一致收敛于 / U ). 


证 



( a,cos nx + 6 n sin nx ) (收敛定理） • 

i»* 1 


这时 /( i ) 分段连续，其 Fourier 系数 < ,6:有关系 



aX ， 6:=-nfl”. • 

(所谓 Fourier 级数逐项求导性，见例 5.4.4 前的要点2和例 5.4.7 
前的要点5•在/分段连续，/连续， /(1) = /(7 T ) 的条件下，该性 
质可直接通过分部积分得到 .） 


因此 U , I + | |< 





^ 7 . 


[此处应用了平均值不等式 ，如: 


㈤ 卜居 <批 + 分] 

根据 Bessel 不等式，可知 

2 ' a »' 2 ( a » + b，2 " + A)< +°°, 

故原 Fourier 级数 （1) 不仅一致收敛，而且是绝对一致收敛（于 R 

上). 

注（任意区间的情况 )' 若 / U ) 在 [ a ,6] 上连续，分段光滑， 

/ U +0) = /(6 -0)，则 / U ) 可在 [ a , 6] 上展开成一致收敛的 
Fourier 级数. 

下例给出二个应用. ' 

☆例 SAM 设 /( x > 为以 2* 为周期/，且在卜可积 
的函数 • A 成是/(* 2 ：)的 Fburier 系数. 

1) 试求（延迟函数 ）/U + i ) 的 Fourier 系 数;. 
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2) 若 / 连续， [-7t ， 7t] 上分段光滑,试求卷积函数 

F(x) = -^-| + t)dt 

的 Fourier 展式，并由此推出 Parseval 等式 . （哈尔滨工业大学 ) 
解 1) 将 /(or + r ) 的 Fourier 系数记作 A„ • 


则 A„ = 


41 )( 


x ^ t )cos nxdx 


令 


1 f* +, 

— J /( u )cos n( m — t)du 


= + J:/“)[cos nucos nt + sin nu sin nt ]dw 


nt 


^ J /(u)cos nudu+sin J /(w)sin nudu 


=a 


A 0 = a 0 , B , 

2) 据上例，这时 


nt + A^sin nt 
类似地 


(n = 1,2, …） • 

nt - a.sin nt (w = l,2, …）. 


f(x) = ^ + ^ a^cos nx ^ b n sin ru: 在 R 上一致收敛 . 

L n-l 

连续周期函数 /U) 必有界 • 上式两边同乘以有界函数 /(X+0, 
仍一致收敛，可以逐项积分 . 故： 




J" ^f(.x + t)dt+ (a,,OGS nt+b„sn nt)f{x + t)dt 


= 穿 A。+ 2 {a n A n + b n B n ) 


2 


<0 a\ 


^ + nr + ^an rtx) 十 b 乂 b„ccs nr-a„an nx)] 


= y- + 2 + b 2 n )cos nx ( - ^><t< + oo). 


( 1 ) 
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此式中令 X == 0,即得 Parseval 等式 

| f(x)dx = ~^ ^ (a 2 n + b\). 

开 J-* ^ n*l 

由此即知 （1) 式一致收敛，进而 （1) 为 F ( x ) 的 Fourier 级数（留作 
练习，见练习 5.4.1 题）. 

注1°求卷积的 Fourier 级数，本例与例 5.4. 12方法、途径完 
全不同. 

2°从 （1) 式可知 F ( x ) 应是偶函数.通过变量替换也容易验证 
(见例 5.4.12). 

/ 练3 5.4 

‘••一_ 


☆ S .4.1 设夸 + ( g^cos kx ^ b k sia &)在[- tc ， ic ] 上一致收敛•试 

ffi 它必是 [- ITT ] 上其和函数的 Fourier 级数.（西北师范大学） 

提示用乂表示和函数的 Fourier 系数，利用逐项积分，容易验证 
a H = a n 9 b n ^ b n . 


☆ 5 . 4.2 


设 /( x ) = 


0, 


- 7 C<X< 0 , 
O ^ X ^ TC , 


1〉求 /( I ) 的 Fourier 级数; 


2) 这级数收敛吗？收敛于/(尤）吗？为什么？ 

3) 这级数在区间 （- tK ) 里一致收敛吗？为什么？（厦门大学) 
提示直接用公式和收敛定理. 


( f ( x) f 0< UI<tt 时， 

00 

/(X ) 〜+ + | 2 ^ 1 - 1 ) sin( 2 n--l ) J ： = ji- t x= -7r,0,7r 时， 

l 周期 2; c , 其余. 

(-上非一致收敛，因和函数已不 连续. 

S .4.3 已知/是以 2 ir 为周期的可积函数，它的 Fourier 系数为 an ， b ” 
( n >0), 求函数 
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fAx)= ih jr * /( ^ )d6 (hko) 



的 Fourier 系数 A „ ，艮 （ n >0).( 西北师范大学，合肥工业大学） 


《 A 0 = a 0 , A n 


nh (” = 1，2, …〉， = 与 * sin nA (n = l ,2, …)》 


^-sai rui v /I — x , * - / , xj„ ^ 

5.4.4 试将 /( i )= -7 r -: r 在 （_7 t ,0) 内展开成正弦级数，并判断此级 
数在 （-7 t ,0) 是否一致收敛.（河北师范大学） 

提示作奇开拓即变成例 5.4.7. _ 

☆5.4.5 试将周期函数 f ( x ) = arcsin(sin or) 展为 Fourier 级数•（哈尔 
滨工业大学） 

提示 /为连续奇函数，以 2 k 为周期， [0, tt ] 上 f ( x ) = 


[ 0 ,号]， 

• r ， [ t - k ] 


-ir 


TTo (2w + 1) 


5.4.6 已知 /( x ) = 


7 sin (2 n + l ) a •，在 R 上处处成立> 


2 

1) 在 [- n ,7 r ] 上将 /( a *) 展为 Fourier 级数； 

oo 

2) 求级数 g 之和 .（ 天津 大学） 

提示/为偶函数 ，乂 =0.注意 


bxdx = 


b 2 


bx + 6 sin bx ), 


f ax . 

e^sin bxdx = - 7 2 (asin bx - A cos bx ) 

J a 十 b 


不时地被用到. 


(- 1 ) 


子） 


^"2~ + 2 TTT 2 咖似，了、‘/ -了. 

n »1 A » /j ‘ ^ 

☆ S .4.7 设 / U ) 是以2” 为周期的周期函数，且 f ( x )^ x 9 - n < x < 
L 求 /( x ) 与 |/ U )| 的 Fourier 级数，它们的 Fourier 级数是否一致收敛(给出 
证明）？（北京大学）. 

— « / ir -« 卜 当 〈兀 时， 

提示 1。 /( x ) 〜2写一 -— sin nx =< 0 9 当 n ， 7r 时，若 

1呈周期，其余. 
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(- 7T ， 7T) 内一致收敛，加上 -7T, ； r 处收敛，可知 [-7T, 幻上一 致收敛.和函数应 
当在 [-ATT] 上连续 . 与结果 矛盾 . 

CO 

2 ° i /( 工 )i =导-去系 ^~ ty ) ?cos ^ 2；2 一 njHu ] —致收敛， 


因 s 


(2 n - l ) 


7 收敛.或利用例 5.4.27 的结论. 


5.4.8 在 [0,7 t ] 上展开/(1> = 1 + 008 ：1：为余弦级数.（华中理工大学） 
提示 COSI 的 Fourier 级数是它自己，只要求出 g ( x ) = x 的展开式二 


者相加即得. 

< /( ,) = ^ +COSJ - 2 __ 1 _ 


T ? 


cos (2 n 一 l )* r . 


☆5.4.9 试利用 5.4.2 题的结果，求出 《 U ) = sgn xJU ): M 在 
(- 上的 Fourier 展开式. 


提示 g (： r ) = 2(/ U 〉- + ) •于是由/可写出 《的 展式，逐项积分可 


得 AU ) 的展开（注意何处可写等号）. 

S .4.10 设 /(. r ) = x ，[0, 子]•试将 / U ) 展成全 6 2 n ., sin (2 n - l ) a : 

H « 1 

型的三角级数. ^ 

提示参考对比前 5.4.5 题的结果•寻査作法.下题给出一般 结果. 
☆5.4.11 设 / U ) 以 2 tt 为周期， [-7 r ,7 r ] 上可积，是它的 Fourier 
级数.试证： 


1) /( -x) = /(x),/(tc-x)= -/(j)=> 


2) /( - x) = /(x),/(tc- x) = /(x)=> 


3) f (一 x ) = ~/( x ),/( ir - x )= - f ( x ) 


4) /( - x ) = - f ( x ) 9 f ( n - x ) = f ( x )=> 


6”=0, 


n = 


=0, (n =0 


b ”=0. 

(n = l 

a 2 n ~\ = 0， 

(n = 1. 

\ = 0 ， 

(n =0 

62--1 二 0 , 

(n = 1 

=0， 

(n =0 


62” =0, 


72 = 


2, …）， 
1,2, …）; 
2,…）， 
2 ,- 0 ; 

2, …)， 
…）； 
…）， 
…）. 


2 


2 


提示可用系数公式直接可验证. 注意： 

/( - * r ) = /( x )( 或 -/( x )) 是偶（或奇)性条件，导致6” =0( 或 a n =0). 
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这是共知好记. 

/(7 T - x )=-/(： T ) 表明图形关于点(子， 0) 中心对称. • 

/ U -: r ) = /(. r ) 表明图形关于直线 X = f 轴对称 • 

该例的结果可帮助我们预料和校验计算结果.例如 5.4.5 题. 

感兴趣的读者，不妨用“俑心奇轴皆无偶，奇心偶轴皆无奇”两句口诀来 

记忆•意 即： 傅函数在对点(|,0)作中兮开拓，或 f 函数对直线 x = | 作斧 


对称开拓时，系数下标就不会有 f 数出现.第 二句类似. 

回头再做上题就容易了. * 

5.4.12 求下列 函数在 指定区间上的 Fourier 级数： 

»>/( x )- ^ 、于[一 ^ r ] 上； （中山大学） 

2, [_7 T ,0), 

2) /(1) = 1 + /，于[^]上并求;(长沙 铁道 学院) 

« *> 1 n . 

3) /(小(^) 2 ，于(0,2兀]上 并求念+ “复旦 大学） 



| ' ^ ^于(并求和函 数); (湘潭 大学〉 


5) = (0,2), 按余弦 展开； （国防大学） 

6) /“）= 1,[0,70,按正弦展开（并求和函数 ）•（ 南京大学） 

* *5.4.13 求函数 /( x ) = ln (2 cos 专)在 （ u ) 里的 Fourier 级数展 

开式. 


<!](- * ^^ ，（一 〆 x < n)> 

oo 

*5.4.14 证明级数不可能是某个可积函数/(“的 Fou ¬ 
rier 级败. 、 


提示可用反证法，及 Fourier 级数逐项积分定理. 
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*5.4.15 写出 /( x ) = 


1,当 

0,当 a < UI <: 
的 Fourier 级数，并根据 Parseval 等式求和. 


1 ) 2^; 2 )2 


已知2 去 = + 


*5.4.16 设 /(: r ) 是以 2 tt 为周期的函数，在[-^]上可积，则已知它 
Fourier 级数的部分和 S ^ x ) 可表示为 Dirichlet 积分 


SAx)^ 


sin(n + 冬 ） f 
/(x + r)— ~~ 


2 s*n 


T 


其中 


;in (” + + )、 1 

- 2 ~ 


it 


2 sin 


D„(t) 


T 


称为 Dirichlet 核 . SJj ：) 的平均值 

〜⑴ ■ 名 SAx) 

称为 Ces ^ ro 和.试证： 


1) D 。 （: r )+ …+ 认（0：) = j 


2 ) 7 丄 r 

2nn J - n 


3) V (5>0， J ": 


T 


l T , 

n 

sin 了 


)4 

• • 籲 

n 

sin 了 jt 

sin T . 

2 


dx = 1 

• 

t 

^2 



T 


d : r —*0 ( 当 n — oo 时） 


4) 若 /(j:) 是以 2tt 为周期的连续函数，则 oo 时 /( a *) 于[- 

艽， it ] 上. 

^ S . 4A7 设 / U ) 是以 2 tt 为周期的连续函数， S W U ) 是 / U ) 的 Fouri ¬ 
er 级数的部分和， 
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gn (^) 


l(x - w) 


Vl + sin 2 ( x + m ) 


S B ( u ) d , 


试证： 

1) 存在与 _r,n 无关的数 K ， 使得 

|^ n (x)|<K (xG [ -ic.Ti])-, 

2) 当 n — ⑺时 . 

^(x)T：f • 7= ^^L = ^u)d “于 [ 一 ,, 冗 ] 上 . 

J -■ V 1 + sin (j* + “） 

提示 利用 Schwartz 不等式及 Parseval 等式 . 

余 5.4.18 设 T„(x)^l n 阶三角多项式如下： 

m 

T m (x)=^- ^ ^ (gicos fcr + ftsin kx). 

试证： 

1 ) imx jT:(xXw 2 I T„ (x) I 5 

2) 若 a-^1 , 则 

max I T,(x)l^-?-. 

提示 2 ) 可考虑积分 J T n (j-)cos(n - l)xdx. 
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第六章多元函数微分学 


§6.1 欧氏空 间• 多元函数的极限与连续 

导读本节第二段是重点，适合本书的各类读者.第一、三段 
主要针对数学院系的学生. 

，一、 m 维欧氏空间 

导读该段 “ m 维欧氏空间”，理论性相对较强.主要针对数 
学院（系）的学生，数学一的考生可以从略.本段考研试题较少.一 
般不作考研重点. 

a； 利用横的定义 

例 6. 1. 1 设 X = (or! ， :c 2 , …，6 R m ，试证模 1 X 1 
= f； A 有 关系： * 

i = i 

1) 2 I X, I < I X I < 2 1^1; 

171 1-1 1 = 1 

2) max I :r, I ^ I a: max I x. I. 

1<*< m l ^ i<m 

证 1) 因为 

(2 1 1 ) = + 2 2 丨 n i>i z i 2 , 

*=i «*i »=i 

，»>« 

所以 Ul = (2 1 工 ,1 2 ) } <2 ui. 

»=i i=i 
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利用 Cauchy 不等式， * 

Eu.i = 十 

* = 1 » = 1 «= I * ■= 1 

. < ) 7 = V~m \x\ J 

» = ! 1 

故有 ui < i 工 i . 

m ，，1 

2) 留给读者证明. 

b . 利用距离的定义和性质 

例 6. L 2 设 £ dT ,: r ,： ye £ ，试证 《 r 到£的距离 

p ( x 9 E ) K , p ( x 9 y ) + p ( y , E ). 

证根据距离性质， V * r ,： y , z 6 R w , 若，则由 

p(x 9 z )^ p(x y y ) + p ( y 9 z ) 

知 p(x yE )= \nHx , z )^： p(x 9 y ) + p ( y 9 z ). 

将 x ,. y 固定， 上式对 2 切成立，因而有 

p(x 9 E )^： p(x 9 y ) + \nf (y 9 z ) = p ( x 9 y ) + p ( y 9 E ). 

r6 E 

证毕. 

例 6.1.3 设 A、BQir , x 6 R m ，试 证： 

p(A 9 B )^： p(x 9 A ) + p(x t H ). 

提示对 x ^ R m ,^ eA , z 6 B 应用距离的三角不等式 p ( y 9 z ) 
^： p(x 9 y ) + p(x 9 z ). 

c . 利用开集、闭集的定义 

例 6 .1. 4 若 £ GR m 为闭集，试证的充要条件是 〆 i ,£) 

= 0 . 

证必要性明显，只证明充分性•若 〆 o :,£：)=0 即 inf 
= 0,由确界定义知：3火€£，使得 I 乂 - xl -0 (当 n — oo 时）.如 
此, x 为£的一个聚点，故 o :6 E = £ .证毕. 

**例6.1.5 S £ QR m , r >0 为 常数. 

A = UU € R W 9 p ( x 9 E )< r \ , B = UU 6 R m ^( x ^ EXrl . 
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试证： 

1) A 为 开集； 2)5为闭集. 

,证利用前例 6.1.2 的结果，易知 

I p(x 9 E ) - p(y , E )\^ p(x , y ). 

从而可知 /(： r ) = ^ a ;，£) 是 x 的连续函数（更确切地说是一致连 
续函数见例 6. 1.29) .由此易知， A 为开集， B 为闭集（见例 
6.1.25). 

d . 利用边界的定义与聚点性质 

*例 6.1.6 设 £ QR W , 试证£：的边界为闭集 • 

证设: r Q 为:的任一聚点，我们要证明为此我们 
要证々的任一 6邻域卩(0：。，幻=^|1-：1： 11 |<削里既含有£的 
点，也含有不是 E 的点.根据聚点定义，至少 3 AG 门 

•[这里 L / Q U 。， 幻表示 I 。的空心邻域 U 0 ( a : 09 S )= U |0< 

\ x - x Q \ < S \.]. 

因为: !*,€ (7。(0：。,占)，只要取 A = mini \ x 0 - x x \ 9 d - \ x 0 - x { \\ 9 
则 a 的邻域 U ( x lf S t )^ U ( x 09 8). 

又因，所以[/(々，&)中既含有 E 中的点，又含有不 
是£的点•由于 UU ^ DQLKx 。，》）， 所以1/(:1：。，》）中既含有 
£中的点，也含有不是£中的点，由 S >0 的任意性，这就证明了 

• r 0 是 E 的边界点，故 . r Q 9 E , 证毕. 

% 

* 例 6.1.7 设 E ^ R m ，试证 

证设它，我们要证明即要证明 文 0 为 E 的界 
点.亦即要证明 V 5〉0,在 U ( x d ，5) 中既有£的点也有不是£的 
点•因所以 t / q 。，》） 中既有£中的点，又含有不是 E 
▲中的点•设 x { ^： U ( x 0 ,8) C\E , x 2 ^ U ( x 09 8)\ E . 

若则说明 UU 0 ,5) 中有£ 的点； ，则 
为 E 的聚点•仿上例证法，可知存在邻域 Uix ^ d ^ Uixo . S ), 
因 A 为 E 的聚点，故 U , (•々； 5,) 中有£：中的点，从而知 
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[/(2、。，5) 中有 £ 的点： > 

由 x 2 eu(x (y ,s) \ E 知，0： 2 为£的外点，所以3充分小的邻 
域在£之外，由此知 L/U。， 幻内有不是£：的点•证毕 • 

*例心1.8设 FQ£, 其中 £Sir 为有界开区域， F 为闭区 
域，试证：3开区域V,使得 

• * v V ^ V ^ E . 

证 £为牙区域，3 r A >0( 充分小），使得 

[/( , r A ) = I x I x 6 R m , I x - x A I I G£ ，如此 ， | U ( x x \ r x ) | 
• r A GF | 组成有界闭区域 F 的一个开覆盖.据有限覆盖定理，存在 
有限子覆盖，记作 | L / U ， r,)U = l ,2 r", W H 


n 

u 卩 u〆 ,)， 

1=1 

则 • FQ V ^ V ^ E . 

※例 6.1.9 设工 o ，:^，…， x ” € R n , 证明 : c 0 ， x 【 ，…，尤在同 
一超平面上的充要条件是行列式 



其中 X , = ( x iA , x i >2 ,=0,1,2,--, 
证充分性，将行列式 


^ a.i 尤夂 2 ••• 工夂„ 



按第一行展开，可知它是关于动点 A = ( x Xtl ，: C A , 2 ,“ •，: C A ,,) 的坐 
标的一次式•因此 △ = () 代表 R •中一超平面•因为 ；I = Z •时，行列 
式△变为零•因此点 A 皆位于此超平面上 （:• = 0,1,2,…， n ). 
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必要性.若 I 。， A ，…， A 同位于一超平面上，则存在常数 fll , 
心，…，，使得 

+ a 2 J ： 0 , 2 + …+ a n x 0tn = 1 , 



此式表明行列式4中列向量线性相关，因此 Ac =0. 

当超平面通过原点时，上面方程组右端的1应改为0,它表明 
、最后一列的余子式恒为0,故 Ao =0. 


☆二、多元函数的极限 


导读 本段是基础件内容，适合本书各类读者. 

a . 多元函数极限的计算 


要点计算多元函数的极限常用的方法是：1)利用不等式, 
使用两边夹 法则； 2) 变量替换化为已知极限，或化为一元函数极 
限; 3) 利用极 坐标; 4) 利用初等函数的连续性，利用极限的四则 
运算 性质; 5) 利用初等变形，特别指数形式常可先求其对数的极 
限; 6) 若事先能看出极限值，可用 e -5 方法进行证明. 

☆例 6.1.10 求下列 极限： 


1 


解 


l£i 


bl 




I x 

7 




: V 




0. 




2) lim(x 2 

x -*0 

解 V ^求取对数之后的 极限: 


limln(x 2 ^ y 2 ) x y = lim 

• r -*0 x —0 

: r-0 y—0 


( 工 2 + ： y 2 )ln( ： c 2 + ： y 2 ). 
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因为 


0<吞<^4^ =工 W -0, 

x + y • x 十 

^ 令： r 2 + v 2 =亡 

lim(o: 2 +y )ln(x 2 + y ) - iimrln t=0 9 

故 原&限 
3) 

十 v 

y-^ oa ^ 

提示可用极坐标或直接应用不等式. 

b . 证明二元极限不存在 

要点根据全面极限与特殊路径极限的关系，证明二元极限 
不存在.通常方法是：1)证明径向路径的极限与幅角（或斜率）有 
关; 2) 证明某个特殊路径的极限不存在 .3) 证明两个特殊极限存 
在但不相等 .4) 若二元函数在该点某空心邻域里连续，而二累次 
极限存在不相等，则该点全面极限不存在. 

☆例 6.1.11 证明下列函数在(0,0)处全面极限不 存在： 

1 ) 2 ) f 2 ( Xt y ) = -^- ； 

3) /3( x ^) = ^ f -^ 4)5 ； 4) f A ( X , y ) = ^ T Zj ;s . 

提示 1) 令 : y = h 或化为极坐标. 

2) 分母当 ： y = - x 时为零，因此可以考虑沿与 ： y = - a ： 相切 

的高次曲线的路径的极限，例如令 ； y = ，令 or - O 取极限. 

得极 限-丄 ，与 7 W 有关. 
m 

3) 可比较 o :=0, 与 ; y = « r 2 二路径的极限. 

4) / 4 除 (0,0) 点外，处处连续，但在 (0,0) 点二累次极限存在， 
不相等. 

注累次极限一般不是特殊路径的极限，但在某空心邻域里 
若函数连续，则累次极限实为沿坐标轴方向的极限. 
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例 6.1.12 函数 /(x^) = / « ▽ 在 （ O , 0 ) 点的极限 

1@/(1,30存在吗？若存在，则求其值.（华东师范大学） 

提示可考虑沿路径1= m/ 的极限 （m 取不同的常数 ）• 
c. 关于全面极限与特殊路径极限的进一步讨论 
例 6.1.13 证明:1) /U j) 当 ( d ) 沿径向路径趋向（1。，％) 

时极限存在，保持相等，全面极限 lim /(x, ： y ) 仍可以不 

(x.y) —(x 0 .y 0 ) 

存在 . 

2) 但若沿径向路径极限存在相等，并关于幅角 0e[O,27r]- 

致，则全面极限 lim /(^，“存在. 

no 

广 >0 

提示 1) 可考虑1&-^^. 

y 

2) 利用极限定义易证得. - 

☆例 6.1.14 设 /U, ： y) 是在区域 D: 丨 x|<l,| ： y|<l 上的 
有界 k 次齐次函数 U>1), 问极限 

limi/(x,^) + (x - De^ ! 

X— 0 

是否存在？若存在，试求其值 .（ 南京大学） 

解 因/为々次齐次函数，故 \/f€R 有 

/( tx 9 ty)= t k f(x 9 y) 9 

因此 /( rcos (9,rsin 6) = rf {cos d ,sin d). 

又因 /(1,30 有界， 3 从 >0, 使得 |/( 工， 301< 从 (V(x^)6 
D ). 所以 

1/( rcos d 9 rsin 0)\ = r*|/(cos 0 9 sin 0) I </ilf 二 0 ( 当 r— 
0 时关于 0€[O,2tt]— 致） 

于是 Um |/(：r ,jy) + (x-l)e > | = -1. 

x 今 0 

y-0 

*例6丄15 设 ： 1) V 托 [0,2tO, 
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f ( x 9 y ) = f ( rcos 6 9 rain 0) 一 0 (当 r —0 时）； 

2) 彐 M >0, 使得 V ( je ! ，％ )，（ x 2 ，： y 2 ) 有 
l/(^i ^ i ) -/( x 2 ,^ 2 )|< M ( U , - x 2 \ ^ \ y x - y 2 \). 

试证 lim/(:r , 3 ；) =0. 

■T-*0 

证' 1 要证 lim /( x ,： y )=0, 即要 证明： Ve >0, 3 5 U )>0( 与 

户 0 

>-•0 

幅角沒无关），当 OCfn / o : 2 十时，有 |/( x ,： y ；)|< e •条件 
1) 表明，对于每个固定的& [0,2；0,/(^)沿径向的极限存在 
且都等于0•因此 V 沒€[0,2兀），对 e >0, 3占=占 U , 沒）>0,当 0 <r 
<5时，有 l /( x ,： y )|< e . 这里的困难在于，此处找出的 8=8( e 9 d ) 
与0有关•为此，应考虑条件 2)] 

- 根据条件 2), 我们看到，若 0< r < l , 则在每个同心圆？ 十; y 2 
= r 2 上,对于点（:, 3 ^ 1 ) = ( rcos d } , rsin d x ) 9 ( x 29 y 2 ) = ( rcos d 2 , 
rsin 恒有 

1/ ( 工 " ： Vi) - /(:2 ，） 2 )丨 

<Af( |x» - x 2 1 + 1^, - ^2 I) 

=^ M ( I cos 义 一 cos 沒 2 1 + Isin 0! - sin 沒 2 1 ) • r • 

(1) 

此式表明，在同一圆周上:，只要 \6 { -0 2 \ 充分小时 \ f ( x l 9 y 2 )- 

» 

S 

% 9 • 
v 

/ U 2 ,： y 2 ) l 能任 意小. 例如 I A - 沒 2 I 时，则 丨 / U ,,% ) - 

#• 

/(x 2 ,y 2 )|<4M|^-0 2 |<4M-g^ = y/ •’ 

V € >0, 取々充分大，将 [0,2tt] 分成々等分，使得 #<&( 这 

k oM 

是可以办到的，只要取走即可）•根据条件 1), 沿径向0 = 
乂 = ^(1=0，1，2,… 4-1) 取极限有 / U ,； y )—0( 当 0 时）. 
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故对 e>0, 3 5,>0, 当&时有 
\f(jc 9 y)\ = 1/( rcos $i , rsin 0 ， ) | 〈音 (i = 0 ， 1 ， " •，是 一 1) • 

( 2 ) 

今取占 =min I 占 0 , A ，… ，占卜,，1 I ，则 V (x 9 y) = ( rcos 6, 

rsin 約当 0<厂=/^7 〈谷时 ，必有 l/(x,：V) 丨 <e. 事实上，由 
托 [0,2;r ), 知0必属于某个小区间 — 

“， 于是 1 卜 

1/( rcos Q y rsin 0) - f( rcos 久, rsin d t ) | 

(由式 （1)K4M |0 -乂 |<4 Af •士 = |. (3) 

从而 I f{x ,y) | = |/( rcos rsin 0) | 

<1/( rcos 6 9 rsin 6 ) - /( rcos , rsin Q { ) | 

+ 1/( rcos d t ， rsin d t ) I 

〈音+音 =e . (由式 (2)， ⑶） 

☆例 6.1.16 设点 M =( ar,：y) 沿任意路径趋向 M 0 = (j ： 09 y 0 ) 
时，函数 /U,：y) 的极限恒为 A, 试证 

lim f(x 9 y) = A. 

证（反证法）若 /(: r,：y) VA (当 x — o:。，》—jy。 时），则 
3£ 0 >0及点列|从|(<-叫，当⑺时）使得 | /(MJ-A| 
>^ o(n = 1，2,…）•如此顺序用直线段将从, M 2 M 3 …连成折线 
L •则 M 沿 L 趋向 Af。 时， /(x,：y) VA, 与已知条件 矛盾. 

d . 累次极限交换次序问埋 

☆例 6.1.17 D 为“中的开集“々，％)^^),/。，））*^ 
上的函数，且 

1) 对每个 (uyOGil 的 x 存在 lim f(x 9 y) = g(x); 

^ y o 
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2) |^/(^) = / 1 (30，关于（1,>06/3 中的: y —致•试 证： 

( 1 ) 

:，:0 厂 >0 ” 々： — :0 

(辽宁大学） 


lim lim /( x，30 = lim lim f(x 9 y ). 

>-y 0 ^x 


方法为了证明等式 （1)， 只要证明等式左端的累次极限 
lim lim fix 9 y )= limgU ) = A 存在，且右端的函数 h ( y ) = 

lim /( u ) 当: y — jy 。 时趋向 A . 

证1° (证明存在）因（々，％)€打⑺为开集），所 

以3 & >0,使得 | (_ r ，； y ) | U - 工。丨 < & ， | >> _ 3»。、1 | •据条 
件 2) Ve >0, 3(5>0 UCO ^ OCU '-^ ldOCU " — 
xj <5 时， 


有 \ fi ^\ y )- f ( x \ y)\<e (>/ ye \ y ：\ y - y 0 \<8\). 

令: v —： y Q 取极限（据条件 1)) 我们得 

15( 〆 )'•幺(工〃 ) l < e . 

据 Cauchy 准则，知 lim g ( x ) 存在•即等式⑴左端极限存在记之 

x ~" x o 

为 A . - 


2° (证明 lim/Kjy): A) V e>0, 由 

lA( ： y)-A I/i (，)-/(：!；, j) I + |,( 工 ,，) 

- 《 (i)l + lg(x) - A I, 

利用条件 2) 及 1° 之结论，可取 x 与 Q 充分接近使得 

1^(3^) -/(x,3^)1 <y ， U(o：) -A|<y. 
将 x 固定，由条件 1) 35>0, 使得 U — 时 


⑵ 


I / Xu ) - g ( x ) \ <y . 

于是由 (2) 式知|/1(3>)- A |<| + 音+音= £ •证毕. 
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三、多元连续函数 


导读 本段主要针对数学院系的学生. 

a . 连续性的证明 

要点 要证明/(0：,30在（0：。，30处连续，即要：^>0,找 
8 >0,使得 | x - 工。1<5，1>»-：>»。1<5时，恒有 

\ f ( x 9 y )- f ( x 09 y 0 )\< e . • 

(或等价地，当\/ (x - x 0 ) 2 + (y 3^0 ) 2 〈占时 ，有 

\ f ( x 9 y )- f ( x 09 y 0 )\< e .) 

☆例 6.1.18 设 / U ) 及 g (: y ) 分别在区间 [ a ,6], k , d ] 上 
连续，定义 


F(x f y ) = I f(s)ds m J g(t)dt 

试用 “ e - d ” 方法证明 FU ,： y ) 在 D =\( x , y )\ a < x ^ b f c < y < 
釗 内连续 •（大 连理工大学） 

证因 /(0：)，尽（ < >0分别在[£2,6],[(：,£/]上连续，故3 Af >0, 
使得 |/ U ) j < M ，| g (: y )|< M (当 a < x < b 9 c < y<d 时）•于是 
I F ( x 9 y ) - F ( x 0 ,^ o ) | 

= f(s)d5 • [ g(t)dt - °f(s)d5 • 。力 ) ck 

a JC a Jc 

< f(s)ds • g(t)dt - [ °f(s)ds - f g(t)dt + 

Ja Jc J a Jc 

f(s)ds • g(t)dt - [ °f(s)ds • [ °g(t)dt 
a Jc J a J c 

= /(s)ds • g(t)dt j + J| °f(s)ds j• g(t)dt 

< f 1 / ⑴ ds* |g ⑴ |ck+ 1 / ⑴ |dr \g(t)\dt 

0 Jc Ja Jy 0 

^M 2 (j-c)|x~x 0 l + M 2 ( 6 - a ) I _V - 3； 0 I . 
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记 A = max I b 一 a，d - cl , 于是 

VU 0 ，； y 0 )eD ， v e > o , 取 5 = 时，则 I 工一工 o I < 

谷， 1 ：y T ： y 0 1 < 5，（工 ，》）e D 时，恒有 \ F ( X 9 y) - F ( x 0 y y 0 ) \ < e. 
证毕. 

应当指出的是，如果未限定用 e 5 方法证明，本题用连续函 
数运算性质做更快.因为与 [\( OcU 分别为 x 与: y 的 

J C 

一元连续函数，看作二元函数自然也连续.用连续函数的乘法定 
理，便知 F ( x ,： y ) 连续. . ， 

☆ 例 6.1.19 设 “ = /U, ： y , 幻在闭立方体 D[a 9 b;a 9 b; 
a,6] 上连续，试证 

g(x 9 y)= ma,xf(x 9 y f z) 

在正方形 U ,6 ; a , A ] CIR 2 上连续. 

证因 /(： r ,： y , z ) 在 D 上连续，故在 D 上一致连续.于是 

▽ £ >0,3占>0，乃上当|工一/|<5,|7 — /|<5,|之一2 / 1<占 

时恒有 

\fix 9 y,z)-f{x\y\z)\<E. 

特别当1工-1 0 丨<5,|7 — 7 0 |<各时有 

\f(x,y 9 z)-f(x 0 9 y 0y z)\<e ( V z^:[a y b]). 

即 f (^ oyyofz )- e < f ( x 9 y 9 z )< f ( x 09 y 0 f z ) + e 
固定工，^，让2：在 [ fl ,6] 上变化，取最大值，可得 
/(x 0 ,3^o^) -€</(x,^^)<^(x 0 ,^ 0 ) + e, V z€[a, 6 ], 
令此不等式中间一项取成最大值 y,^；) ，上式仍成立.得 

/( 工 0 ，： y 0 ，之） -e<g(x,^)<g(xo , 3 ^ 0 ) + e, V ze[a 9 b].. 

最后令左边第一项取最大值，得 

5-(^0 »^o) - e 0 <g(x,yXg(x 0 ,^o) + 

即 1 文 - ： 1 ：。 |<5 ， |3^-3^1 〈 3 时 15*( 工，： >0- 《（： 1：。， < >^)|<€. 
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至此实际已证 明了： gU ，： y ) 不仅在上连续，而且 
是一致连续 4 

向置函数连续 性问思 r 

要点设 （W , t ;) = F ( x ,： y ) = (/( x ,： y ), g (: c ;： y))S R 2 — R 2 
的函数•要证明 F 在 U 。，％) 处连续 [ E ( I (： r ，： y ) — U 。，％) 时，有 
(/( x ， ：y )， g ( x ， ：y ))—(/( x 。， y 。）， g ( jc 。， ： y 。 ））], 等价于要证明 
/( uhgUd ) 都在 （ or 。，％) 处连续.也等价于要证明 r = 


- 工。） 2 + (：y — : y 0 ) 2 —0 时\/(“一《。) 2 + (1；1 vo ) 2 —0. 至于 
R " 到 IT 的映射，情况 类似. 

※例 6.1.20 讨论如下的向量函数的连续性 i 设“， x ；) = 
F(:r ，： y) = (/(x ，： y) ， 发 (x, ： y)), 其中 ，: 


= fU,y) = \^ l ^y 1 ) MUl + lyl)t 

0， 


当： r 2 +/与0时, 
当： 时； 


v = g u,y)=\u r ^7r Mx] + lyl) ' 当工 2 + 3^0 时， 

0， 当 x 2 + y =0 B ' t . 

解显然/(1,>0,尽（工，30当 J ： 2 + . V 2 ~0 连续，因此（ X , 
W ~(0,0) 时 F 连续•下面只研究 (0,0) 点的 情况. / 

2 2 痛 

因 u2 + ^ 2 = (j/y ) 2 oln 2 (UI + \y\) ( 工 2 + / 与 0 时） 


= ( x 2 +/) 卜、 2 (|:| + b |) 

0 ， 当《<士时， 


，当■时 


(当 〆 土 x 2 + ： y 2 、0 时） •（1) 


故当且仅当 a <| 时 F 在(0,0)连续•下面对式 （1) 中的极限进行 


补充证明. 
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当即 1-2«<0) 时，显然极限为 + oo ; 现设•，记 


"=1 -2 «，则 //>0, 

(x 2 +y ) 1 " 2 a ln 2 ( |x| + l ： yl) = ( 1(:1 二 + 1^1 ) 2，< 


这时 


•ln 2 (|xl + bl), 

^( x 2 




( UM ， ( x 2 ^2\ x \\ y \^ y 2 r ^( 

但 (! x | + |^|) 2, i ln 2 (|xl + \ y \ )-^0, 

所以 （P + yrhlr^UI 十 1/)—0 ( 当 r —0 时） • 

b . 全面连续与按单变置连续的关系 


要点 全面连续必按各争变量连续，反之按各单变量连续，不 
一定全面连续，只有补充某种条件之后，才能保证全面连续. 

w 当 了 2 + /乓0时， 

例 6.1.21 /( x 、 v ) = 广 +> 

[ o , 当 o ： 2 + y =0时 

在(0,0)处关于单变量 I 与^都是连续的，但在（0,0)不全面 
连续. 

☆例 6 . 1.22 若 /( O ', >0分别是单变量 X 及: V 的连续函数， 
又对其中一个 变量是 单调的，则 /( u ) 是二元连续函数 .（ 陕西 
师范大学） 

分析 假设 /( x ，： y ) 对： y 单调增加，关于分别连续. 
是仟意一点•要证明 /( x ，： v ) 在 （ A ,%) 处连续，即要 
对任意£>0,找相应的邻域 U , 使得 U ，： y)G L ； 时，有 l / U ， y ) - 

/( 了 0 ，） 0 )丨 < €• 

如图 6. 1.1，因/(1，7)对7连续.故 d v > 0 充分小时有 


|/(M I )-/(M 0 )|<y, 

|/(M 2 )-/(M 0 )l<y. 
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( 1 ) 






M a / 5 



图 6.1. 


这里 M l =( x 0 J y 0 - S ] ) 9 M 2 = ( x 0 , y 0 ^ 心 ） •又因 / 对工连续， 
所以5>0充分小时，当 JVf € l ^7 时，有 




⑵ 


当艏€兩7^7时，有 l /( M )-/( M 2 )|< f . (3) 

至此在的方形邻域，矩形 M 3 M 4 M 6 M 5 内恒有 

\f(x 9 y)-f(x 09 y 0 )\<e. 

原因是 / U , ： y ) 对： y 单调， / U ,： y ) 夹于~ A ) 和 
/(Uo + A ) 之间.例如 /( o :,： y ) 单调增加，则 

f(x,y)^f(x 9 y 0 -♦- d x )< f(x 09 y 0 + ) + y 

< (/( 工 o ，： yo) + y ) + 音 = /(:◦ ， : yo) + e ， 

又 ~ 5 1 )>/(x 0 ,^0 D - 音 >(/(i(M ： Vo)-y) 

_ + = /( 工。，氕）- e ， 
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总之 f(Xo ， yo) - e</X 戈 , y )</(« T 。 ，: y 。） + e , 即 

• \f{x y y)-f{x oy y {i )\<t .. 

☆例 6.1.23 在所论区域上设 /( o ： ,； y ) 分别对 x 和 y 连续， 
试证在下列条件之一满足时，则 /( u ) 全面连续. 

1 ) /(： r ,： y ) 对 I 连续关于 : y —致（即 V ^， Ve > 0 , 3^^ 
占（£， 0 ：。）> 0 (与 3 ^无关），当 I JT _ 0 ：。 | < 8 时，对一切: V 恒有 

\ fix y y) - ,y)\<e .)^ 

2) /(• rj ) 对 y 连续关于 x — 致； 

3) 特别，若对其中一个变量满足 Lipschitz 条件（例如对: y 满 
足 Lipschitz 条件，即彐 L >0，使得 V 力，: y 2 ，: r ,有 

\ f ( x , y { )- f ( x 9 y 2)\^ L \ y x - y 2 \-)； 

4) •设我们所考虑的范围是某个有界闭区域 D , 而/在包含 D 
的某个区域 G 上有意义，且在 G 上对变量 I 或^满足局部 Lips - 
chitz 条件（例如对: y 满足局部 Lipschitz 条件，即 ：V (，： y Q ) 6 G , 
3邻域 L / CIG , 及 L >0 使得 乂（0：，：^),(0：,：^ 2 )€1；有 

1 /( 工，: yi ) - /(工，: y 2) l<L 1 义 - jy 2 1 •)• 

证 1) V ( x 0 , h )• V e >0, 3 A = A ( e ， X 。 ）>0( 与 ； y 无 
关），当 I : r-I < & 时，对一切: y 有 

I /(x, y) - /(x 0 , y) I < y t 

又因（: r 。，％) 处 / U Q ，30 S ： y 连续，故对此 € >0, 3 A >0 使得 
Ijy -: y 0 j 〈汐 2 时，有 

l /( x 0 , y ) - /( x 0 ,^ o ) 1 <y • 

取 5 = min ! , 则 1 工一工 。 1 < 5 ,1 3 ; — jy。1 < 5 时有 

|/(* r ，： y )—/ Cr 0 ，; y 0 )|<|/( > r ，： y )-/ Cr 0 ，： y )| + l /( x 0 , y )-/( x 0 ，： y 0 )| 
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由 （ X 。，％) 的任意性，这就证明了 / 的连续性. 

2) 类似 1). 

3) 可从 Lipschitz 条件导出条件1 ) 或 2). 

4) 可从条件 4) 导出条件 1)( 用有限覆盖定理）. 

例 6.124 设函数 /( u ) 在原点附近有定义，令 
F( r ,6) — /( rcos 6, rsin 6) ( r^0,0^^<2^). 

如果 F ( rJ ) 满足如下 条件: 

1) Vde [0,2 ir ], F ( r , d ) 对 r 连续; 

2) 对任意 e >0, 存在 5>0, 当 f 丨<5时， 

有 | F ( r , W - 打。^)丨<6，对于 r 一致成立. 

证明函数 / U ，， v ) 在原点 ((),()) 处连续.（上海交通大学） 

提示参见例 6.1.15. 
c. 逢续性的等价描述 

要点连续性除用语言描述之外，还可等价地用邻域、 
序列、开集、闭集等等不同的方式进行描述. 

例 6.1.25 设 /( M ) 在区域 D 内定义①，则如下的诸条件 
等价： 

1) /( iW ) 在 D 内连续（8(] : \/鸲=(工？，…， x °„) GDVe >0, 
3 5>()，使得当|1,一：^|<5(£- = 1，2，."，"）时有|/(艏）-/(；^)| 
<6.)； 

r ) V iW 0 € D , Vs >0, 3 5>0,使得 | M - AfJ <5 时有 

|/( M )-/( M 0 )|< e . 

这里 I iVf - M 0 I = y/ (x, 一 X? ) 2 + … + ( X w - X° n ) 2 ; 

D VM 0 eD , V [/6. A (/( M 0 )),3 使得 

f(Vf]D)^U. 

这里表示 R ” 中点 JVf 。 的全体邻域组成的集合. ue.HMj 


①“区域”意指开区域.即其内每一点皆为内点. 
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表示 U 为 iV ^ 的一个邻域， i (/( M Q )) 表示值域空间 R 中像点 
/( MJ 的邻 域集； 

X 2) VaGR , 集合 £ = \ M \ /( AO > al 与 F =| M |/( M )< 
« i 皆为 开集； 

※^) Va </?， G =| MU </( M )</3| 恒为 开集； 

※3) V a eR ，£ = lAf |/( M )> a | 与 F = { M |/( M )< a | 皆 
为 闭集； ， 

• 糸4) 若 M w eD ，《 — ~时 — 则必有 /( M n )-^ 

/(M 0 ). 

证与一元的情况类似•下面只就 1),2),2') 的等价性进行 
证明，其余留给读者. 

(1) =>2))•设 M D GE ， 即 /( M Q )> a ，据连续函数保号性，知 
3 5>0，使得丨艏—从 0 丨<占时有/(从）>«.即 Af 0 的邻域 
|]11||艏-艏 () |<5|(1：£.所以£为开集，同理可证尸为开集. 

(2) =>2’））.因 Va 〈芦 ，| MU </( M )</?| = | M |/( M )> a | 

故 | M | a </( M )< 川亦为 开集. 

(2 / )=> l )). VM 0 GD 9 ^ a = /( M 0 )-£^= /( M u ) + e . 则 

艏 0 €0=丨]^^</(以）<川，因0为开集，故存在 M 。 的邻域 
V ，使得 Af o e VCIG •即当 V 时有 /( JVf 0 )- e < /(MX 
/(以。）+ €.亦即 

l /( M )-/( M 0 ) l < e . 

注条件 2') 实际 就是： V 开区间 (a,/?)C：R 的逆像 r l [( a 9 fi )] = 
liWU </( Af )</3 i 恒为 开集. 

上述结论很容易推广到向量函数的情况.由此我们看到拓扑 
学中连续性概念的渊源. 

d . 连续函数性质的应用 

i ) 有界性的应用 

☆例 6.1.26 •设： 
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1 ) pU ) 在 U Q - LxdUM )) 上具有连续的导数，并存在 
x n e ( x 0 - (5， x Q )U = 1，2,…），使得 x ”— x 0 , 9 (: cj —： y 。 （当 

oo 时）； 

2) / U ,： y ) 在有界闭区域 G 上连续•设（：|：。，％)€0，并当 
x €: ( x 0 — 5，: ro ) 时有 

( x , < p ( x ))^: G 9 cp ' ( x ) = F(x 9 < p ( x )). 

试证 ：lim 9>(0：) = 3^.(山东大学) 

x 〜 0 -0 

分析若 pU )— % (当 — 时），那么由条件 1), 当 X — 
X 。时, < p (: r ) 只能无限振动，如图 6 . 1.2 所示.这时， : r 充分接近 
工 0 ■时 ，/ U ) 无界从而/(工，史（:*:)) = /( 0 ：)亦无界，与 /(： r ，： y ) 在 
G 上连续相矛盾（因为在有界闭区域上连续必有界）. 



证 （反证法）设 

: y 。 （当 i —：!：/ 时）， 

则3% >0,及 数列： 

G ，: r : <工。：1：。 _ °(当 oo 时）， 

使 得、、 
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I <p(^n) 一： y 0 l>e 0 . 


( 1 ) 




另一方面已知：，炉 （A ) — ： y 。 （当 W 
VKGNJMM ), 使得 

I x n - 工 0 I 〈去， 


00 时），所以 


e , 


由 


x 


0( 当 n 


丨史(工”） - ： Vol<y. 

时)知： 3 N 2 >0,; i > N 2 时 

| 工 :•- ar 0 |<i 


， (2) 


⑶ 


K 


⑷ 


取 A ^ maxlN^NdJlj n>N 时有 


I 尤:一工。 I < 各， I x , — x 0 | < 各 • 

于是由式（1>、(3)有 ' 

\( p { x ， n )- < p ( x n )\^ \ 7 1^0 - 9^ x n ) \ I 


⑸ 




C 0 _ ^0 
2 2 • 


⑹ 


由式 (5) 有 


j 工”-工二 K 丨工” -工。丨+ I 工❶- 工二丨 〈备. 


⑺ 


对于去，将如此的 n 固定，利用微分中值定理，3匕于 a ， x ；； 之 
间，使得 

«、- 9 ^ X n )- 9 ^ n k )(工： 一 Xj . 

从而由（6)、(7) 


I \ )1 = 


史 （o 一 ？（ x ”） 




Ke 


4 • 


已知 / U , 〆 ：!：)>= fU ), 据 J ? 的任意性，如此我们证明了 
/ U ) = /( x , 9 ( o :)) 无界•与/在有界闭区域 G 上连续必有界 
矛盾. 


• #37 - 



ii ) 介值定理的应用 

例 6.1.27 证明 ：不存 在由闭 区间到 圆周上 的一对一连续 
对应. 

证 （反证法）•设|(「，^|0<0<2幻是某个圆，(^,6] 
是某个闭区间.若存在 6] 至 K 的一对一连续对应，则 6] 也 
就连续一对一地对应于区间 [0,2 tc ). 因此〜6二点至少有一个对 
应于 [0,2 tt ) 的内点，例如是 a . 记/为此对应关系，则有0< 
f ( a )<2 n.m 仏，仏使得 

唾 

0<0,< f ( a )< d 2 <2 n 9 

记 = / _1 ( 义）， 毛 =广（没 2), 则 ^,, x 2 €( a ,6] 

0< f ( x i )< f ( a )< f ( x 2 )<2 n ., : 

利用介值定理 ,'3 ^在:^与心之间使得 / U )=/( a ), 与一对一矛 

盾.证毕 • • . • 


Hi ) 确界技术及有关原理 

要点 1) 若 f ( M)<B ( VMe ；) JiJsup /( M )< B ; 

2) 若 /(Af) 彡 A (VM6J), 则 i?f/(Af)>A; 

3) 若 /(M)<g(JVf) (VM6J), 则 

sup /(MXsup g(M),inf /(M)<inf g ( M ); 

4) 有界闭区域上的连续函数 / 必达上、下^界. 

☆例 6.1.28 设二元函数 / Ua ) 在正方形区域 [0,1] X [0,1] 
t 连续.记 J = [0,1]. 

!) 试比较忠濟/ ( 1，30与=界沒〗/<：»：，“的大小并证 明之； 
2) 给出并 k 明使等式 " 1 


infsup/(x,^) = su ? inf/(x^) 


成立的(你认为最好的）充分条件 .（ 浙江大学) 


证1°对任意固定的: y €/, 有 

su ^ f ( x 9 y )> f ( x 9 y)>ini f ( x 9 y ) ( VxG /), 
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( 1 ) 


(2) 




所以 SU ^ /( x,^)>sup inf /( Xyy ). 

由 y 的任意性知 * ' * 

inf sup /( j ：,> f )> su ^ inf /( x » y ). :. 

2° 若 / U ，^)^ 常数，则等式 1(1)>明显成立.但这种情况太平 
凡 .一 种简单而有意义的条件是 /( u ) 关于 其中界 一变量单调. 
下面以对变量 o : 单增进行证明 .. Y 

上面已证明了 （1) 式的左>右，现证左<右 .H /(^)对工 
单调增加，所以固定: yG / 有 " 

sup f ( x y y ) = (3) 

由于 /(1, jO 关于 y 在区间 J = [0,1] 上连续，因牝3氕€«/使得 

• ^ • 

A (3) 

/( 1» 3^0 ) = inf /(1 ,^)=—-inf sup f { x y y ) = 左， 

但 /( l ， yo ) 二 inf /(1, y ) ^ sup [ inf fix ; y )] =右，故左 <右. . 

y^J -rfci y^J 

e. 一致连续性 

★ ☆例 6 .1. 29 设11”为《筚欧氏空间， A . 是 R ” 的非空子 
集，定义 o ： 到 A 的距离为 ：， 

/,4 ( mf p{x 9 y )= p{x 9 A ). 

证明 / A U ) 是『上的一致连续函数•（南京大学） 

证 V A , x 2 6 R " , iV . jy 6 A 有 

p(^i 9 y )^ p ( x t 9 x 2 )^ p ( x 2 9 y ). ' 

由此 沒 i p ( Xl 9 y ^ p ( x i ，工 2) + p (:2，： y ) ( V ye A ).. 

9 • 4 

从而 •忠 〆 •: , x 2 ) + inf j ： 2 9 y ). 

所以 > 

12[ jnf p ( x 2 J y )^ p ( x l 9 x 2 ). 

«*! ，: C 2 互换得 ， 

l 2[ jnf p ( x i 9 y )^ p ( x 29 x l )^ p ( x l 9 x 2 ). 

因此 ， V ’ 



I inf p ( x 2 9 y ) ^ inf p { x x 9 y )\^ p ( x t ，工 2 ). 
故 Ve >0, 取，当 〆 々，: r 2 )<5 时有 
I p ( x 29 A ) - p ( x x ， A ) I 

.=I inf p ( x 2 , y ) - inf p ( x x 9 y ) \^ p ( x x , x 2 )<< 

A A 


即 M ： c ， A ) 在 R ” 上一致连续 • 

例 6.1.30 设 DCACR\D 为有界闭区域， A 为开集.试 

* • # • 

证，存在连续函数 /: R ”-[0,1]， 使得 

/ U )= | o ； ;二：（西南 师范湖 
，提示利用上例的结果与符号，可取 1 


/(^) =_ pL x ^AJ _ 

} p(x 9 A c )^p(x 9 D ) 9 

其中 A f = R ”_ A 表示 A 的补集 .. 

一元函数关于一致连续的一些结果，也可以推广到多元.如 
* 例 6 .1. 3 1设在 R ” 里一致连续, /( x ) 在 R ” 里连续, 
且 Jji ^[/(: r ) — p (: c )]=0( 这里 r = | x | = p ( x 9 d ) 9 0 表示 R ” 中 

的原点）.试证/(：*：)在只"里一致连续.. 

提示参看例 2.2. 8 / ' ， 


*例6.1.32设 / U ) 在 R ” 中的有界开区域 D 内连续.试 
证 :/( x ) 在 D 内一致连续的充要条件是存在 

x ^ x o 

[这里 3 D 表示 D 的全体边界点组成之集合 .]• 

证必要性.因为/在 D 上一致连续，所以 V e >0,3 S >0, 
当 D ， 〆 ：!：， jy )< 各时有 

\f(x) - f(y)\<e. 

设因 D 为开区域，故 o ： Q 必为 D 的聚点.设: r w GD ， 
A — o :。 （当 n — op ) 为任 —趋向 x 。 的序列.则对上述^>0^ 3 N > 
0,当 n ， m>N 时，有 | 0(0： >| ，0； |>| )<5,从而|/(^ 1 )—/(0： |>| )丨< € . 
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据 Cauchy 准则，知 lim / (;) 存在.由于 or。 是任取的，据 

n-*°° 4 

Heine 定理， lim/(:c) 存在. 

I 〜0 

充分性.已知V 1。€ 3D , lim/( X ) 存在.今补充定义 

x€D 

f ( x 0 )= lim/( x ). 

x - x o 

x6D 

于是 Ve>0, 3 5〉0,当 工。） <5 时，有 

|/(x) -/(x 0 ) I <€. 

对于々€30，若^ > 1： 1 ,： 1 ：。）<5,则在上式中令 i — a 取极限，可 
得 

l/(^l) -/(x 0 )l<c. 

故7工€乃= 011(30),当 / 0(：|：,：1： 0 )<5时，恒有 

l /( x ) ~/( x 0 ) l ^€ . 

因/在 D 内连续，如此证明了 /在 D 上连续，进而知/在 D 上从 
而也就在 D 内一致连续. 

/ % 3 6.1 

* m 维欧氏空间 

6.1.1 设 /6 IT ,丨/| = 1,仏表示/与坐标矢量 e〆f = l, 2,…， m) 的夹 
角， 试证： 

V 戶 

/ = (cos 0, ,COS d 2 t— ,cos 6 m ). 

6.1.2 x ,： y€ir 表示 u 的夹角，试 证： 

i) 余弦公式 

• Ix->| 2 =|x| 2 + |yl 2 -2|xlblcos0; 

ii) 勾股弦 定理： :r 与: y 正交时， 

y \ 2 = lx| 2 + \ y \ 2 . 

6.1.3 G,,G 2 SIT 是任意二开集， Gi nG 2 = 试证： G , n 6 2 = 

0 - 

提示 若 G , 门^乓 0， 則 BzeG , , x € G 2 , 但: rG6 2 . 
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再提示于是进而3 5>0,使得 U 0 (: r ，5) SG •，但 U 0 ( x 9 S ) 
内含有属于 G 2 中的点.矛盾. 

6.1.4 设 £ SR m 为任意集合， £' 表示£的全体聚点组成的集合，称为 
E 的导集，试证£'为闭集. 

提示只需证明 Vi €瓦是导集£'的闭包）， 3 x ： € E(n = 1, 
2,…），使得:•(当 n — 即可. 

再提示因3彼此不等的 ： y , 6 £'(” = 1，2,…）使得 x 

(当 n — 00)，又由：知 3 i : €£，使得|1: 一％ 丨 <+•于是丨0：: -xl 

^\jOn 一: V ” I + + \yn 一 I 1—0 (当 ” — OO 时）. 4 

6.1.5 设 A、BSIT 为开集 ， A 门 B = 0 •试证 ： a ( AUB ) = aAU 3 B . 

( 3 互异的中至少有一个 1 
提示 i ) 含氏 | 的无穷多项> 

又彐互异的 ％ ^ A ^ B 9 y n ~^ y => y n $ A ，且 y n 
^ x^dA 或 

ii ) x ^ SA \ JdB -^ x^dA 或 ieajB • 

• * r 不可能是 AUS 之内点（因 A 、 B 为开集，且 
AflB= 0), 

x 也不可能是 AUB 的外点（否则与 i 63 A , 或 
xGafi 矛盾） 

=>x6a(AUB). 

6.1.6 设 A 、 B [ IT ，为有界闭集，0,试证：3 开巍 W , V , 使 

得 • 

且 wr \ V = 0. 

提示记3 = 1 0(焱，8)三^1【||1- < ^||：|：€>1，>^5|>0.(由例 6.1.4 可 
知） • 

取 W =\ x \ x eR m . p ( x 9 A )<^-\ 9 

v =|： rUeir ， p (： r ， B)<f I 即可（参见例 m & u ). 

☆6.1.7 设 的内点 ， P , (:^,%)为 S 的外点 • 
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证明： 直线段必与 S 的边界 as 至少有一交点.（华东师范大学） 

提示可对线段进行二等分法，在 P D P , 上找出 S 的界点. 

再提示 P 。 为内点， P , 为外点，二等分，中点若为 S 的界点则问题 
已解决，否则两半之中，至少有一半其二端点为一内（点）、一外（点）.将此半 
段再二等分.照此办理，每次二等分后，中点若为界点则问题已解，否则继续 
再分.把所在的直线看成是数轴，这就构成了数轴上的区间套 

、氏 分别为 S 的内点和外点 ，|[ A n ，艮 ]|有唯一的公共点 $ e [ A n , 
B”]U = 1，2, …），这里 A ^ PcB ^ PLlf - A . Ue - B . \<\ B n - A n I = 

0(当 n ， oo 时） . Ve >0, 3 N >0, 当； i>N 时4、氏6 

•即 f 的任 一 e 邻域里，既有 S 的内点又有 S 的外点，故 f 是 S 的界 

点. 

☆多元极限 
☆ 6 . 1.8 求极限 

0 Um ( x 2 + /) e + 〜（北京航空航天大 学）; 《0> 

•T— ♦ 00 
♦ 0O 

2) lim -7 = t (若极限不存在，说明理 由）； 

v x + ^ + 1 - 1 

(西北轻工业学院） 

3) lim — 於 Z ) • <0> 

(x.y)-(o.o) X + y 

提示 1) 原式 = liiji (♦•"V + ) = 0. 

2) 若原式极限存在，则 


一 




的极限也应存在, 


x y w x + .y + 1 - 1 >/or + ^ + 1 + 1 
但用特殊路径法（例 6.1.11(2)) 已知该极限不存在，矛盾. 

3) 原式叫 ㈣ . 

二八 x x I 


☆ 6 . 1.9 ^fU 9 y)-^ XSm y^ ySin 

0, 


当 a 乓 0 
当 ： or = 0. 


试讨论下面三种 极限: 
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1 ) lim f(x 9 y ); 2 ) lim limf(x 9 y)i 

卜 ( 0 . 0 ) - r ^ O 广 0 

3) lim lim /( x 9 y ). (南京工业学院） 

广 0 j--*0 

提示 1 ) 0 <|/(^,^)|<| x | + bl - o . 

2) 、3)内层极限不存在，从而累次极限不存在. 

☆ 6 . 1 . 10 设 / U ,： y ) 为二元函数，在（: r D ,： y 。） 附近有定义，试讨论二重 
极限 lim /( u 〉 与累次极限 lim lim / U ,： y ) 之间的关系彳哳江大学） 

广气 、、、 

提示 （ 1 ) 上题已证明二重极限存在，二累次极限可以不存在. 

(2) 例 6 . 1.11(4)，表 明：二 累次极限存在可以不相等. 

(3) 例 6.1.11(1) 至 （4), 还表明二重极限不存在，二累次极限仍可能存 
在•这时二累次极限可以相等（如（1)、(2)、(3))也可以不等（如第(4)小题） 

(4»)若 lim f(x , y )^^= A ，且 lim lim /( x ，： y ) 的内层极限 lim /( a : , 7 ) 在 

之〜❶ 广 > 0 

的某个 A 邻域里存在 （5, >0), 则 lim lim f ( x r y)^^^=A • (另一累次 

o y ，o 

极限亦然）. 

再提示（证 （4)) 因 
i ：y 一 I < 5时 

A - €</( x ,^)< A + 6, • , 

在此不等式里令 jy D 取极限，记 lim f ( x f y ) = g ( x ) 

A ~ e </?( x )< A + 6 ( Vx ：| x ~ x 0 |<5), • 

此即表 明 A = lim g ( x )= lim lim /(： r ， >») •证毕. 

x * x o ” V 广、 

* 多元连续函数 

6111 设 /( U ) 在 G = |(0 ^) : 1 2 +/<1 |上有定义，若（ 1 ) f( Xj 
0 ) 在点 ： r = 0 处 连续； (2) /%( x ，： y ) 在 G 上有界，则 /(x ,： y ) 在 (0,0) 处连续. 
(北京大学） 

提示可参看例 6.1.23 •并注意由条件 （2) 可推出 /( u ) 对： y 满足 
Lipschitz 条件，关 T X _致. 

再提示由条件⑴ 知： Ve >0、3<5,>0, 当 |« r |<5, 时 ，|/(： r ,0 )-/(0,0)| 
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由条件⑵知 ： 3 M >0, 使 l / y U ,： y ) l < M ， U ,： y )€ G ， 

\ Ax t y )- f ( x 9 0)\ = \ f ， y U t e )\\ y -0\< M \ y \. 

取 5 = min I 5^,5, | ， 则当 M < 5, | ：y I < S 时，有 

l/U ，： yW(0,0)l<l/U ，： y) - /U,0)| + |/(x,0)-/(0,0)| 


6.1.12 设 /( o *，： y ) 在有界闭区域 DQR 2 上连续，其值域为1?,试证 •. 
V 3收敛的子列 U , I ,及点 U 0 ,： y 0 ) eD , 使得 lim ' =/( x 。, 

>).( 华中师范大学） 

提示 V 〜，3 ( a ，:^ )€ D ，使 f ( x n , y n ) = u H ，再利用致密性 原理. 
再提示 于是得知3 1(：1： (| ,：01的收敛子列1(：^,：^ ) l , ieiim ( o : % ， y 、）= 

U ,： y 0 ) eD , 则由 / 的连续性知 S = f ( x % ， y nk )—/ U 0 ,： y 0 ) (当 it—oo 时） • 


☆6.1.13 设 / U ，： y ) 在矩形 D ：- a ^ x ^ a 9 - b < y ^ b ( a >0 9 b >0) 
上分別是 i 和: y 的连续函败，而且/(0, 0) = 0 .当 ：r 固定时， / U ,： y ) 是: y 的 
严格递减函数，则有5>0,使对每个0：€(-5,5)有>^(-6,6)满足 f { x ， 
： y )=0 •(西南师院） ^ 

提 f 参看例 6 .1. 22 . 

再提示 /(0,0) = 0，/(0：00对>严\=>3(5>0,<5<6，/(0,5)<0,/(0，一5) 


X ) 


/(文，>)对 X 


^3 5, >0,5】< fl ， 一 ACjrCiJ •时 


f ( x , d )<0 9 = /^;y 连续 
/( x ，- 幻 >0_ 


V 


X 


^ [■ A ]， 3 y € [-<5,5]使 /(: r ，>0 = 0. 

^6.1.14 设 m = /(•!•，>»，字）在闭立方体 a ^ x^b 9 a ^： y^b , a ^ z^：b 
上&续 ，令 - 


p (^)= x I min /( x ,^ jr )|, 
试证 W (: r ) 在 [ a ,6] 上连续.（辽宁师范大学） 

提示参看例 6.1.19. 


再提示/(工0,幻在[^,6 ; ^,6 ;0 ,61上连续 雖但例 6119 方号 

g(x ，： y)= minf(x,y 9 z) 在 [a ， 6; a, 6 ] 上连续 ^ 6 . 19 衣法 i <p(x) = 
， y) 在 [a ,6] 上连续 . 
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6.1.15 设 /( x ) 在 R ” 上连续， x 与 < KR ” 中的原点）时， / U )>0, 且 
VxeR ”， 及 c >0 有 / Ux ) = c /( x 广试证 3 a ,6>0, 使得 

a | x |</(x)<6 I x| - ( V x6 R n ) 

提示利用 / 在单位球面上达到最大最小值. 

再提示 S 表示 R " 的单位球面与 xeR ”，j^eS，/SRlE 

球面 S 上的连续函数，在 S 上有最大、最小值6、《>0,故 a ^ f (^ j )^ b 9 

亦即： a |: r |</(： r )<6|: r |( VxeR "). 

6.1.16 设 A 是《父 „ 矩阵 ， det >4乓0, 试证： 3 a >0,使得 V R ” ， 
有 | AxK 山 |. 

提示可用 Cauchy 不等式（见 §4.4 定理 1). 或用反 证法. 

再提不 id A = ( a 0 ), x = (^! ，*r 2 , …，尤， ）， 则 

…… ( Z (2^) 2 )^.(±24- S^ 2 )V 

1-1 >■ * »*i y- 1 >-1 

=— aixi . 

i-1 >«I '； 

61 - 17 设连续函数 /: R ”— R 1 ， 满足如下三 条件： 

1) V : reR ”，/( jr »0, 且 ㈡ /( x ) = 0; 

2) VA 6 R ， 有 /( Ax )=| A |/( x ); 

3) x t yeR \ f ( x ^ y )^ f ( x )-^ f ( y ). 

试证： i ) 3 M >0, 使得 VxeR ，， 有 /(x)<MU|; 

ii) / 满足 Lipschitz 条 件：即 3L>0, 使得 

( V x,^6R ")； - 

iii) 3 常数 fl>0, 使得 V JceR” 有 

a l*t|</(x). 

提示 i)、iH) 利用上面习题 6.1.15 可得. 

再提示 f(x)-f(y)^f(x-y^y)-f(y)^f( x ^ y ) 

(，^ x ^ yBi)<\x-y\f(-^lJL J )^ L \ x - y\ = Lp{Xtyh 

其中 L 为 / 在单位球面 s 上的界 ： i/( x )i<L(Vxes). 

同理有 Ay)-f(x)<Lp(x 9 y ) 9 

故 (Vx^^R") 
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(上面，此式在 X 与 J 的条件推出的，但明显成立）.‘ 

*6.1.18 设 /: R ”— R 1 为连续函数，试证：£= 1文|/(幻= 01是11”中 
的闭集. 

提示设: r 。 是 E 的任一聚点，证々€£• 

*6.1.19 试对写出例 2.1.7 对应结果，并给出证明. 
*6.1.20 试对 /: R ”— IT 写出例 2.1.6 的相应结果，并给出证明 • 

* *6.1.21 设/在 R ” 中点 x Q 的邻域里有界，记 

M / (x 0 ,5) = supt/(jr)l j o(x,Xo)< 51, 

^/(x 0 ,5) = inf|/(x) ||o(x,xo)<5| , 

则极限 

oj f (x 0 )= lim [M f (x 0 ,S) - m f (x 09 S)] 

存在，并称之为 / 在 h 处的振幅. 

试证： / U 〉 在 X 。处连续的充要条件是 co / ( xo )-0. 

注仿一元函数，我们可定义上（下）半连续.并引人类似的性质、 

*61. 22设集合是非闭的，函数/(幻在£上一致连续 Y 试证： 
/只能唯一地连续开拓到左上，使在£上一致连续 • 

*6.1.23 设 / U ) 在 IT 上连续 ， lim /( x ) 存在•试证/在 R ” 上一致 

霽一 ♦ » 

连续. 

§6.2 多元函数的偏导教 


导读本节是基础性内容，既是教学重点，也是考研热点.一 

至四段适合本书各类读者•第五段主要针对数学院系 学生. 

• • 

☆一、偏导数的计算 

要点 ^ (a , 6 ) = ^ ^/( x , 6 ) • 

若/在 （a ,6) 与 U , 6) 的附近用不同_等函数给出，则需 
用定义，通过极限来计算. ， 

例 6.2.1 设 
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" 、 —r +5 ?， (x 9 y)^(0 9 0) 9 

f(x 9 y)=< ^ 

•0 ， (x 9 y) = (0,0). 

试求 /:(0,0) 与 /:(0,0) (北京师范大学） 


解 




y —7-\ x . y i7^ y ， (u)M0,0) 


U 2 + /) 2 


0 , 


= ( 0 , 0 ) 


由此 


/ x ( 0 ,^)= 


-: y, y ^0 9 
0, y = 0 

' y 


= 0 . 


所以 /^(0,0) = [/ x (0^)]；| ya 0 =- l . 

类似可得 / ^(0,0) = 1. 

注该例说明混合偏导数，一般来说与求导次序有关 

☆二、 复 合函数微分法（链锁法则） 

•例 6.2.2 设 u ( u ) 的所有二阶偏导数都连续， 

3 2 u _ 3 2 u 

u{x 9 lx) - XyU x {x y 2x)- X 2 . 

试求 《二（2,2工），“、（：1：，2文），《:(0：,2：1：).(南开大学) 
解已知 

u x {x 9 2x) + u y (x ,2x)-2 - 1 . 

已知 t /, U ,2： r ) = a : 2 , 因此有 

U y {x y2x) — 


2 • 

此式对 : r 求导得 

u ,2x) + 2w^(x,2x) = - x t 


• 648 • 



(: r ，2 i ) = x 2 对 i 求导得 

9 2x) + 2m ，/ j> (x ,2x) -2x . ⑵ 

(1)、(2) 与已知关系“二 -1/^=0 联立，注意到二阶导数连续，所 
以 心 v = M 、，故 得 

M" Jt (X ， 2 ： T) = 心 ( 工， 2 工 )=- yX , 


u f/ xy (x 9 2 x) = u ， yj {x J 2x)-^x. 

例 6.2.3 设 w =/( j : + 3； + z ， x 2 + y 2 + z 2 ) ，证明 

d 2 u ^d 2 u d 2 u • 

aZ 

= 3/',, +4( j: + jy + z)f n 十 4(:r 2 + ： y 2 + 2 2 )/’ 22 + 6/ 2 - 
注意 /,、/ 2 仍是中间变最 x + ： y + 之， * r 2 + ： y 2 + 之 2 的函 数. 

例 6.2.4 设0： 2 +巧+ /=3,证明 

18 

5 一 U + 2 W 

注求导后， x，：y 仍满足原方程. 

☆例 6.2. S 设 u = / U)， 其中 Z 为方程式 

z = a: + y<p{z) (1) 

所定义的为变量： r 和: v 的隐函数.证明 Lagrange 公式 


d 


d 


dy dx n ^ 1 




⑵ 


(广西师范学院） 

分析 u 为 z 的函数， z 通过式 （1) 定义为 x ，： y 的函数.因此 
w 是 x ,： y 的复合函数，依赖关系为 


证（用数学归纳法)先证明 n = l 的情况.利用链锁法则 

^ = f ( z ) z y . 
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由式 （1)， 利用隐函数求导法则，可得 

,= jU ) 
y 1 - y<p' z ) • 

所以 d u = f \ z )^ U ) 

d y 1 -y<p r (z ). ⑶ 

同理可得 pi = 、 

3 工 J x T^y<p(z) 

与 （3) 比较知 

a U , .du 

石”⑴ 石. ⑷ 

这就是(2)当 W = 1 的情况 • • 

现假定 （2) 式对 w - 1的情况成立，来证明对„的情况也成 
立.事实上 

T / O" - 1 % -X 一 - *» . 

W 之) 广党 


⑵式左 = 


9 y \3 y n - 

d m - 2 d 
dx ^ d ^, 

a n ~ 2 


d y ^ x l 


[ 〆 ：）] 


_、d 


”_i)o ⑴ ] ”v ⑴ 


(2) 式右 = 


d 


[心)]尝 
[…)广 , 鞋 


⑸ 


3 x 

d n 


d 


d n 


d x H ' 2 
l < p ( z)] n 


[利用式 (4)] 
3 zd u 


- l )[< p ( z )]^ < p \ z ) ll d J £ 

ox oy 

1 d l U 

dxdy 


⑹ 


由于 4 = 9( 山、及式⑷，有= ，故⑸ ，⑹之右端 

相等， （2) 式获证. 
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☆例 6.2.6 若 z = /(: r ,： y ) 满足 

f { tx 9 ty ) = t k f ( x 9 y ) ( t >0) , (1) 

则称 /( x ，： y ) 为々 次齐次函数，试证下述关于齐次函数的 Euler 定 
理：设 /( U ) 可微，则 / U ，： y ) 为6次齐次函数的充要条件是 

工八 （ u) + yfy(^^y) = kf { x y y ). (2) 

证必要性 .（1) 式对 r 求导，再令 r = l 即得 (2 ). ， 

充分性.方法一，要证£>0时 （1) 成立，即要证 

因 p ( l ) = /(： r ,： y )， 因此只要证明 ^( 1 )= 0 即可•利用复合函数 
微分法及式 （2) 这是明显的. 

方法二（按必要性的证法倒退回去）在式 （2) 中分别用 
以，紗 代替自变量 :r, ： y ， 得 

tx / x ( tx 9 ty ) + ty/ y ( tx 9 ty ) = kf ( tx 9 ty ). (3) 

记 = tx , ty ). 

则⑶为 k ( p , 

.且 沪 (1) = / (工 ，: y). 

由此解微分方程即得式 （1). 

☆例 6.2.7 设 /( x ,： y ) 为 n 次齐次函数，且 m 次可微，证明 

/=穴(行一1).“(”一爪十1)/. (1) 

方法一直接在 /(^,/： y ) = ,： y ) 两端同时对^求 m 阶 

导数,然后令 r = l . 

方法二利用数学归纳法. 

证 I 我们已知：若 Z - f(x 9 y ) 9 X = a + th ， y = b + tk ( a 、 
b 、 h 、 k 为常数），则 

j^ = [ h 'k + k ^ ) ) 

利用此法则，在式 
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f ( tx 9 ty )= t n f { x , y ) -- 

两端同时对 f 求 m 阶导数，再令 f = l , 即得式 (1). 

证 I 由上例 知：式 （1) 对 m = l 已成立.现只要证明 ：若式 
(1) 对 m 二 k 成立，则必对 m = k ^\ 也成立.事实上，因 m = 灸时 
成立，所以 




= n(n - l)--(n - k ^ l ) f(tx 9 ty ) 


= n(n — l )"-( n-ife + \) t n f ( x 9 y ). 

两端同除以 〆 得 




⑵ 


=n(n - 1).“（” -走 + i)t n k f(x 9 y) 

两边同时对 r 求导，根据复合函数求导 法则： 

dt\dYd^ (u.ry 、 j X d7 Tr ^T T Ox 、 
+ 广 1 / 

y d 7 J ^ r TZT ( u . ty )' 

故 (2) 式左端的导数为 


- i • 

(tx.ty) 




d k 




dx'dy^ 1 ' 1 I (tx.ty) I 

(为了合并同类项，在前式里令 ^ = £ + 1) 


= 2 XW 

>*=1 

+ 2^ x， 3 


广 1 

d d y 


f 

~37^ ( 

9* +l / 

7 a 7 TTr7 


3 xdy 


(仍把）记作 i ，将对应项合并，注意公式 cr '+ q ^ Q ；,) 
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故 (2) 式对 


i = 0 

求导后得 


d k ^f 




(tXyty) 




y 


d“ l f 


d x 3 y 


*y) 


= n(n - 1) … (；？ - k ) t n ~ k ~ l f ( x 9 y ). 

在此式中令 r = l , 即得 m = A + l 时的式 （1). 

注若 : y =/(a , x 2 , …， ) 为 《 元 A 次齐次 m 阶可微函 
数，类似地有 


d 


a 


d ^x 


3 x 


d _ 


) m f - 


k(k 一 1 ) …（走一 m + 1 )/. 


其中 



3 


工 2 







m \ r|r _ . 3 m 

r 1 - 1 r 2 ! … r w ! X|：r2 X ” 3 工〉 … 3«r:” ’ 
/=/(Il ， 工 2,… ， I”）. 


三、偏导数转化为极限 


要点利用偏导数的定义，有些关于偏导数的问题，可转化为 
相应的极限问题. 

例 6.2.8 设/^,/，，/、在（《!：。，％)的某邻域内存在,/； 1 在 
点 （ A , %)处连续，证明 /^ U 。，％) 存在，且 f xy ( x 09 y 0 ) = 

yx ( 之0 , 3 ^ 0 ). 

证1° (将混合偏导数转化为累次极限）.据偏导数定义 

/( 工 0 +Ax ，： y 0 + △: y) - f ( x 0 9 y 0 + A^) 


Ay — 0 


= lim lim 

Ay—0 L^y 0 


Ax 


一 lim 


/(x 0 + Ax ， _y 0 ) - f(x 09 y 0 ) 


Ax 
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=lim lim 

^ y -*0 Ar -*0 




w 9 


其屮 W = /(x 0 + ，：V 0 十△: y) — f(x 09 y 0 + 〜） 一 /U。+ Ax ，： y 0 ) 

+ /(^o 9 yo )- 


同理可证 r,(-o ^ o)=lirnljm 

w 

2 。 [ 证明全面极限-存在，且等于 

. Ajr - 0 

令 0(^) = /(^0 + Ax ，3；) - f ( x 09 y ) 9 

则点[心 + 々) _0U)] 

^^ y (yo + d x Ay ) ( 0 < d x < l ) 


=^:[/^( 工 o + 厶文， : y。+ h 厶 : v) - fyi^otyo ^ O x ^y)] 

因 /: 在 u。，％) 处连续，故 • - 

ii^oATA^^ = ii，/’- (工。以 △ △: V ) =八 ( I。，％ ) • 

Ay— 0 ^ y*Q 

3。 因/，，/；在 U 。，％) 的邻域内存在，且充分小时, 
lim 存在.由累次极限定理（或见前节的习题 6. 1.10 的提示 

(4) 及再提示） 1 


/' 々（工 0 ，》 0 ) = lim lim 


Ax^y 

= f yx ( 工0， ）0 ) • 


W = 



☆四、对微分方程作变最替换 


a. 对自变量作变置替换 

要点完成这种替换的关键在 于:通 过新旧自变量的关系，求 
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出相应导数的关系，再代入方程. 

☆例 6.2.9 试将方程 g + @ = 0 变换为极坐标的形式. 

(清华大学，北京师范大学，浙江 大学） 

解 r (由变量之间关系，求出它们导数之间的关系）.因 
z = z(x 9 y ) 9 x = rcos d 9 y = rsin .0 ， 所以 


解得 


dz ^ 

a7 = ^ cos0 


dz 





rsin d + 


dz 


cos d. 


( 1 ) 


dz —dz a dz 




dz 


3 d 


e ， 


e . 


即算符有 关系: 


d 


dx 


d 

Tr 


6 


d • 八 d i 

^； = sm 0 ^- + -008 d 


a 

3 d ' 

d 

W 


故 


3 2 z 

dP 


9 




-[ 


d 


d 


6 


) 

d 

T ?_- 

3 I dz 
3r \d x 

Z i^r 
3 111 


e WdYd^ 


j - +sin 0 


dd\a^ 


( - —CX)S d 


~llT sin ^) 


6 


96\d? 


e 一 


dz 


3 d 


d 



⑶ 


[利用⑶] 


[因为⑵] 
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d 2 


dr 


d - 


a 2 


d 2 


ddd 

d 2 z 


drdd r 。、 
3 S 0 sin 6 


Ocos d + 

dzl . 2 

- sin 

dr r 


dz 


dd 

e 


sin 6 cos 6 


dd 2 


sin 2 Q ■+• 


d z 


36 


dcos d • 


同理有 


a 2 z __ a 2 ； 

^3 r 


d 


d 2 


d r 3 Q 


dcos 6 - ^^-sin ^cos 6 


d 2 


ddd 

d 2 z 


^sin 6 


dz cos 2 6 

Tr~7^ 


d 一 ^-^-sin 0 cos d . 


⑽厂一 3d. 

T (代人化简）.将上述结果代入原方程，化简即得 

z . I 3 z , 1 3 2 z A / - v 

^ + + ^ = 0 - ⑷ 

另解 （1) 式分别对再求一次导数 （ x 、： y 作中间变量）， 


得 


6 


Osin 6 + z ^ sin 0 cos 0 + z'^sxn 0 y 


0cos d - 


，， •， L ^ L r\ " z • 

z z XJ[ r o - z xy r si 

z cos 0 _ z x rcos d - z y r 
(5) 式乘以 r 2 与 (6) 相加，得 

r 1 z rr + 2 ：^ = r 2 ( z ” 以 ^ z \)- z \ 

2 ". 〃 将 (2) 式代人上式 7/ " 
r z rr + z 明— r (z rt 


6 s\n 6 


d . 

e - z \ 
:二） 一， 


⑸ 


⑹ 


e . 


再同除以 r 2 , 移项，即得式 (4). 

上例是把新变量理解为自变量，把原来的自变量理解为中间 
变董.有时也可以反过来. 


☆例 6.2.10 设^ ^3 = 0. 

ox d y 


⑴ 
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u— X 2 - y 2 9 v = 2xy . ( 2 ) 

试用关系 (2), 将 （1) 变成关于 t /， T ； 的方程•（南京理工大学，北京 • 
工业大学） 


解 


将依赖关系看成 


/< 


，于是 



aw ，“ + ^ = 2 』 + 2 严 


d x 3 u 3 x d v dx 


du 


dv 


可见 


a ^ d , ^ a 

^ 2 x ^ 2 y d ^ 


于此 


3 2 W 

a ?" 


--2^2 X ^U2 y ^) 


3x \ du j 


其中 


a ( d ^) =2x M^) +2y M d ~^) 

= 2 ,iZ + 2y d2W 


dx 


同理 


故 






3 udv ' 


d 


dx 


2 x ^-，2 y d2W 


3ud 


d 




dx 


3 ii 


Axy 


du 


3 vdu 


d 2 W 

dudv 


4 y 


d 2 W 

D 


类似可得 


〜 一 2 巧 吻 <^一〜~ 


ay . 


3 u 


d 


d vd U 
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- 4xy 


d 2 w 

du3v 


4 x 


d 2 W 

dv 2 


两式相加得 


d 2 W ^d 2 W 
3x 2 dy 2 




故原方程转化为 


d 2 w a 2 w n 
Y + 矿 0 


b . 自变置与因变置都变化的变董替换 


要点当自变量与因变量都变化,要对微分方程作变童替换, 
可使用如下方法 ：先将 原来的因变景，写成新的因变量的函数.从 
而原来的函数，可看成是以新变量为中间变量的复合函数.应用复 
合函数微分法，求出原导数与新导数（新因变量对新自变量的导 
数）的关系.代人原方程，使化为新函数、新变量的方程. 

☆例 6.2.11 z 为 x ， y 的可微函数，试将方程 





i^z 

y ^y 



变成 u ；= W ( U , T ；) 的方程.假设 


(1) 


= (2 ? 

(河北师范大学，湖南大学） 




y ^ 


即变童的依赖关系为 
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y 



利用复合函数微分法 



dz _ (1 + XV) 2 dw 
(1 + 


将此结果，及式 (2) 代人原方程 （1), 即得 



例 6.2.12 取为新自变量及如=议，（户， p ) 为新函数，变 
换方程 * 


设 fx = p ,W = ze y (2) 

(假设出现的导数皆连续 ）.（ 河南师范大学） 

解 Z 看成是 x ,： y 的复合函数 如下： 


w f 、 J ： 肀 v 、 x—v 

Z = —,W= = —= — 

求出此复合函数的导数.代人原方程 （〗）， 并将 z 
: y ， z 变换为得 

3 2 zv d 2 w _ ^ 

T ^ + 3^ = 2w - ^ 

例 6.2.13 . 证明: 在变换 


之下，方程 



可变成 
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^ = 0. (浙江大学） 

3 u 

提示2 = — + 并将 W 看成的函数， W ， P 按题设的 

X X 

变换是的函数，然后用复合函数求导法则计算 

f 

例 6.2.14 考查变换 x-a x u^b x v^c x iv,y-a 2 u^b 2 v 
+ c 2 w ,之= a 3 w + 6 3 以十 c 3 w •问在什么条件下（导 P 〜， 6,. ， c , 满足 

什么条件时），对任何二阶连续可微函数/，(|^) 2 + (§^) 2 + 

误) 2 和0+0+3在此变换下形式不变(即⑽ 2 + (群 

+ 斟 =( 針 + ( 奸 + ( 斟备 + + 

0 + 0).(复旦大学） 

解利用复合函数微分法 ** 

' fu =/ x # ^l + /> 2 +/>” ⑴ 

N 

frv - fs^\ + /^2 + /^3 - ( 3 ) 

以上三式平方后相加，得 

r 1 ， r ， n^r 2 Aa] + 6 卜 4 ) + r\{a\ + ^ + + 

/W 十6卜 c 》） + 2 f x f y ( a x a 2 ^ b x b 2 ^ c x c 2 ) + 
2/ V ^( a 2 a 3 + b 2 b 3 + c 2 c 3 )-^ 2 / t / x ( a i a i + b 3 b t + c 3 c , ). (4) 
将 （1)、(2)、(3) 式分别对 u 、〜 u ; 求导，然后相加，得 
fuu + fw + W + d) +/ 、 (a 卜 6 卜 4) + 

fzz( a l^b]^c 2 3 ) ^■2f xy (a l a 2 + 6, 6 2 + q c 2 ) + 
2/^(a 2 a 3 + b 2 b 3 十 c 2 c 3 ) +2/ ， tr (a 3 a l + b 3 b { + c 3 c x ). 

( 5 ) 
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由 （4)、(5) 式可知，当 

a\ b\ c\ = a\ b\ c\ = a\ b\ c\ = \ ^ 


a x a 2 + 6x 6 2 + c x c 2 = a 2 a 3 ^ b 2 b 3 ^ c 2 c 3 = a 3 a x + b 3 b 1 + c 3 C! =0 
时，恒有 

r \ + r \ + n = r \ + / 2 , + f \, 

f W + f w = /xx + /yy + /« • 


* 五、多元函数的可微性 


要点 R ” 中，/在点 P 。 处可微，等价于/在 P 。 的某邻域里, 
满足如下（相互等价的）任一 等式： 

i) A/(P 0 )=/(P)-/(P 0 )= ^A i (Po)Ax i ^- 2 ^^ 

«*i * 

其中 0( 当 ，〜，△〜—() 时）•这里 

P 一 = (△ 工 1 t Ax 2 , — ，△•!：”）• 


ii ) △/( P 0 )=/(P)-/(P 0 )= 2/, ( P 。）△々 + e • p ， 

• «i ' 

其中 e —0 (当 ； o ~*0 时）， p = J ^ Ax ] ■ • 

• iii ) A /( P 0 ) =/( P ) - /( P 0 ) = V ( Po ) Ax , + o ( p ). 

»-! * 

☆以二元函数为例，要证明/在（ X 。，％)处可微，通常方法有 

/ • 

二•其一是,根据上述条件 ii )、 iii ) 若 


lim △/_ 八 ( Xo ， >o) △ 工一八 ( 工。， : Vo) △:V = n 

t 二 。 7 ax 2 + ， 

则 / 在 （ x Q ，： v 。） 处可微.否则不可微. 


(A) 


方法二是证明/在（: c 。， ％)的邻域里有 


/(x 0 + Ax,y 0 S- Ay) - /(x 0 ,y 0 ) 

= f A^ofyo)^^ f y (x 09 y 0 )^y^ + e 2 Ay 9 
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其中6 1 、6 2 40,当么1、么 3 ；—0时.否则不可微. 

例 6.2.15 设 /(XjiOrpd 工: vl )， 其中 9 >( 0 ) =0,在 u =0 
的附近满足 l ^( u )|< t / 2 , 试证/(工，30在（0,0)处可微.（中国科 
学院） 


证八 (0,0) = lim £( l ^-0|)- y (0) =0< 


同理 


八 (0,0)=0. 

/(D) - /(0,0)-/,(0 ； 0)^-/,(0,0)^ 


y ( 1 ^1 ) 

^ Tx 2 + y 2 


/^7 . 


*/ x 2 + y 2 


0. 


因此/在 (0,0) 处可微. 

例 6.2.16 证明 ：函数 


(当 0时) 




: y 2 〜0, 


f ( x 9 y )=^/ x 2 y 2 9 

0, x 1 +/ = 0. 

在 R 2 上连续，且/有界，但 / 在 (0,0) 处不可微•（山东大学、 
北京航空航天大学） 

提示/在(0,0)处不可微最后归结为证明： 


ir^rVO (当 时 

工十 : y • \ : y— 0 / 

注按上述方法和步骤，证明可微性，原则上没有什么困难. 
但因为问题最终归结为求极限，因此进行时，还会碰到许多具体困 
难•这时应根据具体情况，灵活处理 .. 

☆例6,2.17设 / U ) 及 g ( x ) 分别在区间 [ a , 6 ；^[ c , d ] 上 
连续，定义 


F ( j ：, y ) - 


g(s)ds 

% c 


(a^x^b 9 c^y^ ： d). 


• 662 - 



试用全微分的定义证明， FU ,： y ) 在 U 。，％) 处可微，其中 a < x 0 
< b . c < y 0 <d 为任意的定点.（大连理工大学） 

分析为了证明 F ( u ) 在 （&，： y 。） 处可微，即要证明当 0：— 
•^ o ，: y —： y 。 时，式 

F ( x , y )- F ( x 09 y 0 )- F / X ( x 09 y 0 )( x - x 0 )- F / y ( x 0 , y 0 )( y - y 0 ) 

y/(x - x 0 ) 2 + (y - y 0 ) 2 、‘ 

( 1 ) 

以 0 为极限•为此，我们写出 （1) 式里分子各项，能抵消的抵消，能 
合并的合并.其中前两项 

% 

F ( x y y )- F ( x Q 9 y 0 )^ J f { t ) dt ^. g ( s ) ds - | ° f ( t)dt ^ g ( s)ds 


= (L + JJ. /o)d 卜 tf: O 抽 - 

J 。 / ⑴ d" J 。 g($)ds 
= J /(f)dfj' g-(s)ds+ J f(t)dt I ° g(s)d. 


+ I I g(s)ds. 

! >o 


⑵ 


(1) 式分子的第三项可以化为 (2) 式右端第二项的形式， 

F J (*r () ， t y 0 )( > r-«r 0 ) = y*(x 0 )j % ^(5)d5*(x ~ x 0 ) 

= /(x 0 )d^ f ° g(s)ds. 

Jx 0 J e 

(1) 式分子的第四项可化为 (2) 式右端第一项的形式， 

F'UoJoKry 。)： \ o ° f(t)dfg(y 0 )(y-y Q ) 


⑶ 




g(y Q )ds. 


⑷ 


y o 


将(2)、(3)、(4)合并，于是（1)中的分子，可以化为三项，即 


663 


F( ： r, ： y) - F(x 09 y 0 ) - F": ( 工 0 ，《 y 0 )(*r - o: 0 ) - (x 0 ，： yo)(*y 一 yo) 


Q f(t)dt{ (g(s) - g(y 0 ))d 5 + (J(t) - f{x^))dt 




x o 


°g(s)ds + [ f(t)dt g(s)ds. ⑸ 

Jc Jx o Jy o 

将此式代回 （1) 式，则 （1) 可拆成三项，只须证明每一项趋向零.例 
如第一项 


[ °f(t)dt [ (g(s) - g(y 0 ))ds 

. Jj _ _ 

V Tx - 工 0 ) 2 + («y - 3^o ) 2 

因为 /U) 在 [ a ，6 ] 上连续，即 3 M> 0 , 使得 |/U)|<JVf( V«r€ 
U ，6 ]) • 又因 gU) 在 : y 0 处连续，所以 Ve>0, 3 占 >0, 当 y^[c 9 

d]\y-y 0 \<S 时 lg( ： y) - g(y 0 )\ <e •于是 


[^(5) - g (: y 0 )]ds 

^_^0_ 

: 0 ) 2 + ( 3; -: y 0 ) 2 


< 

r° 1 /(/) 1 dt 

•y 

1 

g(s) 

一 ^(^o) 1 d 5 

J a . 

>0 



V - ^o) 2 

+ (y 

- ： y。) 2 


Vf 1 or 0 - a 1 • € 

1 ^ 

- y 0 1 

< M(6 - a) 

^(•r 一 x 0 ) 2 + (y - 

”0) 2 


类似可证明其余两项亦趋向零•故 （1) 式趋向零， F ( o :,： v ) 可微性 
获证. 

应当指出的是，本例作为试题主要是为了考可微性定义的使 
用•实际上利用可微函数的乘积定理，本题的结论是明显的 • 

☆例 6.2.18 若 /^(工，7)在点（《1：。，>^)处存在,/^(«3：，>0在 

点（^,%)处连续，证明 / U , >0在点 u 。， ％)处可微.（吉林工业 
大学，辽宁师范大学） 
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证 f ( x 0 + Ax,^ 0 + Ay ) - /( x 0 J y 0 ) 

= [/(^o +AX ，％ + △: y) - /(x 0 + Ax ，： y 0 )] + [/(x 0 +Ar,y 0 ) 

- /(^o ，： Vo)] 

= / y (^o + Ar Jo + 0Ay )Ay + f x (x 0 9 y 0 )Ar + q Ar (0 〈汐 < 1) 
= [f y (x 0 ,y 0 ) + e 2 ]Ay + f / x (x 0 9 y 0 )^ + e x Ax 

=fx(j=o ， : yo) △ 工十 /^( 工 0 ， : yo)^) + etZLr 十 6 2 A3；, 

其中 evf0( 当 △ar、A 3 r-0 时）•故 / 在点 （A,%) 处 可微. 

*例 6.2.19 设 l):r = 9( s ,0, 及 : y = ) 在区域 D 内 

可微，且时，（尤，30 = (9^,0彳（5,/))€£(区域） ； 

2) 函数 z = /(x,：y) 在区域£内可微，试证 z = f [< p ( s 9 t ) 9 
0(s,r)] 在 D 内可微，且 

df ( syt ) = f x dx + f ^ y . 

证记 P = (s，f) 为 D 内任意一点， Q = (o:，. y ) = ( 9 ( 5 ，/), 
0U,O). 由已知条件有 

A 2 = / x (Q) Ax + / > (Q)A^ + € / o , (1) 

其中 /o = V ^ x 2 + △: y 2 , e—0( 当 p -^ 0 时）. 

= /,(P)A5 + ( p \( P)^t + e 1/0l , (2) 

其中 ^ =/K7T^?, ei -0( 当 时） • 

△*y = 0',( P ) A 5 + i / j \( P)^t + e 2 px , (3) 

其中心同上， e 2 —0( 当 时）. 

将式 (2)、(3) 代入 (1) 得 

△ 之 =[/x(Q)^(^) + /,(Q)^(P)3A5 

+ [/,(Q) 9 > ； (P) + / y (Q)^ f (P)]Ai 

+ ^ + / x (Q)e li0l +/ , y (Q)e 2j o 1 . (4) 

要证明/[9^")，0(^)]在尸=( 5 “）处可微，即要证明（4)式 
里有 


^(Q)e ， r /,(Q) £2 , 1= j(q)£i + 八⑼ 0 
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⑸ 


(当 A— 0时）. 

因化―0时 q—O，。— 0,故 (5) 式中后二项 

A(Q)e l +/,( Q)e 2 ^0 (当 h—O 时） • 

(现只须证明 （5) 式中 e 由式(2)、（3)知当时， Aar、 

△y— 0,从而/0 = %/ Ax 2 + Ajy 2 ，进而 e~^0. < 如此，只要证明了 


，界 ，则十 0 


事实上 ，) 由（2)、(3)知 


Ax 

7T 


（ p ) I + \( p \{ p ) \ +1 


(当&充分小时）, 


^ < lf ( p)l + IA ( p)l + i (当〜 充分小 时）. 


所以 匕| = 々 (_)、⑵ 2 有界. (5) 式证毕. 

即 

¥ + 八 （ Q)q^ fy(Q)e 2 p { ^o{p x ). 

于是 (4) 式表明 2 = /[史（^),以5,0]在（ 5 ,/)€0处可微.且 
^ =[/x(Q)^,(F) + / > (Q)0^(P)]A5 + 

[八 ( QV ,(m/,(Q)^,(pmr 
= /,(Q)[f,(P)A5 + ^(P)Ar] + / > (Q)- 
[夂 (尸) 

= / x (Q)dx + 八 （0) 办•证毕. 

/在 U。， ％)处可微，意味着/在 U D ，：y D ) 附近与一个一 
次函数近似，相差只是一个高阶无穷小量（相对 p = 

/(工-1。) 2 1 : (7-7。) 2 而言）. 

f(x,y) = f(x 09 y 0 ) + f / x (x 09 y 0 )(x-x 0 ) 

十/ "y (工 o，：yo)(*y -: yo ) + o ( p ). 

因此，利用此式可将 /(u) 变形. 
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* 例 6.2.20 设，/；在 （: r 。，： y Q ) 的某个邻域里存在，且在 
点（&,%)处可微，则 

/ xy ^ X ^ *^ 0 ) == y ^) cr ( J： 0 ^ o )* 

分析例 6.2.8 已看到 / u (： r D ，％) 与/^(心，：^)是函数' 

1 

A ^ A ^ = +Ax,：Vo +知)-/(工0,3^0 + y ) - / U 0 + Ax ， 

Jo )+ /( x 0 ，： V 0 )l (1) 

的两个累次极限.我们利用 / y /； 在 （ x 。，; y 。） 处的可微性，下面将 

㈣ 占 .可⑽挪 

= ^yo) + e, + E 2 d e 3 e ( 2 ) 

和 A x ^y = ^ ，xy( ' Xo，y °^ + e * + 4岩 _ ( 3 ) 

二者对充分小的 Ax , △: y 同时成立，且当 Ax , △: y — 0时，其中心― 
()(i = 1，2,…， 6) •于是令 △:?: = i ^ y —0 可得 

/ ^(^ 0 ^ 0 )= fryixo 9 y 0 ). (4) 

可见，问题归结为证明（2)、（3)成立•为此将 h 上 y 取得足够小， 
引人辅助函数 

< p ( y ) = f(^0 ^ , y ) - f ( x 0 9 y ) 9 (5) 

式 （1) 可改 写成： 

W 1 

=士 〆，(: Vo + 沒△: y ) 


=^[八 ( 1 。+ 心。。+ 0 厶 y ) -八(工 。，: Vo + o ^ y )]. 

因/,在 （ or 。，％) 处可微， 

^ ，（工 0 + 心， 5。+ 0Ay)^= f y (x 0 9 y 0 ) 十 , 只 ( 工 0 9 y 0 )Ax 

4 "/ / w (x 0 ,^o)^A^+ 61 Ax + e 2 0 Ay 9 


⑹ 


⑺ 
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其中 e { 9 e 2 ^0 (当 Ax ， △: y —0 时） • 

八（工 0 ， y。 + ) - /> ( ^0 »3^0 ) + ( ^0 * 3^0 ) + S 3 d^y , ( 8 ) 

其中 e 3 — 0 (当 Ajy — 0时） • 

将(7)、(8)代入 (6) 即得 (2) .类似可得 (3). 

习 6.2 



☆偏导数的计算 

(此类试题其多，虽然多半属干“送分题”.但计算复杂，函数关系如果未 
弄淸楚，也容易出错丢分 .） 

6.2.1 设“ =/(1%『005 0)有二阶连续偏导数，求|^,|^,^..(复旦 
大学） 


</, + cos ^/ 2 , - rsin 沒八 ， -rsin 0 f 2i 9 - sin Of 2 - rsin 6 cos , Of 22 ) 

6.2.2 设《 = /(^：->^- 2 ^- > 1：)，假设/对其中变置有直到二阶的 
连续偏导数，求 g 及^.(上海交通大学） 

</u - 2/ 13 + / 33 ，八3 - 八2 -广，+ 广 2 > 


6.2.3 设 + w •，求(北京航空航天大学） 

<(工 + /0(> 十 十厂）^，+*> 

6.2.4 设 / 为可微函数，“ = /(/ + ： y 2 + ?) 和方程 3 a : + 2/ + z 3 = 
6 xyz . 


试对以下两种情况分别求||在点/>。（1,1，1)处 的值. 

(1) 由方程确定了隐函数 z = z (: c ,： y ). 

(2) 由方程确定了隐 函数: y = ：y (: r , z ). (华中师范大学） 

《砮 L D = °， lf 卜 _// ⑶》 

6#2#5 设 2 :== /( T ，： y)，w = :r + a < y ， i ; = x — a < y，a 常数， 2 :关于 u ， t ; 具有 
二阶连续偏导数，求^.(厦门大学） 

《去 ’ ，占八■》 
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6.2.6 设函数 《(: c ) 是由方程组 u = f ( x 9 y ) 9 g ( x 9 y 9 z )- 0 , k ( x 9 z ) 
= 0所确定，且与0求^•(淸华大学） 

卜 a 

6.2.7 设 /, F 可微，且 + 乓0,求由所确定 

的函数: V (: r ), z (: r ) 的一阶导数•（西安电子科技大学） 

// ' 一 mm T ，一- 广， r : r y \ 

卜一 一 F r 十 / ； FV ， 2 :- F\ + /.F 7 ) 

☆6.2.8 设函数 F ,( u )，£ = 1,2,3可微 ， A =丨化丨是一个三阶的函数 
行列式，其中 a it = F , ( x > ) , i ,> = 1,2,3并且 ： r 3 是由方程 x 〗 + x 3 + sin ( x 2 • 

心）=1所确定的隐函数,求|^与|^在：|：,=0,：|： 2 =1,；1： 3 =0时的值 .（ 西北 

大学） 


r ,( o ) 

F,(l) 

F,(0)| 

^(0) 

F,(l) 

-F\(0) 

r 2 ( o ) 

F 2 (l) 

f 2 (o)Uf 2 (o) 

Ml ) 

- r 2 ( o ) 

F\(0) 

F 3 (l) 

f 3 (o)| 

⑻ 

FAD 

- r 3 ( o ) 


F\(x t ) F,(x 2 ) F,(ar 3 ) ' 

提示 匕 （: r 2 ) F 2 (x 3 ), 

F 3(^1) F 3 (x 2 ) F 3 (x 3 ) 

F x (x { ) F t (x 2 ) F\(x 3 ) 

FzM F 2 U 2 ) F\(x 3 ) -^1 

2 f 3 u) f 3 (x 2 ) r 3 (: 3 ) X2 

F . Cx ,) r t ( x 2 ) 

+ FA:、) F\(x 2 ) F 2 (x 3 ). 

f 3 ( x ,) r 3 ( x 2 ) f 3 ( x 3 ) 

、，检 轚函数 满足微分方稷 

6 . 2 . 9 设函数 〆 幻和 sKx ) 具有二阶连续导数，并设呼(尤+ >0 + 
y^{jc + y ). 试证： 

fe - 2 岛令 0 . (中 国科学院) 
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6.2.10 证明：若 w 是 u.z 的函数且 


9 U 2 - x 2 , u 2 — /，“ 2 — ： 2 )=0.，則^* 


y 


h = ± (东北 师范大学） 


☆6.2.11 设 


W ( 


都是: T 的函数，具有二阶连续导数，试证: 


满足 W= “ 3 W(lH) 〈西北 师范大 


学） 


提示 w (d) = 


1 JL 豈 

u u 

0 (v) (v) 

。⑸’’ （9. 


= W(u 9 v 9 


[最后等号两端都 等于： 〆 + A 32 v + A , 3 u / MA ., 是代数余子 


式） •] 


☆6.2.12 设 x = /(w，v)，jy = g(M，T；)，u; = w(or, >0有二阶连续偏导 

数，满足靖=装 ， H = -If 諄+宗=0.试证： - 


1> 


2 ) 


，: y )= 切（/(“，1；)，容（“，1；))满足 


a 2 


3 2 


3 


4- __ 


= 0.( 北京大学） 


提示 D - fug ^ fg\ -g\g^g\ff 

(/•g)V = gvug + g vg\ + g 二* / 十 •类似可求 （/ •发) 

并注意 gV = - . [注是发 1 的简写 •] 

2) 注意使用对称性. 

3 2 HJ « 


再提示 


d 


o ^ * / 

2 w ^ m y m 


y . 


yy 


将《换成 t; 照样成立，故 

d 2 W S 2 W _ A 


« ♦•r’t) + 2u/ r 々[j： / i y. + x v y v ] 
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+ I£；V (夕’： + 夕’: ）+ u/: [工〜 2 + ] 十 [/> + 心 ]• 

注意由已知条 件@ 上式三个方括号为 0, 二圆括号相等.因此上式 =[ u /> + 
X^V ]( x /2 m + x / 2 v )^= 0 ^ 

注事实上结论 (2) 证明之后，结论 （1) 自然成立.因为结论 （1) 中众是 
w = xy y x = f ( u , v) 9 y = g(u , v ) 的特殊情况. 

☆6.2.13 设 M (* r ,： y ) 有连续的二阶偏导数,有连续的一阶偏导 
数，且满足 + . . 

证明：《。“'-（“、> 2 =0.(华东师范大学） 

提示题意表明，作为的函数；= t ^ U ,： y),Z = i /， U ,： y ) 代人 
F ( s,f ) 后恒为零，即 F ( u\(x 9 y ) yu'yix f y ))^ 0 . 

再提示该式对: c 求导，得 F \- u ^ + F > u ^=0, ••: 

对 : y 求导得 + 

已知（广,） 2 + (广,） 2 与0,表明作为一次齐次线性方程组有非零解，故系数行 
列式应为零.即 



变换微分方程（或微 分式} 

6.2.14 设“ =1 + 3；,” = _^ + +,试用作新自变量变换方程 

岛 ” 1 >。_ 

(假设出现的偏导数都连续 ）•（ 上海交通大学） 


([ ( — 2)J + « J - V - 2 ] a &-(^- 2 ^ + 2)^ + 2. 

提示可用例 6.2.10 中的方法. 


dz 

3 v 




6,2.15 


通过变换 《 = I —2 v^,n + 2 y ^, 变换方程 ~ 


^_(： y >0), 假设所出现的偏导数都连续 •（复 旦大学〉 




提示 


= 0 > 

可用例 6.2.10 中的方法. 
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注作为验证，用逆变换 :r = *^,： y =&( i ； -《) 2 很快可将方程3^； 
= 0变回原 方程. 

☆6.2.16 设 z = /(: r ,： y ) 是二次连续可微函数，又有关系式 u = x + 
ajy , t ; = x - ay ( a 是不为零的常数） 

证明： fl2 ❹ — & =4fl2 ^ •(北'京大学） 

提示可用逆变换 X = y ( M + = V ) • 

将欲证的等式右端变换成左端. 

也可用 《 = X + 町，1/ = 2-町将左端变换成右埔. 

6.2.17 设 m = /(r) ,r = x \ + d Z 证明: 

m , d 2 u_d^u n - Idu 

提示较 = 八.7^=^ 、 

代入等式左边可得右边. 

☆6.2.18 若 “ （ :r, ： y) 的二阶导数存在，证明 u ( x 9 y ) = /(x) 发(: y) 的充 
要条件是 M = 与 0 >( 淸华大学） 

提示必要性可直接代人验证. 

充分性记可将方程变形. 

再提示这时方程变为或 




即易(子 ）=0, 故子 = A (： y ) (与 X 充 关). 

于是 以=表明 （In u )\ = h ( y ). 
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因此 In w = J h ( y ) dy + c ( x ), 

f * (>)«!>♦ c < j -) 

U ~^ =/(* r ) 幺 (>)• 

6.2.19 以 u = f ，!；： :r：y 作自变量， 《; = j 

/_ + 2 ”&；"穿 = ° ( 长沙铁道学院 ) 


作函数，变换方程 




卜>. 


提示可参看例 6.2.11-6.2.13. 

多元函数可微性 

6.2.20 设 f ( x , y ) = < (: Z +; 2 广当 / + >^ 0 ， 

0， 当： r 2 十/ =()• 

求证••在 (0,0) 处, /( x ,： y ) 连续但不可微. 

提示连续性：1/(130-/(0,0)|<+/?^7-0 ; (0,0)处不可微 

最后归结为 证明％ 不存在 • 

注类似 考研® 可举出很多，但解法都一样.参看例 6.2. 15〜 6.2.17. 
☆6.2.21 确定 a 的值使得函数 




，: V )乓（0,0) 

， : y) = (0,0) 


在 (0,0) 可微 .（ 同济大学） 


提示证明/在 (0,0) 处珥微必需《> + . 

而 a > + , 则/在 (0,0) 处确实可微. 

再提示/在 (0,0) 处可微在(0,0)处存在， 
八 (0,0) = _ x 2 … sin 4要存在务必 a > i -. 


反之，若 a > +， 则 八 (0,0) = / y (0,0)=0. 
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证明 ：1) 若 g(0,0) = 0,g (: r，;y) 在 （0,0) 可微 ，且如 (0,0) = 0，则 / 在 （0,0: 
处可微，且 d/(0,0) = 0; 

2) 若尺在 (0,0) 有偏导数，且/在(0,0)处可微，则 d/(0,0) = 0 (武8 
大学） 

提示 1) 得先证明/“0,0) = /%(0,0) = 0，再证 

+ — /,(0,0)心-八 (0,0) △: y]-0 (当 ,0-0). 

2) 任务在于证明 /“0,0) = / v (0,0) = 0. 

再提示 1) dg(0,0) = 0=^',(0,0) = 匕（0, 0) = 0 •乂因 g 在（0,0)叫 
微，故 ，.v) _ 片 （0,0)-（0,0) A:c — (0,0 )△: y = 《（or’jy) = 0(户）， 


( 1—0 时）.从而 / z (0,0) = lim 




g(x,0)sin 


= 0 . 


同理 / y (0,0)=0. 



2) g 在 (0,0) 有 偏导数在 （0,0) 对 o : 连续，尽（：1：，0)—^(0,0)(当 

厂-0 时）.若 limgU ，0) = A 乓0, 则 sin _ = 牟 ，;)、 一《 = 0 ，[这 
广 0 y X 2 + 0 2 而 ,0) A V ， L 込 

儿，因/在 (0,0) 可微，故/对： r 在0处连续, /(；r，0)—0] (当 x ^ O 时） 矛盾. 


故㈤ g(os0) = 0= 只（0,0)，由此可推知/,(0,0) = 0因已知 g、（0,0) 存 
在，若 g ^( 0 , 0 ) = a ^ 0 9 
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则 sin 


VVTF 


/( i , 0)-0 

/(■r ,0) _ x _ ‘ 八 (0,0) 

iI 7^) ' iTTToT^o (当: r — o 时） ~^ • 


g(x ,>)sin - — -0 

进而得八(0,0)=巧- T ~~~~ = ] sin ^ = 0. 

同理可证 / y (0,0) = 0, 于是 d /(0,0) = 0. 

☆6.2.23 设函数欠 （ ljO 在（1。，>»。）可微，尽（：1：。， 1 >» 0 ) = 0，且3]^>0, 
使得丨 gU ，： y )|< A ^( 在 U 0 ，： y 0 ) 的某个邻域内），其中 p = 


y / (x - x 0 ) 2 + (y - y ^) 2 ，试证：任一函数 /(:r , y ), 若 iim /(*r ，;> ) = A 存在， 

no 

广，。 

则2 = /(^)尽（^)在（心，％)处可微.（仿武汉大学试題） 

提示先证 （ J ：。 ， ： y 。） = A〆 ， ( x 09 y 0 )^ z / y ( x 09 y e ) = Ag \ ( x 09 y 0 ) 9 

然后由尺(尤，？)在 （ j ： 0 ,： y 。） 可微，导出/(•2：,30在（^：。，3 > 。）处可微. 


( 


再提示 z x ( x 0 , 3 ^o ) = . lim 


9 y 0 ) g{x % y Q ) -0 


x - x 0 


r lim /(jt, vo) 


，x o 


， V 


X - x 0 


) = A ^ r (^ o ，>)， 同理 /，（心，％): Ag ' y (: r 。，％) •这时有 


^Z = f(x f y ) g ( x f y ) = (A + <») g (: r ,/，其中 a ~^0( 当 0 时）. 

于是去 - z\(x 0 f >o)Ax - 2^(X0 ,3^0 )Ay] 


p 

= 女[(八 + a ) 《（ U)-~ 。，: 

， = ^[ g ( J ， ： y )1 、 (' r o ，， o) Ax -g 、 ( J o ，： Vo)A > y] + ^^(U)—0 
(当厂 -0 时） …; 

由 g * 在 U 。，％) 处可微，第一项 — 0, 因 | g ( x ,： y )|< A ^ 知第二项 — 0(当 jo — 
0时) • 

故之=/(1，3；)在 U 。，％) 处可微/ 

☆6.2.24 设在（心，％)的某个邻域里存在，在（ >1：() ，> ) 的某个 

空心邻域里 A 存在，且 lim /^(： r ，： y ) 存在，试 证:八 在（: r 。，）。） 处连续，且 

x "* x o 

y ， y o 

，: y 。） 存在， /^( X 。,> 0 ) = / ， >r (xo ,« V 。）. 
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提示根据例 6.2. 8,只需二混合偏导数其中一个在 （ x。，％) 
连续即可.因已知故只需证明存 

在，且= A. 

再揋示 r々u 0 ，％)= 

广 y 0 y^yo 

利用 Lagrange 微分中值定理，3 f 在: y 与: y e 之间，使得 

/x(^o ，: y) -八（：0，外） = /^(10，？)(>-: y。）， 

因此 上式 = 1^1^/*^ (: r 。，$) = A . ' 

※6•2.25 设二元可微函数 F(*r,：y) 在直角坐标系中可写成 F ( x 9 y )-= 
/U) + g (: y), 在极坐标系中 试求 F(x 9 y). 

糸 6 . 2.26 设二元函数 F(x f y)-f(x)g(y )： 

1) 在极坐标系中珂表成 FU.y)^s(r)^ F(x 9 y); 

2) 在极坐标系中可表成 FU,：y) = p(d), 求 F(x 9 y). 

§6.3 多元 Taylor 公式•凸函数•几何应用•极值 

导读本节中的^ ^与 M 两部分是考研热点，适合各 
类读者•多元 Taylor 公式及 ft 函@要适合数学院系学生.非数 
学院系学生不作太多要求. 

* 一 、多元 Taylor 公式 

这里只讨论 Taylor 公式的唯一性及 Taylor 公式的某些应用. 
求初等函数的展开 ，一 般不感觉困难，此处从略. 

例 6.3.1 (Taylor 公式的唯一性）假设 /(:r ,：y ) 具有” + 1阶 
连续偏导数，若用某种方法得到展开式 

n 

f(x 9 y)= ^ XoVjy- y n V ^o(p m ). ( 1 ) 

i +> = 0 

其中 • 


• 676 


P = V^ joq ) 2 ^ (y^ y Q ) 2 9 


则必有 


= (: ，吹 .V '!^/ 卜。， 3 ^. 

(多元的情况有类似结论 .） 

证已知 /( a:,：y) 有 n + 1阶连续偏导数，故 /(o：,：y) 的 Tay- 
lor 公式成立： 

/(u)'J 。 ^^(^7/( m)). 

(x-xo)^^-^)^ + o(p n ). (2) 

(1) 式减 (2) 式，便得0函数的展开式 

n 

0= 2 ^ ij (^ ^ x o)'(y ^ yo) J ^ °( p n )* (3) 

i>i = 0 

其中 = A « ~ (i + j )I al - ay /( x o , y 0 )- 

因此，我们只要由式 (3) 推出 f ^=0( f +) = 0,1, …，; 2) 即可•作变 
量替换 


f = X - x 0 ， 7 = ：y -: y 0 - 
对于新变量 U, 7 ), 式 (3) 变成为 

0= S B^r/^oip) ( p = /YTY). 

为了照顾习惯，仍把 U, 7) 记作 （z,:v) •于是问题化为由式 

0= 2 + o(^) ( /0 =/^ r T7) (4) 

«+>»o 

证明 6^=0(/+j=0,l,2 , …，;为非负整数） • 

首先，在（ 4 )式中，令产-0,便得 Boo=0 •然后.，令： y = or， 则 
(4) 式变成 


2 ^B^ ，+> + o(x") = 0. (5) 

»+>=i 

设 j： ~ 0,用 x 除此式，令 x—O, 得 
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Bio + °Boi = 0. 

因 a 为任意实数，故知 B lo = B ol =0. 

(5) 式成为 

2 ^o(x n ) = 0. ( 6 ) 

•十 2 • 

同样 ，(6) 式除以？，令： r -0, 得 

I 

B 2 o + + a 2 B 02 =0. 

由 a 的任意性，可知 b 20 = b u = b 02 = o . 

从而 (6) 式变成 

n 

2 a J B iS x^ J ^-o(x n )=0. 

如此继续下去，可得 i 切 

Bij =0 (i + j = 0 ， 1 ， 2,… ， n). 

证毕. 

注有了唯一件，求 Taybr 公式展开式，不一定要用求导数 
的方法，只要余项是〆的髙级无穷小量，所得的展开式，必是 Tay- 
lor 公式的展开式（见本节后面的有关练习）. 

下面二例说明 Taylor 公式的某些应用. 

例 6.3.2 设 DGR” 为凸的有界闭区域， /(P) 在 D 上有连 
续的一阶偏导数.试证 :/(P) 在 D 上满足 Lipschitz 条件.即： 3L 
>0, V/VP 2 6D 有 

|/(P )-/( P 1 )|<L|P-P 1 |. (1) 

证据已知条件可知 ：3M>0, 使得 

1八⑻ |<M，VPeiM = l，2，.，n. 

i 

因 D 为凸区域，据 Taylor 公式， VP,P^D, 

3P # eP^CD， 使得 
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I 1 = 






这里 P = (x t xJ,P. 


I Xi - x lti 1^ Mnp(P ，尸 i )， 

=( 々 ., ， 0^.2, … ，工 1 ,»)•令 L = Mn ， 则 


得式 （ 1). 

由本例可知，在有界凸区域上函数/的一阶偏导数连续有 
界，则 / 在此区域上一致 连续 . 

^ p 

☆例 6.3.3 设 F (: r ，： y,z) 在 R 3 中有连续的一阶偏导数 巧 , 


|^， g ， 并满足不等式 *' 

d y n z 

y - x + >0, V (x ， 3 »»z)^R 3 * 

其中 《 为常数•试证 明：当 Uj , d 沿着曲线 



•r = - cos 之，汐 = sin 


1 9 z = 1 9 t^0 


趋向无穷远时，/ ? (工，3；，2：)—十 00 .(北京大学） 

方法利用推导多元 Taylor 公式的方法，对函数 ^(0 = 
F (- cos f,sin Z,0 应用一元 Taylor 公式 ：0(r ) =少(0) + $’（ r )/. 

证对曲线 r 上的点 （x ,： y , z ) = ( - cos Z，sin t , t)^：r 


有 F{x,y,z) = F( - cos f，sin t ， t) 

=F (- 1,0,0) + I F( - cos t t sin t ,t)V t \ t ^ T 9 1 . 


记 /3=F (- 1,0,0), 记 r 对应的点为 Q: 

Q = ( - cos r ,sin r,r) = (f ，亨， f )， 


则 

I F( - cos 

t ,sin 

t,t)V\ 

f* r 


. 9F 


dF 



= smr.G 

+ cc 

Q 


Q + H 


3F 

.dF 

,3F 

3x 

q d y 

Q 3^ 


>a>0 ( 据已知条件 ） • 
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于是我们有 F ( x 9 y 9 z )> fi ^- at—^oo (当+ oo 时）. 
证毕 • 

二、凸函数 


^作为 Taylor 公式的一个应用，我们来研究凸函数. 

‘定义区域 D £ R ” 称为凸的，当且仅当 
Vjc 、 j/€D,VAe[0 ， l] 有 A^r + (1 — A )y€:.D. 

_v = /( x ) 称为凸区域 D 上的凸函数，当且仅当 V /、： yeD , 
VA€[0,1] 有 

/(Ax + (1 - X)y)^Xf(x) + (1 - X)f(y) 

(若“ < ”换成则/称为严格凸的）. 

其几何意义如图 6.3.1 所示. 



图 6.3.1 

定理1 设/在凸区域 D 上定义并且有连续的一阶偏导数, 
则/在 D 内为凸函数的必要充分条 件是： ViofGD 有 

f(y)^f(x) + (y-x)V f(x). ( 1 ) 

其中 x = (A ,« r 2 ，…， * rJ ,： y = (h …, 
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V 一 


(: y 一 


著)， 

x)v/(x) = §^(y\ - a ) + 备 (: V2 - 工 2 ) + … 


十^•(: v ” 一 工”）. (2) 

证1° (必要性）.由于/在 D 上为凸函数•故 V * r 、： y € f ), 
VAe [0, l ] 有 

/ [ A,y + ( 1 - A ) x ]^ A /(^) + (1 - A )/( x ) , 

即 / [x + A (^- x )] - f ( x )^： Xf ( y ) - A /( x ). (3) 

因/有连续的一阶导数，故/ 可微： 

/ [x + A(^-x)]-/(x) = (^―/(^) Ja(^i - a ) + …+ 

-xJ + e ^ C^i - x 1 ) + - + £ M A (> r B - xj , 

(4) 

其中…， 0 (当 A -0 时）•将 （4) 式代入 （3) 式，令 A 与0,以 
A 同除 (3) 式两端，再令 A -0. 得 

(点 /⑴ )(，i -工。“. + (士/(工)卜 ~ x H Xf ( y )~ f ( x ). 

注意到式 (2), 此式左端即为 (: y -； r ) V /( x ) .故 （1) 式得证. 

2 。 （充分性） • Vx 、： yeD , VAe [0, l ], 记 z = Ax + (1- A)：y 
€ D , 按已知条件， 

f ( x )^ f ( z ) ^ (x - z)V f ( z ) 9 (5) 

+ ( jy - z)V f ( z ). (6) 

将 (5)、(6) 分别乘以 A 与 （1- A ), 然后相加，得 
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A/(x) + (l-A)/(^)>A/(z) + (l-A)/(r) - 
+ [A(x-z) + (l-A)(y~^)]V/(z) 

=/(z) 十 |[Ax + (l-A)y]-z|V/(z) 

=f{z) ^ \ Z - z\V f(z) 

= /( 之 ） = /[A:r + (1 一 A) ： y], 

即 /{Ax + (1 - A)j;]<A/(x) + (1 - A)/(jy). 

这就证明了 / 为凸函数. 

定理2设 DSR ” 为凸区域，，…，心）在 D 上定 
义,有连续的二阶偏导数，证明 /(x) 在 D 上为凸函数的充要条件 
是 Hessian 矩阵 

(槪， 

在 D 上为半正定的•（浙江大学） 

证 r (充分 性）. Vi、：yGD， 根据丁 aylor 公式，3?=工+ 
外： y-x)(0<tf<l), 使得 
/(^) = /(x) + (^-x)V/(x) + 

士 [(: y, -4)4 + …+ (% -x”) 点 ] /(e). ( 1 ) 

注意到 

3 ^ -,2 

(:VI 一 文1) G + … + (乂 ^ x n) /(f) 


-工 
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若矩阵…， M ) 在 D 上为半正定的，则 （2) 式 
非负，（1)式成为 . 


f(y)>f(x)-^(y-x)S7 f(x). • • • 

从而/在 D 上为凸函数（定理 1). 

2° (必要性）•用反 证法. 假设为非半正定的，则 
3 xGD ， 及 ，…，心），使得 


( h t ， 


人 )( 撰) 


hr 


h 


<0 


⑶ 


另一方面，由 Taylor 公式当0时， 

/(x 4- AA ) 

= /(x) + AAV/(x) + i-(AA I ,-,AA 1I )(^^) 


Xh x 


+ o(|AA| 2 ) 


= /(:)+ mv / u ) + 士; i 2 ( a , ，•..，/«”)(钱 


h l 


h 


o(A 2 ) 


= /(x)+AAV/(x) + A 2 


扒〜 ”) 饌 ) 




h . 


^ o ( l ) 


由于 (3), 当 A 充分小时,此式右端第三项为负，于是 

/(x + A/ l )</(x) + A/i V f(x ).. 

与/凸性矛盾（见定理 1). 

三、几何应用 

要点空间曲线 *r = x (£)，7 = 7(0 ,z = 2： U ) 的切向量为 
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•曲面 F(x 9 y 9 z) = 0 的法向量为 （ F ' x , 
F : F \). 让流动向量与之平行或垂直，就可写出空间曲线切线、 
法平面，空间曲面的法线与切平面方程，和解决与之有关的问题. 
例 6.3.4 求 :r = rcos (p y y- rsin (p 9 z = root a 在点 Af 0 ( p 0 ， r 0 ) 

处的切面与法线（其中 《 为常数）. 

解对应的曲线为 

•r = 厂 0 cos <p,y= r 0 sin <p 9 z = r Q cot a. 

它在 M 0 的切向量为 T, = r 0 (- sin (p 0 ,cos 史 0 ,0) •类似可得 
外 曲线在 Af 。 的切向量 

r 2 = (cos cp 0 ,sin <p 0 ,cot a) . 

从而曲面在的法向量为 

n = r, x r 2 = r 0 ( cx>s <p 0 coi a ，sin 史 O cot a ，一 1). 

由此可得切面为 

: rcos + 3^sin cp 0 - ztan a =0. 

法线为 ' 


■r 一 r 0 cos <p Q _ y - r 0 sin <p 0 z— r 0 cot a 
cos 9o sin <p 0 — tan a • 

☆例 6.3. S 证 明：若 FU , r ；) 有连续偏导数，则曲面 S : 
KUx - &， n ： y - mz ) = 0 上任意一点的切平面都平行于直线 

f = J = +•(东北师范大学） 

证 曲面 S 上任意一点（ X 。，％,的 法向量 与切平面分别 
为 

n = ( nF\ , nF\ f - IF\ - mF\ ) , ，r ' 
nF’，(x — x 0 ) + nF: •(: y — ； y 0 ) — （ /F’. + mF'J-iz - z 0 ) =0. 
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直线 L 的方向数为 

n m (l ,n) = l 9 nF\ + m • nF\ + « (一 IFmF / v )=0. 
因此该直线与 n 垂直，故 L 与任意一点的切平面平行. 

*例6.3.6设 D 为凸的有界闭区域，曲面的方程为 

z - fix 9 y) 9 (x 9 y)^: D. 

/( U ) 在 D 上有有界的二阶导函数.今用 WPhP ) 表示曲 
面在 P(x 9 y) eD 9 P x (x l9yi )^D 两点法线之间 夹角. 

试证当 P 与尸 丨充分 接近时 f ( Pi , P ) 满足 A . M.JlHFiyHOB 
(李雅甫诺夫）不 等式： 

< p ( P lf PXcp ( P l 9 P ) 9 P x , PeD 9 
其中 c 为常数， 〆 P ,, P ) 表示尸,与 P 之间的距离. 

分析我们只要证明 

9^y sin <p^cp(P x 9 P) 

即可•已知0<9<号时，第一个不等式成立 （（ 0，号）内？^\ 
!). 现只须证明第二个不等式. 

丌 

证法向量为 

n(P) = (/ x (P),/ y (P),-l), 

«( P ,) = (/,( P ,)， A ( P ,),-1). 

可见 In (尸）|>1，|/1(/^)|>1•故 

. 2 — ln ( P 1 ) x n ( P )| 2 /r ^ N ,"、 12 

Sl ” -TnJpJVMPW <ln(P ' )Xn(p)l 

i j k l 2 

=/x(Fi) r y (p l ) -i ， 

/AP) f y (P) -i . 

=( 八⑻-八 ( p )) 2 + ( 八 ( pj -/ x ( p )) 2 
+ (/ r ( P ,)/ / ,( P )-/,( P )/,( p 1 )) 2 . ( l ) 
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由已知条件知 ，3 M >0, 使得 D 内有. 

利用中值定理： 3 P * epp ；[ i 5 P l = ( x i 9 y l ) 9 P =( x 9 y )] 9 

I 八 ( p .)-/:( p)iHrw )u - x )+ rw )(： y , -州 

<2 M P ( P ly P ). 

(因 D 为凸域， P *€ D .) 同理 

\ f y ( P l )- f y ( P )\<2 Mp ( P l 9 P ).' 

故 

\ r r ( Pr )/ y ( p )- rAP ) r y ( p l )\ 

<l/x(Pl)ll/ > (P)-//P|)l + l/ y (P,)ll/ x (P 1 )-/ x (P)| 

<4 M 2 p ( P l 9 P ). 

由式 （1) 

sin 2 2 M 2 )8 M 2 p 2 ( P i 9 P ). 

可见当 P ( P 、 ， P ) 充分小时， , 从而 

0^<p(P x ,P)^ysin <p^cp(P { ,P), 

其中 C =/2 nM v / T +2 Af 2 为常数. 

* 例 6.3.7 从原点向单叶双曲面 

工 2 4•: V 2 一之 2 一 ， 

7 7 = 1 

的切平面引垂线，求垂足的轨迹. 

解所谓垂足，即切平面与垂线的交点.曲面上任意一点 
(工1,心）的切平面为 

7 + W 

过原点向此切平面引的垂线为 

• ^ ^ - b 2 y _ 一 c 

工 1 3^1 ~ " 
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我们的问题 是：当 沿单叶双曲面 

2 2 2 

• x \ ,yi z \ _i 

7 + V 了 1 


⑶ 


移动时，求方程式（1)、(2)所决定的垂足 U ,： y , z ) 的轨迹.因此，只 
要在（1)、(2)、(3)中消去 A 、: ，求出 （ u , 2 ) 满足的方程即 

可.令 (2) 式等于则得 . 

x, = ka 2 x ,y x = kb 2 y 9 z x = 一 kc 1 z • 

代入（1)、(3)，得 

k(x 2 十 jy 2 十 z 2 ) == 1, 々 2 ( a 2 工 2 十 b 1 y 2 — c 2 5 = 1 . 

从而 

(x 2 + 3 ； 2 + z 2 ) 2 = a 2 x 2 + 6 2 jy 2 — c 2 z 2 

即为所求. 

*例6.3.8设 a >6> c >0 为三个正数.试证 R 3 中 任意一 
点 JVfU ，： y ， z ) 处，有三个二次曲面 


x 


y 


Z 


a - A , b - A, c - X] 


= 一丨 (i = l ,2,3) 


a) 


(其中 A ,, A 2 , A 3 为三个彼此不同的实数），它们通过点 M , 并在 M 
点相互 正交. 

提示要求\(/ = 1,2,3)使 （1) 式成立，即要求函数 
F ( A 2 ) = x 2 (6 2 - A 2 )( c 2 - A 2 ) + /( a 2 - A 2 )( c 2 - A 2 ) 

+ z 2 U 2 - A 2 )(6 2 - A 2 ) + U 2 - A 2 )(6 2 - A 2 )( c 2 - A 2 ) 

的根 . F ( A 2 ) 为 A 2 的三次多项式，且在区间 [ c , 6], [6, a ], [ a , 
+ °°)端点上异号，因此有且仅有三个不同实根. 

在处，三曲面的法向量 

n< = (a^Xy ) ( t = 1 ， 2 , 3 ) 

相互正交•因为 i 与）时 


n . • n . = 


4x 


4 v 2 


U-X]){a-X)) (b z - X])(b 2 - X)) 
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4 z 


(c - A f )(c - Xj ) 


4 






■ 

: y 


A? b 2 -X) c 2 -X] 




4 


A • - Aj 


[(- l )-(- l )]=0. 


☆四、极值 


a. 自由极值 

要点自由极值又称局部极值 ./ 在点 P 。 有极大（小）值，指 
函数/在 P 。 的某 邻域里 ，恒有 /( P Q )>/( P ) (或 /( P 0 x /( P )) 
[将 >(<) 改为 >(<), 则称为严格极值]. 

求自由极值的方法 步骤： 

1) 求可疑点•可疑点 包括: i ) 稳定点（即一阶偏导数同时等于 
零的 点）； ii ) 使至少某一阶偏导数不存在的点. 

2) 对可疑点进行判断•基本方法是 ：（ a ) 用定义 判断； （ b ) 利 
用实际背景进行 判断； （ c ) 利用二阶导 数：设 P 。 为稳定点，在 P 。 
Hessian 矩阵 


八 ■，八 


X 2 


/V 


H(P 0 ) = 



I ’ M ， ’'、，•••， 八， ' J 

为正定的，则 / 在尸。处取极小值，若为负定的，则/在 ^取 
极大值 . H ( P Q ) 为不定的，则/在 P Q 处无极值•具体到二元函数即 


当△>()，且 AJ U ( ryo ) >0 时,/在 U 。 ，: y 。） 处取(严格）极小 • 
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当 A >0, 且/二1(:。.心<0时,/在（0； () ,3/ () )处取(严格）极大. 

当 △<() 时，/在（1。，％)处无 极值. 

当△ = ()，情况待定. 

多元极值有两个观念值得澄清，其 一是: 一元函数的极大与极 
小总是交替地出现，多元函数谈不上交替，甚至只有一种极值（无 
穷多个）.如 

☆例 6.3.9 证明 ：函数 

z = /(:r ， jy) == (l + e y )cos x — ye y 
有无穷多个极大值，但无极小值 .（ 大连海事大学，中国人民大学） 

证 八 = (l + e y ) (- sin x) ，八 = (cos x-1 - We ’ •令 / x =0, 
八二 0 ，解方 程，可得无穷多个稳定点（ X ，，>\ ) = ( n 7 T , COS HTt - 1 ) 
( n =0,± l ，±2, …）•当 偶数时，在 （A ，: yj 上 

△H 广，2>0,八= - 2<0. 

故/在 (2 h ，0) 上取极大值（走= 0,土1,土2广.）.当《 =奇数时, 
在（七，火）上 

△ = - A = -(l + e _2 )e' 2 <0, 

此处无极值•总之,/有无穷多个极大而无极小. 

另一个值得澄清的问题是 ：（ 以极小为例）/在某点取极 
小，是指/在 P e 点的值比某邻域里其他点的值小•假设在过点 Pq 
的每一直线上,/在 P 。 取极/〗、，问是否能断言/在/%为极小？回 
答是否定的.如 

例 6.3.10 / U ，： y ) = (:V - x 2 )(：y - 2 x 2 )， 当限定 （ x ,： y ) 在 
过(0,0)的直线上考虑，/在 （0,0) 处为极小，但作为二元函数，/ 
在 (0,0) 处无极值. 

读者用定义,很容易证明. 

关于自由极值的求法，下面还会讲到. 

b . 条件极值与 Lagrange 乘数法 

要点若 : y = /(々，…,工鋪 ） 及仍（工” •，” ，心 ） （i = 1,2,…， 
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7n;m< n ) 有连续偏导数，且 Jacobi 矩阵 的秩为 r = 
m (不妨设行列式^与 0), 那么函数 : y = / Cr , ， …， A ) 

^ v I » > *^m / 

在条件 . I 

9,(0^ ，…, 0^) = 0 (f = 1 ， 2,…, m) 

限制之下的极值点，可用 Lagrange 乘数法寻求. 

具体作法是：首先作 Lagrange 函数 

m 

[(a ，…， x ”） = /(Xi ，••• ，《 r n ) + 2 ^(p 人 x 、 ,•••,*!：”）， 

» = i 

然后解方程组 

L \ x = 0,L 、 =0,•••,!/:_ sO’rU, ， … ， o：”）= 0 

(，= 1,2 f •••, m ) 

求出稳定点•这里 A , 为待定常数，有时不一定要求出. 

最后，对稳定点进行判别，常用的方 法是： ' 

0利用极值点的定义进行判别. 

H ) 利用实际背景进行判别. 

iii) 利用 Lagrange 函数的二阶微分迸行判别•若在某稳定点 
尸。处 （1 用相应的值） •’ 

d 2 L ( P 0 )>0 (<0), 

则/在此点 P 。 取条件极小(大），其中 .. 

d2L(F#)= ( a§7 dj: ' + + …+ 4； d 工 ” f L ( p 。) 

n ' 

= 2 ^ x k x ( Po ) d ^ k^Xj , 

dx,(f = l ，2, …，； i ) 应满足方程 •'： • 

S d^^ P o^ x i =0 G = 1 ， 2,… 》 m). 

☆例 6.3.11 求函数 f(x 9 y 9 z) = x 4 -h y 4 + 〆 在条件 xyz 
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下的极值.该极值是极大值还是极小值？为什么？（厦门大 
学） 

解 I L = x 4 + y 4 + 2 4 + A {xyz 一 1 ) ， 


L\ =4x 3 + Xyz = 0, 

(1) 

L y = 4y l + Xxz = 0, 

(2) 

L\ =4z 3 + Xxy = 0, 

(3) 

xyz = 1. 

⑷ 


解此方程组，得四解 、 .•. 

;(1，1,1〉，（一 1, — - 1,1, — 1) 与（1，一 1< - 1) ••: 

在这些点上 f ( x 9 y 9 z )= 3 . ， | ， 

这些点均为极小点.因为对称性，只要证明其中一个.例如 

P, = (1,1,1). 

考虑第一挂限.因为在曲面 : r yz = l 上 



f(xjy 9 z) = x 4 ^y 4 ^-}-j. 

在 Qry 平面上，以0：〒^,0：=2,：/=+,7 = 2四条平行于坐标轴 

• 691 • 





的直线，围一矩形 ABCD (如图 6 . 3 . 2 ) 在矩形边界上/的三项中 
至少一项不小于 16 ,故 

/( x ,^ A )> 16>3 = /( P 1 ). 

可见 的最小值只能在内部达到，但内部只有一个稳 

定点 （ 1 , 1 ), 故 （ 1 , 1 ) 是 /( a :, ^的极小点.换句话说, /( u , 

z ) 在条件 xyz ^ l 之下在点（ 1 ， 1 , 1 )处取极小值. 

解 I 利用上述方法求出稳定点后，可用二阶微分来判断.如 

点尸 1 = ( 1 ， 1 , 1 ).由式（ 1 )得义= - 4 .从而 L 的二阶偏导 数在点 

# 

尸,处的值为 > : ' 

I /: = 1 /办= I /: = 12 , = L \ = L "„ = A = - 4 • 

因此 ：v 

d 2 L(Pj ) = 12 ( d « r 2 + djy 2 + dz 2 ) — 8 ( dxd3i + dydz + dzdx ). 

由 xyz = 1 知 dz = - dx - d;y . 代入上式可得 
d 2 L ( P ,) 

= \2(dx 2 + d^ 2 + dz 2 ) - ^[dxdy + (dy+ d*r)( - dx ^ dy)] 

= 12 ( d : r 2 + dy 2 + dz 2 ) + 4 ( d « r 2 + 2 dxdy + dy 2 ) 

+ 4 dx 2 + 4 dy 2 

— 12 ( dx 2 + d ^ y 2 + dz 2 〉十 4 dz 2 + 4 d : c 2 十 4 djy 2 > 0 . 

故/在 6 = ( 1 , 1 , 1 ) 取极小.其余各点利用对称性可得. 

C . 求函数在闭区域上的最大最小值 

要点 求函数在闭区域上的最大最小值,一般方 法是： 先求函 
数在区域内部的极大极小值，以及边界上的（条件)极大极小值，然 
后进行比较•或者，直接将全部可疑点的值进行比较，最大者为最 
大值，最小者为最小值. • 

例 6 . 3 . 12 . •试求 f { x >y ) = ox 2 + Ibxy ^ c ; y 2 在 f 2 + /<1 
上的最大最小值（设 b 2 — ac > 0 , a -, 6 > c > 0 ). 



解 r 先求函数在区域内部 o： 2 + /< i 的可疑点，令= 


八=0,得 


肛 + 6：y = 0 ,因为 

a b 

bx 十 o = 0. 

b c 


= ac - 6 2 与0.故只有唯一解 


( 0 , 0 ),/( 0 , 0 ) = 0 . 

2 ° (再求边界 x 2 + / = 1上的可疑点） 

设 L = ax 2 + 2bxy + cjy 2 — 义 ( ： r 2 十夕 2 — 1 ) • 
令 = 得方程 


( a - A)x + 63 , = 0» (1) 

I 6 a : + (c — A )>» = 0. (2) 

因工 2 + / = 1 上（^)与(0,0),要此方程有非零解，必要 


a — A b 
b c — A 



得 x ~ a ^ c - ^ (a — c) 2 +46 2 

将 （1) 式乘以 x ,(2) 式乘以: y , 相加，注意 x 2 + ： y 2 = l 得 

% 

f ( x , y ) = ax 2 + 2 bxy ^ cy 2 - X u2 . 

3°将上面求出的可疑值进行比较，可得函数在/ + y < i 上 
的最大、最小值为 


max /U) = max |0 ， A"A 2 f=^l^i|^lll^. 

min /(x) = min|0,A, ,A 2 { = c)U 46 '. 

例 6.3,13 确定 f ( x 9 y )= 4 x ^- xy 2 ^ : y 2 在圆域 《 r 2 + y 2 <l 
上的最大值和最小值 •（ 四川大学） 

解因八（^) = 4 + />0 ,故在圆内无极值•最大、最小值 
均在圆周 o: 2 + ： y 2 = l 上达到.这时 

f(x,y)^4x^ xy 2 ^ y 2 = l^5x- x 2 - x 3 = <p(x). 

令 <p\ = 5 -2x -3x 2 = (5 + 3x)(1 - x) = 0 t 

根据的符号，可知 pU ) 在[- 1 ,1] 上 ，《r = - 1 达最小， I 二1 
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达到最大.从而 

max /=/(1,0) =4, min /=/( -1 ， 0)== -4. 

d . 用极值证明不等式 
i ) 用自由极值证明不等式 

要点若求得/在区域 D 上的最大、最小值分别等于 B 和 
A ,那么我们实际上获得了不等式 

a</(pxb (当 peo ). 

反之，要证明关于函数 f \ g 的不等式 

/(尸)<发⑻（当 PGD ), 

只须证明函数 0( P )=/( P )- g ( P ) 在 D 上的最大值（或上确界) 
或 9 ( P ) = g ( P )-/( P ) 的最小值（或下确界） A >0. 

例 6.3.14 证明： 时，下面的不等式成立 

ts ^： t\n r 一 r 十 e 5 • 

(武汉大学赛题） • 



证 我们只要证明函数 

<p(s 9 t) = tin t - t ^ e - ts 


在 
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D = |(s,r) ： 5^0,r^l| 

上有最小值 0 .固定令 

(p\{s,t)- - t-^e =0, ; 

得 s = ln /( 即 Ff ). 且 

^; U ，/)<0 (当 0< s<hw 时）， 、 

^,( s , O >0 (当 in 时） • 

可见 < p ( s ， d 的最小值只能在曲线 f 上达到.但 

(p(s 9 e ) = e 4 5 — e 5 十 e J - e 5 s =0, 

故在 D 上 〆 证毕. 

例 6.3.1S 求证 

/(x ,. y ) = yx y (I - x )< e _i 9 0<x< 1,0<^ y < + 00 . 

(吉林大学） .. 

方法证明/(1,7)在0<0：<1,0<3；<+ oo 内最大值小于 
e '* 1 . ■ 

证 /在区域 0<«r<l,0< ： y<+CO 的边界上恒为 0, 而区域 
内部 /( x ，： y )>0 •故/的最大值只能在内部达到. 

/ X (x 9 y) = y 2 x y ' 1 (I-x) - y.r y = yx y ' l (y - xy - x). 
f >y) = x y x) yx y (1 - x)\n X 
= jr J, (l-x)(l + ^in x ). 

令八=八=0,在 0< x < l ,0 〈: y < + oo 内求稳定点，得 

y- xy- x=0 即 jy(l - 工 ）= a :， (1) 

及 l + ：ylnx = 0 BP x ^ e " 1 . (2) 

这表明 /(• rw ) 在 0< x < l ,0,<： y < + oo 内的最大值点应满足方 
程（1)、(2)•然而在（1)、(2)所确定的点上 • 

/(x,y) = yx^Cl- x) = e" 1 x<e _, . - 
所以 fix ,y) = ya^il 一 :! ：） '〆 1 , 当 0<o:<l,0 〈 : y< 十⑺时 . 
ii ) 利用条件极值证明不等式 

要点 若求得 u =/( P ) 在条件 <p(P) = a 之下的最大值为 
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BU ), 那么我们就获得了不等式 

f(PXB(cp(P)). 

☆例 ( i .3.16 求 ： r ；>0,： y >0,2：>0 时函数 
f ( x 9 y y z ) — ln x + 21 n 3 ; + 31 n z 
在球面 * r 2 十 / + 上的极大值.证明 a 、 fc 、 c 为正实数时 

a 〜 <l 08 (^t£) 6 . (l) 

(清华大学） 


解设 L = In a : + 21 n y + 3 ln ^ + A ( x 2 + _ y 2 + z 2 — 6 r 2 ) 

令 L ’： = I /，= L : : 0 ,解得 《r = 7~，>=*/5，，2：=*/5厂. 

. 因为 / 在球面 ： r 2 +： y 2 + z 2 = 6r 2 位于第一卦限的部分上连 
续，在这部分的边界.线上 9 x 分别为 0 . f(x f y f z ) = In x ^ 

21n y ^ 3 \ nz 为负无穷大，故 / 的最大值只能在这部分内部达到. 

而 （ r , Wr , 乃 r ) 是唯一的可疑点，所以/最大值为 /( r , v^r ,/5 r ) 
= ln ( 6VJr 6 ) 于是 

f ( x 9 y 9 z ) = ln xy 2 z 3 • 


<ln(6 V3r 6 ) = ln[6V3 (V • 


故 


xy 2 z 3 ^ 6 / 3 r 6 = 6 ^( 


x 


y 


6 


两边同时平方，并用 a = x 2 ,6 = / f c = z 2 代人便得欲证的不等式 
( 1 ). 


注用这种方法，可以证明一系列著名的不等式. 例如: 

1. 在条件 f ； a ,; = A 之下，求函数， 

1 1=1 . » 

/( X |，： C 2 ，…，；0 = ( 忘 a ” T (忘 

的最小值，可以证明 H 6 lder 不 等式： * 
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ta iXi <(± a ^(^) 7 


, > 0,x, >0,? = 1,2 ,…， + y 



2. 在条件文; 4 = \(i = l ，2, …， n ) 之下,求函数 

i ® 1 

^11 工 12 … 

X 2I X 22 … X 2n 

，工 2 ,…， X M )= • • • 

♦ 参 • 

• 鼸 • 

Al 文”2 •… ^nn 

的最大值[: T , 二 ( x n , x i 2 ，…， JC,”），i = 1,2, …， 《 ], 可证明 Had - 
amard 不等式 

攀 

• 參 # • 

1 % 

< n ^ ntxi . 

t-l i* 1 J 1 

如此等等. 

e. 极值应用问题 

要点求解极值应用题，关键在于选取适当的变量，使之能 



方便地表写目标函数以及约束条件. 

☆例 6.3.17 将长度为/的铁丝分为三段，用此三段分别作 
成圆、正方形、等边三角形，问如何分法，才能使这三个图形的面积 
之和最小 .（ 可以利用以下 结论： 二元二次函数 F ( x 9 y ) = ax 2 + 
bxy + cy l + rfx + ey + / 的极大(小）值，必为其最大(小）值 ）.（ 南 
开大学） - * 

% 解 1° 为了便于表达周长之和，与总面积我们不妨取 x 、： y、z 

分别表示圆之半径、正方形的边长、等边三角形的边长.于是总面 

积 * < •. :i _ : 
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S = ^ y ^ z 2 (目标 函数） • （1) 


应满足方程 ^ 

2 kx + 4； y 十= / (约束条件） • 

Lagrange 函数 w 

L = nx 2 + y 2 + 各 2 - 又 (2 訂 + 4y + 3 之 -/)• 


令 


得 


L\ = 2tzx - 2ttA = O f 

V y = 2 y -4 A = 0, 

L\ =^|z-3A =0, 


x - Xyy 


= 2 A , z 




⑵ 


这时铁丝三段长度的比为 

2%x : 4^ •• 3z = 2irA : 8A : 6>/3A = ^ ： 4 ： 3>/3. 

2。 （判断）将 (2) 代入 (1), 得 


S = 1CX 2 + y 2 + 售 “ - 2ita: - 4y) 2 

= nx 2 + y 2 + ^|(47t 2 x 2 + 16 ： y 2 + 

一 4x/x 4 8/y + / 2 )♦ 


' • ； ； A r : A-r 

\6 nxy 


由此可知 


A = - = 4'1 + 穿 U 十 4) •: 


> 0 , 


、 S : >0. ；. 、 

从而按上述比例分割铁丝，所围的面积极小，也是最小 • 

例 6.3.18 设 AABC 为正三角形，边长 A a •尸为 △ ABC 内 
任意一点，由 P 向三边引垂线（如图 6.3.4) 与三边的交点分别为 
D 、£、 F . 试求 ADEF 的面积最大值•（武汉大学赛题） 
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图 6.3.4 


解记 P 点至三边的距离分别为 o :，： y ， z . 

注意到 

ZDPF =.ZDPE = ZEPF = jn f • 
所以 △ D £ F 的面积 

^^DEF = Sappf 十 S^Dpf ； + S 厶讲 

=-ysin ^{xz xy ^ yz) 

=+.々+ : yz ) •(目标函数) 



得约束方程为 

I 

\ ax + \ a y + Y az ~ Y a m 9 

即 x ^ y z = ga •(约束条件） 


由此可得 


尸 z = 备 • 



⑴ 


⑵ 
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(计算和判断过程从略.本题求解的方法很多 .） 

例 6.3. 19 在平面上给一边长分别为 a ，6, c 的三角形，在它 
上面作无数个定高 A 的锥体，求侧面积最小的锥体 .（ 大连理工大 
学） 

解锥顶 H 在底面的投影记为 O , 从 O 到三边 BC 、 CA、AB 
的距离分别记为 x ，： y , H 如图 6.3. 5)，则锥的侧面积（目标函数) 
为 

S = \// i 2 + x 2 十士办 \//? 2 十汐 2 十士 c + z 2 • (1) 


H 



规定 :若点 o 与三角形 ABC 的内心在 BC 的同侧，则: T 算作 为正; 
在异侧，则箅作为负 •对: y , z 也作类似的规定•此时，不论点 O 在 
△ ABC 的内部还是外部，恒有 

去 。r + 士 b + ycz = ， (2) 

即 ax ^ by + cz - 2 S AABC = m . 


其中 

记 



V p(p a)(p - b)(p - c ) 9 p = 



L ^ a Vh 2 + x 1 + b / h 2 + y 2 + c y / h 2 + 
-\ {ax by ^ cz 一 m ). 
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令 L， x = L\ = = 0 , 得 


>/厶 2 + 工 2 Vh 2 y 2 Vh 2 + z 2 

从实际背景看，问题有最小值，无最大值.现在只有一个可疑点，故 
它对应最小值 .（3) 式表明最小值发生在三侧面与底面成等角的 
时候.因此，当 x ^ = z , 即0与三角形内心重合时，侧面积最 
小.此时 

S == -^- V h 2 + r 1 (a + 6 + c ) • 

其中 r =(内接圆半径 ） =二■ 二 c 2 , 

a + o + c 



下面这道命题在中学里已学会用几何方法进行推断，现在我 
们可用分析方法进行证明了.例 6.3.20 还说明有时可疑点可不必 
求出 • 

☆ 例 6.3.20 试由费马原 理：“ 光线总是按费时最短的路径 
传播”来证明镜面反射时，人射角等于反射角. 

提 示可令 

L = \/ x 2 + h] + V y 2 ^ ■~A(x + < y-a) 

(意义见图 6.3.6). 

由=广，= 0得 


I = / 

\/ x 2 h \ v ^ y 2 + h \ 

这表明 sin 6 X = sin d 2 9 d x = d 2 . 

另解 光程 


s ( j ^) = AP + PB = x 2 ^ h \ + y / (a - x ) 2 + h \ 

，， = -- x - fl ‘工 _ =i£n 

+ h \ y / (a — x ) 2 + h \ 
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* 例 6.3.21 设 

ax 1 + by 1 + cz l + 2 exy + 2 fyz + 2 gzx = 1 (1) 

为一椭球面，求证其三个半轴之长恰为矩阵 

a e g 

e b f (2) 

g f c ‘ 

的三个特征值的平方根的倒数 .（ 北京航空航天大学） 

方法求 U = 0： 2 + / + 在条件 （1) 下的稳定点，以求出 

P = 7工 2 + / +之 2 的极值.技巧是：回避求出稳定点，而从稳定 

点满足的方程中，直接解出 p = / P ^ TTT ^. 

解 因为户 =VX 2 ^ y 2 + Z 2 与 u = : r 2 + y 2 + Z 2 有相同 
的极值点.记 





+ by 2 + cz 2 + 2 exy 


+ 2 fyz + 2 gzx 一 1). 
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令 Z4 = 14 = Z4 = o , 得方程组 

(a - X)x ^ ey gz = 0 9 
ex ^ {b - X) y fz = 0， 
gx + fy ^ (c - X)z = 0.. 

此方程组有非零解必须系数行列式为零，故 

- A e g ( 

= 0. 


⑶ 

⑷ 

⑸ 


( 6 ) 


g / c - A 
这是 A 的三次方程式•因为椭球面是有心的非退化二次曲面，故 


S 


g 


^ 0 


因而方程 (6) 有三个实根 A , U 2 、 A 3 ①. 根据线性代数的知识它们 
是矩阵 （2 ) 的特征值•将 A ,. 代回方程（3)、（4)、（5),对方程（3)、 

(4)、(5)分别乘以相加，注意到 U , 3；, z ) 满足椭球面的方 
程 （1), 则 , 

A ; (i 2 + ： y 2 + 之 2 ) == or 2 + fry 2 -f cz 2 + 2 exy + 2 fyz + 2 gzx = 1. 

从而 x 2 ^ 


: y 




p — w x 2 y 1 z 2 = 


/A ： 


i = 1,2,3). 


这就证明了半轴之长等于矩阵 (2) 的特征值平方根倒数. 

* 例 6.3.22 试求平面 ax + /?y + yz = 0 
与圆柱面 . 


A 1 " 

相交所成椭圆的面积. 


( A 9 B >0) 


①可参看陈8编“解析几何讲义”（高等教育出版社）第二版 §66.2 及 §71.3. 
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解 I (用极值方法）要计算椭圆的面积 S = TOZ 6, 只须算出 


椭圆的半轴 a 与6.现在来说，也就是要求^ = Vx 2 + y + /在 

条件一办+ yz = 0及系+系=1之下的极值.以 〆 替换卜 


取 

L = 工 2 + y 2 + 2 2 + 2 A ( ax + 4- Yz) - /x 

令 I/, = = L\ = 0, 得 




x 



_户 


-^T I + Aa = 0, 


⑴ 



⑵ 


z + A / = 0, 

ax + /3 y + 72： = 0, 

X 2 

A 7 


2 



⑶ 

⑷ 

(5) 


(1)、(2)、(3)中消去 A 得/^的方程① 

~ ( y B2 + y Ai + B 2 + A 2 ^ j M + ^-^-( a 2 + /? 2 + y 2 ) = o . 


(6) 

(1),(2),(3) 分别乘以相加，得 

工 2 + / +之 2 

= /^(^r + ^)-A(ax + ^+ yz) = /i. ⑺ 

a , 6为所论楠圆的两个半轴，则它们应是^的极值•而 p 与 〆 
的极值点相同， （7) 表明 〆 的极值等于；满足方程（6)，设 (6) 
的两根为〜，# 2 ,则 fi x 9 / i 2 应分别为 a 2 ,6 2 .因而 


①利用 (4) 式，将（1)、(2)、(3)式分别乘以 < r 、#、 y 相加，再利用（1)、（2)式消去 
u 和又 • 
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S = Tzab = n •J (i x [x 2 . 

据韦达定理， 

户 1 户 2 = (g 2 + 〆 + y 2 )- 

所以 

s = ,-^ Y ^- TJTy . 

解 I (利用面积的投影）所证椭圆在^平面上的投影为椭 
圆 

5 t + f = 1 - 

其面积为 7TAB . 所论楠圆位于平面+办+作= 0上.该法线与 
Z 轴夹角的余弦为 


1/1 

7 TtTt 7 , 

根据面积投影关系，所论椭圆的面积 

s = 丌 ab yyj V a 2 + 矿 + y 2 • 

* 例6*3彳23设函数 F(x,：y) 在平面区域 G 内有定义，其一 
阶偏导数连续•又设方程 F(x 9 y) = 0的图形是一条自身不相交 
的封闭曲线 r,rc：G, 并且在 r 的每一点上 f^(x,；y) 和 p^(x, 
:V)不同时为零•试 证:若 AB 是 r 的一条极大弦（即 A, b 是 r 上的 
两点，且存在点 A 的邻域 L/(A) 和点 B 的邻域 17(B), 使得当点 C 
6 u(a) n 厂，点 D€ u(B) n r 时总有面<涵），则 r 在 a 、 
B 两点的切线必互相平行 .（ 武汉大学） 

证记八= (x A9 y A ) 9 B = U B ，: y B ) •根据题意，函数 M = (：r 
-々) 2 + 0-力) 2 应在条件 F (: r,：y) = 0限制下，在点 A = ( x Af 
h) 处达到极大.因此 

1.4 = [2(a ： - x B ) - 2(y - y B ) • y\] A - 0 . ( 1 ) 
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由 = + f ；- y x = o,/ x =一^1.代人（1)式得 

(x, - x B ) + - y B )[- pY^ A [ y y A A ) ) = 0. (2) 


F y(^A 

故曲线 F (« r ，： y ) = 0,在 A = ，： y A ) 点的切线斜率 

Fx ( X A 9 y A ) X A - x B 


々 A = - 

同理 B 点的切线斜率 


F\(^a ^ y A 


yA - yB 


=- 


X B - 


yB - y a 

比较（3)、(4)，知 A 、 B 两点的切线相互平行. 

* * 例 6.3.24 若 x G = …， x °”） 是函数 

f(x l9 x 2y — 9 x H ) = a ii x i x i 
在 d + x 2 2 + … + 4 = 1 上的 k 值点. 


a n = ) 


(3) 


⑷ 


a n … a Xn 
A =； : 

试证 = 0 或者 x ° 是 A 的特征向量•（兰州大学 .). , 

证 设 L ( x , ，: r 2 , …,：0 =备 a ii x i x j - A ( z ? + …+ 工己 •一 

1) ， 则/ = (4，_ r 〗 ，…， /•) 应满足方程 g = 0,即+ a i 2 x 2 

+ … ^-a iH x n - Xxi = 0(t = l,2 ， ".,n)." 

亦即‘叭 ， • • 、•、 


、 

工1 



工2 

= \ 

工2 

# 

• • 

• 


# 

■ 





故 • Ax ° -= Ax °. 
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这说 明/或 为方程 Ar ° =0的根（当 A = 0 时）； 或为矩阵>1的特 
征向量（当 A 与0时）. 

下面考虑 R n 中二次函数在 m 个超平面交线上的极值问题. 
※例 6.3.2 S 函数为 


f(x) = 


T 


Ax + B 


e R n 


约束方程为 Cx = D . ( 1 ) 

求 / 极值点的条件.其中 A 为 n X n 方阵,为 w 维向量， C 为 m 
x n 矩阵 （ m < n)，D 为 m 维向量， T 表示转置. 

解 设 L = y x Ax + B x + aT ( Cx 一 及），又 = ( A t ，…， 
A m ) T .令 ^ 


▽ L = 0,其中 VL = ( L \ ，…， L 


由此 


Ax + C T X = — B . 


与式 （1) 联立，即为 


A 

C T 

C 

O 


A 


一 B 
D 


此即为极值点应满足的条件.记 


H = 


A 

： C T 

• 

C 

! o 


若 H 1 存在，则 


/练习 6.3 

多元 Taylor 公式(此类考研试题相对较少） 

6.3.1 写出函数 /( u ) = ；/在点 （1,1) 附近的 Taylor 公式（写出二 
阶项，余项形式可不具体写出 ）.（ 兰州 大学） 
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(1 + 2 (y - 1) + In 2 (x - l)(y - 1) + (y - l ) 2 + o ( p 2 )) 
提示（可直接使用公式计箅） 


f ( x 9 y ) = /( x 0 ，《 yo ) + { h ^ k ),( x 。 ，，0) H 

M k ^ + k 易 ) f ^ o , yo )^ o ( P 2 ) 9 


其中 A = x — a *。 ，是 =：y - yo , 〆 = A 2 + 是 2 ，这里 /( j :, y ) = jy 2 ,( x 0 ,^o ) 
二 ( M ) (本题 B 的是考公式与计算能力 .） 

6.3.2 求 /( ：1：，夕） = eicos y 在(0,0)点带 Peano 余项的 Taylor 展开式 
至四阶项•（北京大学） 


{I ^ x -y(x 2 - y 2 ) + 去 / - Y xy2 + 去 〆 一 + 士 y 4 ， 〆〆 ）》 

提示方法 （1), 利用 f 和 cos y 的展开式 相乘； 方法 (2) 直接用公式计 

算 . 


再提示 


f(x,y) = 1 + x + + 1 2 


+ r \ y4 




6.3.3 求函数 /( u ) = 2 x 2 -: r：y + ： y 2 在 （1,-2) 处的 Taykr 展开式. 
(8 + 6( a : — 1) 一 5 (y + 2) + 2 (x - I ) 2 - {x - 1〉（> + 2) + (y + 2) 2 》 
提不 n I 用代换法，令 x -1 = u 9 y 2 = V. 

6.3.4 \ x \, \ y \ 很小时，求 

I + x + y 

arc tan ^- 

1 - x + > 

的近似多项式，准确到 x ,; y 的二次项. 


(子+工 - xy } 


«$ pjfflarctan^^arctanl + arctana . 


u ^ 


X 


y 


再提不原式= -~ + arctanj -^-- =专 - f'arctan x(l -夕 + y 2 + o(y 2 )) 


=+ + :(1 - ：y + ： y 2 + o ( y 2 )) -f o ( x 2 ) 
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= ^- + jt — jry + xy 1 + o ( xy 1 ) + o(jt 2 ) 


^ ^ x - xy. 

6.3.5 写出 f(x 9 y) = j* (1 + *r V v ck 的 Maclaurin 级数的前面不为零 


的三项 .《l + + a -+: r 2 ： y > 

提示 （1 + x) ,2y = /咖 = 1 十，， ^ + …) + •••• 

6.3.6 设 z 为由方程/ -2 m 十 : y = 0 所定义的 or 和: y 的隐函数，当 
文=1 和： y = l 它的值为 z = l •试写出函数 2 按二项式 x - l 和： y -1 的升幂 
排列的展开式中的若千项 .（l + 2 U - l )-(： y - l ) + [8(: r - l ) 2 -10(: r - l ). 
(r 1) + 3(厂1) 2 ] + …》 

提示用隐函数求导方法求2在 （1,1,1) 处对 o •、: y 的低阶（如一至二 
阶）的偏导数，代人 Taylor 级数. 

偏导数的几何应用 

注曲面 FU , js ^ r ) = 0 的法 向置为 （广空间曲线 x = 
1(0，> = 7(0,2=之（，）在 r = /。 处的切向量为（/(4),/(心）， 〆 （〜））• 
6.3.7 求曲面 〆 -2 + 0 = 3 在点（2，1,0)处的切平面方程（四川联合 
大学 ） 《or —2 + 2(： y - l > = 0> 

提示记 F ( x , y , z ) = e r - z + - 3,贝有 

F / x (2,l,0)(x-2) + F ； (2,l,0)( > -l) + F / t ( 2 a, 0 )z -0 

☆6.3.8 S 直线/: 10X + 2 ^ 2Z = 2? * 

•r + 夕 一 2 ： = G , 

作曲面 3 x 2 + y 2 — z 2 = 27 

的切面，求此切平面方程.（长沙铁道学院） 

提示过直线/之平面束为 

10 x + 2 y -2 z -27 + k ( x ^- y - z ) = 0 ( V *6 R ) (3) 

求务使 （3) 与 （2) 相切. 

再提示让 (3) 与 (2) 的法向量相互平行，即方向数成 比例. 

6 x — 2 ;y 一 -2 z 令之 、 

10 + it 2 + >t -2 -k 乙 1 


( 1 ) 

⑵ 
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得 i = +(10+ 々）£,>^(2 + 々） £ ，之=(2 + ；0 / ，代入 ( 2 ),( 3 ) 

[i-( 10+^) 2 + ( 2 + 走 ) 2 — （2 + 々） 2 ]-r 2 = 

100 + 20^ + ^ 2 /-8 i 
9x +) 一 z = 27 和 9 *r + I7y - \lz + 27 = 0. 

6.3.9 已知平面方程为 lx + my + nz = p ， ① 


27 


= 0 



~1, 一 19 


再代人 （3) 得 


与椭球面方程为 i p r 
相切，证明系数满足方程/ 2 +6 2 m 2 + c 2 n 2 = p 2 . 


② 

③ 


(武汉水利电力大学) 


提示①、②相切=>(在切点处，二法向量平行）. 
再提示设在 U 0,2：) 处相切，法向量 




，” 券，外 


x y z 


=>x = kla 1 kmb 1 , z = knc 2 , ④ 

④代入②得々 = ( a 2 / 2 +^ 2 m 2 + c 2 n 2 )- r ，代回④，再将④代人①即 得③. 

6-3.10 试证曲面 S ::^ 在任何一点处切平面与三坐标面所围成 
的立体体积为定值.（合肥工业大学） 

提示切平面广，.（久一1) +广，.（ 1 ^ 30 十广,（ 2 ：-之）= 0上，流动点 

(义，7,2)在坐标轴上可分别求出三个截距^!，2£!,^!，可验证四面体体 

xz xy 

积为常数 .. 

事实上 以=+ [士 ( V . S )]. 等 

6.3.11 证明••曲面 + v ^+ v 7= v ^ U >0) 的切平面在坐标轴上割 
下的诸线段，其和为常量•（华东理工大学，上海化工大学） 

提示 （ or ,： y ， 幻处之切平面 


丄 + 丄 + 丄 =1 

V~ojc -/ay •/az 

截距之和 + \/~ay + ^/~az^/a*-/a = <2(\^( 了， >,2 ： )6 该曲面 ）. 
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☆6.3.12 求曲线 C : a ： = r ,： y = - ,， z = r 3 , 上与平面 n ： x ^2 y + z = 4 
平行的切线方程.（大连理工大学） 

提示可求出曲线 C 的切向 fir 和平面 7 T 的法向量 H ， T //7 C => Till => 


T-« =0 

再提示 


r=(x / t9 y / tf z / t ) = (l 9 -2t 9 3t 2 ) 9 
n = (r x ， F' y ,F\) = (l ， 2,l), 

x-n = l-l + 2.( -2/) + l*3 之 2 =0=>r = 1，+ . 


=1 时切线为 


-2 


T 


时切线为 


T ”音 


2 


互 ，即# 


一 9 ： y+l 一 




Hz - 


☆6.3.13 求曲线 C : 


y 


Z =6 ， 

. =0， 

I 

在点 M ( l , _2，1)处的切线及法平面方程.（北京科技大学) 


① 

② 


《切线 


一 6 


，: y + 2 = 0; 法平 面为： r-z = 0> 


提示曲线 C 是椭球面①与平面②的交线，可分别求出①、②在点 M 
处的法向量心、/1 2 ，这时/ I , ><；! 2 就是曲线 C 在点 M 的切向量.由此可写出 
C 在 M 处的切线与法平面方程. 

再提示 n , = (2 x 9 2 y 9 2 z ) 9 n 2 = (1,1,1), 



= (- 6 , 0 , 6 ). 



☆6.3.14 求椭球面 S ：3 x 2 +/ + z 2 = 16, 
与球面 x 2 + y + z 2 = 14, 

在点 P c (_ 1,2, 3) 处的 交角. （武汉测绘科技大学) 





① 

② 


• 7 J 1 • 



提示 


«, */1 2 = I n, II n 2 Icos 

Q = 12+16 + 36 = 8 
p 0 ~ ^/88-v^56 7W* 

☆6.3.15 在曲面 

jr 2 + 2y 2 + 3z 2 十 2 xy + 2 xz + 4 yz = 8 

上求出切平面平行于坐标平面的诸 切点. 

提示利用法向 M 与坐标轴平行. 

再提示曲面上某点 U,：y,z) 处法向童《，有 

-^n = (x + ^+ z,j + 2^ + 2z,j- + 2> + 3z)//A: = (0,0,l), 


fj + >>+2=0, • 

可得 ^1 + 2 夕 + 2? = 0， =>j = 0, - y = z = a 

+ 2 y + 3 z = a 

代入曲面方程得 《= ±2VI, 故平行 x：y 平面的切平面之切点为（0,±2^， 

不 2v^), 类似可求出 f* 行另两个坐标面之切面切点. 

6.3.16 在拥球面 

上怎样的点，椭球面的法线与三坐标轴成等角？ 


《共有两点 ：（±a 2 |*|，±6 2 UI±c 2 |*|>，UI = (ci 2 + 6 2 + c 2 r + > 
提示法向量与三坐标轴成等角，则法向 M 的三分 M 应相等. 

再提示 - j-n = ) 与三坐标轴成等角 a， 则 


= = Inlcos a 


代人曲面方程得 k = --. — 

V a 2 + 6 2 + c 2 

6.3.17 证明 ：锥面 • 

z = x Ai ) 

的切平面经过其顶点. 

说明设从原点出发的射线/,与 • rdj 轴夹角记为 a、#、y， 则该曲面 
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正是由此类射线组成，当且仅当 a 、#、 y 满足 

cosy = cosa / ( S ^) 

时，整个射线/就在该锥面上，与动点的向径无关.可见该曲面真是锥面，且 
原点为锥顶. 

提示 VU D ,： y D , A ) eS , 此点之切平面 

⑼卜，(釙， 

恒过原点（0,0,0). • 

6.3.18 求椭球面 

x 2 ^ y 2 ^ z 2 - xy=l 

在坐标面上的投影 • 

提示例如可通过椭球面上法线与2轴垂直的点在 Ory 平面上的投 
影，以得到该椭球面在 Qg 平面上的投影区域. 

再提示椭球面的法线向董 

n = (2x - y ,2y - x ,2z) 9 
if 丄 (0,0,1)=>*-(0,0,1> a 22 t = 0, • 

代入櫛球面方 程得： 

x 2 y 2 - xy=l. 

在空间这是平行 z 轴的柱面，在： r ： y 平面上它是包围原点的封闭曲线.楠球 
面在: r ： y 平面上的投影区域，就是它的 内部： 

r 2 <—r — 

1 ~ 了 sin 20. 

类似可求出在另两个坐标平面上的投影区域. 

☆多元极值及其应用 

注 本类考研试题甚多，适合各类读者,须倍加注意. 

☆6.3.19 若 M 。 是 / U ,； y ) 的极小点，且在 M 。 点广存在，试证 
在 M 。 点'八 x +/^>0 •(江西师院） • •、 

提示可用 Taylor 公式. 

再提示因八 =f y =0, 
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0</(x 0 + h 9 y 0 ) - f(x 0 9 y 0 ) - f ^ 


0 ^- + o(h 2 ) ， 


0</(*r o 9 y 0 + h) - f(x 09 y 0 ) = fyy 


h 2 

T 


o(A 2 ). 


二式相加，同除以 h 2 有 


•^( Ax + A ^ m 。+ o ( l )>0, 再令； i 一 0 即得. 

注本题给出了极小点的一个必要条件. 

6.3.20 设 z 二 /(: r ,： y ) 在有界闭区域 D 内有二阶连续的偏导数，且 
/、■♦•/^^，/、^^.证明：^八:^“的最大值漯小值只能在区域的边 
界上取得•（华中师范大学） 

提示只需证 D 的内部-/^<0. 

再提示在 D 之内部^ 

2 /„ •/ 〆 (，"+/”) 2 = 0 ，/^ o,ri > 0 => 

内部无极值•但有界闭区域上连续，必有最大、最小值， 

故…. 

☆6.3.21 求曲面 z = xy - l 上与原点最近的点的坐标 .（ 中山大学） 
.解 I (直接法）曲面上一点 （工，>巧-1)到原点距离为户= 


7? + /+(巧-1) 2 >7(：1：->;) 2 + 1>1 = ^0,0,-1).故点（0,0，-1)是 
该曲面上与原点最近之点.其距离 =1. 

解 I (化为自由极值）设 ； = x 2 +： y 2 + ( xrl ) 2 ， 

x - y + xy 2 = 0 , 

«y _ 工 + x 2 y = 0 . 

解之，有唯一可疑点 (0,0). 

因 △ 


令 fe = g=o, 得 


= 2>0 ,故 


，,, = V " ^) 2 ] <0 ,> = 4 + 4>0, fi |^. 

(0,0>是极小点 .（0,0, - 1〉至原点最近 • 

解 I (用 Lagrange 乘数法 ） p = V x 2 ^ y 2 ^ z 2 与 p 2 的极值点相同， 


设 


令 L、= Z/, = I/ r = 
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L = x 2 + y + Z 2 + A ( z - X > + 1) 

*a=0 , 解方程得 x — y = 0 ^ z = ^ 1. z — xy — \ 是鞍点 



在 (0,0, -丨）的马鞍面，站在 a 平面观察.曲面在一、三象限无限向上延伸， 

二、四象限无限向下延伸 yU 无最大值.（0,0, -1) 只能是最 
小点.若以 G 表示原点为中心，半径为 r 的闭圆域，则 p = 

Vx 2 ^ y 2 ^( xy - ly {> r ) X £ G 上连续，有最大、最小值 .r 一 + oo 时 
+ oo , 可见 r 充分大时，的最小值只能在内部达到.而内部只有唯一的可疑 
点，故它必是最小点（这种判断方法时常用到）. 

☆6.3.22 求两曲面+ 和 x 2 +2/ + z 2 = 1的交线上距厚点 

最 近的点 .（ 中国科学院）《（- +，+ ,0>> 


提示可用 Lagnmge 乘数法，还可转化成一元最值问题. 

解 1 设 L = j* 2 -fy + z 2 + A(j + 23 >"' l ) + ^( x 2 ^ 2 y 2 + 之 2 — 1 ) ， 

Z/, =2.z* +A +2 印 ^0, ① 


L’v + 2A 十 4>^ =0 ， ② 

L \ -2 z + 2^// = 0, ③ 


jr + 2y=l t ④ 

• r 2 + 2/ + z 2 = 1 ， ⑤ 

由③得^ = 0代人⑤与④联立可得（丨，0,0)和(一+ ,香， 0).9 = 


有交线（有界闭集）上连续，必有最大、最小值，现只有两个可 


疑点 


P 


=\> p 


• o .< 


(* T - T -°) 


，故最近点为 ( 


解 D (直接法 ）（ 化为-•元函数最值） 



将 1=1-2? 代人椭球面方程得 l -4 ：y + 6： y 2 + 2： 2 = l ,. 

即 z = ±^ 2 ^ y ( 2 - 3 y ) (0<：y< 音)， 

P = ^~ + y \~ y > yi-^L =^ f \ - (y J 7 = y . 


5 = ： yw =>* r = -+4 = 0, 故交线上点(-士 ，1,0) 距原点 最近. 

6.3.23 在平面上求，•点，使它到《个定点 （. r ,，％)， （: r 2 ，力 ），.•，（〜, 
X )的距离之平方和最小•（西北工业大学)《+ 1 
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提示-可以 “ 2 [(了 一 ' ^) 2 十（夕 一: y ,) 2 ] 作目标函数，令 w x = « .v = 

» = 1 

0,得可疑点 M =( x 0 ,^ o ) - ，士 2乂) •而 - tt L ) 

x w rrr n fr, 7 m 

= 2 w 2« -0>0, w "„ >0. 

M 

6.3.24 拋物面 z = j 2 + y 2 被平面 x + >» + r = 1 所截成一捕圆，求原点 
至该椭圆最近、最远距离 .（ 北京航空航天大学） 

提示以“ =/ +夕+ 2 2 作0标函数，约束条件为和 
•r + ： y + z - 1=0,用 Lagrange 乘数法可得可疑点为 ： P = 

(二^，二^ 2+75 j M = (二1^1，二^1， 2 _乃) •根据 实际背 

策，原点上方的一个椭圆曲线，必有一个最近点和一个最远点（理论上 讲：连 
续函数在有界闭集上必有最大、最小值）.而 w ( p ) = 9 + 5 y 5> M ( M ) = 9- 

5 75.可见离原点最近距离为 y w ( M ) = \/9-5乃，最远距离为/^)= 

79 + 573 

*6.3,25 求“二以+以在条件1 2 + / + 2： 2 = 14>0下的最大值和 
最小值•（清华大学） 

II 

^ 若々为变数，作为四元函数 w 无最大、最小值•若是固定数， 

一 1灸1，当|走|>+时 
一+ , 当 时 

解 r 若 a 为变数，《作为四元函数，在所给的条件下明显无最大、最 
小值，因 为：如 々>0, 

当工=2： = 0,3；=1 时 ， u = +oo (当 + oo 时）， 

当尤=2 = 0,7 = — 1 时，“=一々—-00 (当走—+ oo 时）. 

2°若々为常数. 

( i ) 求 z > 0 9 x 2 I ： y 2 + z 2 = i 上“ 的极 值点. 
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\ k \, 当 U |> +时, 
士，当 I 是 i < i 时， 




1 1 

M 了， , 2 = t * 

可见 u ( P 2 )> u ( M 2 )> u ( M l )> u ( P x ), M i , M 2 不是最值点 • 、 

“通过 z 依赖于 xos 用隐函数求导不难求出 

=-4, 心 =一1,“、 =0,厶=(，又 -O >0 

• P 2 p 2 P 2 p 2 p 2 

I 

<0, 故 P 2 为极义点.类似可得 P , 为极小点故在上半椭球面上（不包 

p 


2 
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括边界） W mAX = u ( P 2 ) - * U mtn = u(P ! ) = — 

( ii ) 在半椭球面的边界上 0, x 1 ^ y 2 = l ) , u -- ky ^ zx = ky \ 
w innx = k 、 , M min = - i 々 ‘. 

h ^ I * i 走 I > + ， 

总之在上半椭球面包括边上， = j 

[士，! k I , 

一 UI , 当|々1> +时， 

“ m . n H 1 1 

- y , 当 Ul <+ 时. 

注解法第2°部分，也可不用 Lagrange 乘数法，而把 a = ^ y 3 + zj 看成 

通过 zU=y 1-0* 2 -/)依赖于 hjy 的二元函数 U 2 +： y 2 < l ) .用隐函数微 
分法可求出、/ y ，令之为零，也可找出同样的可疑点. 

☆6.3.26 求函数《 = ?-/+2*1^在单位圆/+/<1上的最大、最 
小值 .（ 北京科技大学 )《 yi , -^2} 

提示在岡内为自由极值，边界上: r 2 +： y 2 = l 为条件极值. 

再提示在圆内令“、 = o,“' y = o 得 27 1 2 - y ~ 0, 

-2 y ^2 x =0 f 

只有唯一解 （0,0) .这里 W (0,0)=0. 

在边界上 r 2 = . r 2 + y = 1 , 

u = cas 2 d - sin 2 0 + 2 sin Ocos 0 

=cos 20 + sin 26 = V ^ (sin -^-cos 20 + cos -^-sin 26 j =-\/2 sin ^20 + ^ . 

当一音，时分别达到最大、最小值 A 与 -芯 • 

因为连续函数在有界闭区域上必有最大、最小值，现只有三个可疑点，故 
比较三点之值即得. ' 

6-3. 27在直线^ + +位于第一象限的那一段上求一点，使该点横 

坐标的余弦与纵坐标的余弦之乘积最大并求出最大值 .（ 华中理工大学，西北 

丁业 大学） 
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.提示除用 Ugrange 乘数法之外，还可用直接法（用定义） 

_ _ _ — • y = T~ :r / „ 、 

再提不目标函数 /( o ■，: y ) = cos J - CX 3 S =一 ~=COS XCOS^y -X f = 

如 n 2x</(H)= + (vj-efo.-j]). 

☆6.3.28 求直线 4 x + 3>=16 ① 

与椭圆 18 x 2 +5 y =45 ② 

之间的最短距离. （华 中理工大学）《1》 

提示 r 珂用 Lagrange 乘 数法. 

# 仟 一直线 ox— b= t •，法式方程为 ^^£ = 0 ， 

Ya + b 2 

这时线外•点 U ,,, %)到直线的距离为 

• / X I OJ-o + h'Q ^ I 

因此本题是求目标函数 

—|4 o * + - 16| 

P -5- 

在条件18/ +5/=45下的最小值. 

2 a 还坷用几何、代数方法 ：平行 直线①的直线 4 x + 3： y = c , 如果是椭圆 

② 的切线，则 （ x ，. y )= (I j ( c •- 4* r )) 应能满足方程②且仅★唯一根•关于 
: r 的二次方程18 〆 +5( 去 U -4 a ^ 2 =45 乏判别 式为零，可求出待定常数 
± 11，再在切线 4 x + 3 ：y = ±11上任取一点如 (0, 土 代入 

1 4 1 +3 /_ 161 即可得相应距离1和琴，故 ^ n = i . 

☆6.3.29 证明••在光滑曲面 FU ，： y , z )=：0 上离原点最近的点处的法 
线必过原点•（武汉理工大学） 

提示求曲面上距离原点最近的点，作出此点的法线，验证原点在法线 
上即可. 

再提示 L = .r 2 + / + z 2 ^ \ F ( x 9 y 9 z ). 
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令 L\ =2x + XF\(x 9 y 9 ^)=0 9 
Z/ v =2_y + \F\(x,y 9 z) = 0, 

L t = 2 之 + XF\ (x 9 y, z) = 0. 

可见曲面上某点（工。，>, A ) 若离原点最近，则 

^0 ：^o ： 2 o = ， Jo ，之 0 ) : F\ ( X 0 ，《 y 。 ，之 0 〉： F\ ( ，， 0 ， 2 ： o 〉 

此处的法线可写成 


X - Xq 

之0 




显然 （ o , o , o ) 满足方程，在此法线上. 

☆6.3.30 利用导数证明周长一定的三角形中以等边三角形的面积最 

大 .（ 清华 大学） 《 g ( 周长) 2 》 

提示设三角形三边长为它们的和记为2/>，则面积 

S = x)(p- y){p- z) 

因此可取 Lagrange 函数为 

L = p{p - x){p - y){p - z) ^ X(x ^ y ^ z - 2p ). 

6.3.31 在曲面 x 2 +： y 2 +^ = l ( x >0,： y >0, 2 ：>0) 上求一点，使过该点的 

切平面在三个坐标轴上的截距平方和最小.（复旦大学 
提示椭球上点 （ XJ ^) 处的切平面为 

xX ^ yY ^^- Z =\ (( X , Y , Z ) 为切面上流动点）. 

在坐标上的截距分别为丄，丄， A . 

x y z 

可取 L = p + ^ + ^ +A ( x2 + ：yJ + T z2 _1 )- 

利用极值证明不等式 
☆6.3.32 证明 


sin xsin 


ysin(j： + : 


并确定何时等号成立.（中国科学院) 


(0< x ,><«:). 
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提示可考虑 f(x 9 y) = sin jsin ysin(x + .v) , 证明 ( 0 < ^ * 


3>< 兀 ）. 

再提示 f x = f y =0=>x = > , = _ f _ »/(3 _ *"y) = 

而有界闭区域 [0,7 T ; 0,7 r ] 的边界上 f(x 9 y)=0. 

6.3.33 若及 x >0,： y >0, 试用求极值的方法证明不 等式. 

午 >( 宁厂 


提示可考虑 z = 


y 


2 


在条件 x ^ a(a >0,« 2 ：> 0 ，>^> 0 )下的极 


值问题.得 z = 


或 J ： 与0时令 M = f 化为一元问题. 

6.3.34 用条件极值法证明不 等式： 

提示〃个正数和为定数，其平方和以„数彼此相等时为最小.即 

/(•r, ，…， 1 ) = 0 ^ +… + :r 2 „ 在条件 a +… + ： r n = 下的极值. 

6.3.35 设 a .〉0 (i 二 1，2, …， ”） 证明： 



提不可考虑 /(A ,* r 2 ，•••， x , ) ■= Jr , …在条件丄+丄十…+丄 

工 I ^2 工” 

=士(^>0,“>0)下的极值.或将此式看作丄，丄，…，丄的几何平均与算 
a a , . a n 

术平均的关系. 

6.3.36 证明不 等式. 

e y + xln x- x- xy>0 (a：>l ，： y >0) •(厦门大学） 

6.3.37 费马原则指出，从 A 射出到达 B 的光线，是沿费时最短的路线 
传播•假设点 A 和点 B 位于以平面分开的不同的光介质中，并且光的传播速 
度在二介质中分别为 v : 与 V 2 ，试由费马原理推出的光的折射 定律. 

6.3.38 如图 6.3.7, 设渠道 的横断面为等腰梯形.已知截面积为 S , 渠 
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道为直的，渠道表面由水泥砌成，为使水泥最省，问应如何选取渠道的深度 A 
与腰的斜角 a . 



图 6.3.7 


6.3.39 求 - ^ aj ： y -0 {u >0) 所确定的 = 的极值. 

* * §6.4 隐函数存在定理及函数相关 

导读该节理论性较强，难度较大.在数学分析中应用不像一 
致收敛那样广泛•近年来考研试题相对较少，本节内容未作 
修改. 

I — 、 隐函数存在定理 
a . —个方程的情况 

要点对方程 FU ，： y ) =0而言[多元的情况 x = U ,， 
x 2 ， v •，: r „)], 隐函数存在定理告诉我们只要验证了条件： 

1) 忾匕）= 0，广,（尸。）々0,其中 Po ^ U 。，％)!： 多元情况 
^0 = (^0.1 ^0.2 1— ^0. M )yF(P) = F(x, ,x 2 ," •，: t, 9 y)]; 

- 2 ) FU ，. v ) 及 F' y (:r, ： y) 在 P Q 的某邻域里连续， 

则可断言方程 F (: r ，： y )=0 在的邻域里确定了唯一的隐函数. 
具体来说，即存在匕7>0,及函数 ： V = 3^ x ), 满足： 

0 Jo = v ( x 0 ); 

ii ) F(x 9 y ( x))^{) y |^( x )- 3 ； 0 |<^, a：G U ( x 0 , 7 )， 其中 

U(x Q 9 T]) = 1 X ： ! ^* - Xy ! <.?yl ； • 
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iii ) 满足条件 i )、 ii ) 的函数: y ( x ) 是唯 一的; 

iv ) ywCr ) 在 C /(* r Q ， ?/) 内连续. 

若附加条件 Fjx j ) [多元的情况指 F :( o :,： y ),，= t ， 2 , •••，；!] 

I . 

在 U 。，^) 的邻域里连续，则还能断言/( X )存在 

，一 F 7 x ( x , y ) 

且 

_ F \ (x 9 y ) 

多兀的情况为 3 ；、 = 一 p 7 ^ ~ y ^ ，纟= 1 ， 2,…， n • • 

值得注意的是，上述条件，只是充分条件而不是必要条件.条 
件不满足时，隐函数是否存在，有待讨论. 

例 6.4.1 给定方程 

X 2 + y ^~ sm ( xy ) =0. ( I ) 

1 ) 说明在点( 0 , 0 )的充分小的邻域内，此方程确定唯一的、连 
续的函数:使得 ^( 0 )= 0 ; 

2 ) 讨论函数 yU)tEx = 0 附近的可 微性； 

3) 讨论函数 ; y ( x ) 在点1=0附近的升 降性； 

4) 在点 (0,0) 的充分小的邻域内，此方程是否确定唯一的单 
值函数 x = : c (： y ), 使得 o :( 0 )= 0 ? 为什么？（武汉大学） 

分析 1 ) 容易验证 F ( x ， 3 , ) = ^ 2 + 3 / + sin ( o ： 3 ；) 符合隐函数 
存在定理的条件，因而可推出在 ( 0 , 0 ) 的某邻域里存在唯一隐函数 
y = : y (: r ) 连续，: y ( 0 ) = 0 . ;； 

2) 因 F ’ x ( u ) = 2 ：r + : ycoskj ) 也在 （0,0) 的邻域里连续， 
故隐函数 y = ： yU ) 的导数存在，且 

. 壯-⑵ 

3) 为讨论 〆 x ) 的升降性，我 们来考虑;/ 的符号.从 (2) 看岀， 
当 x , y 充分小时，: y 的符号 取决于分子- [2 x + jycosC xy )] 的符 
号•因为： y (0)=0, 由 （2) 知 /(0)=0•故:(当 x — 0时） • 
于是 | jycos ( o :： y ) l <|： y |= 0 (： c ) •因此: y /的 符号与 - 2 x 的符号相 
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同，所以 

x >0 时 ，./ <0,3/(尤)\. 

: r <0 时，/>0,火1)，. • 

可见 d ( x ) 在 x = 0 处取（严格）极大. 

4) 用隐函数存在定理不能判定在 (0,0) 的邻域内是否存在唯 
一的单值函数 .r = . T •(: V ),使得 1 ( 0 ) =0( 因为 1^(0,0) = 0) .但是 
从 3) 的结论里，我们已能肯定这种函数不存在.因为 3^(0；) 在 X = 
0处取（严格）极大，故在 (0,0) 的充分小的邻域里，当 ： y <0 时至少 
有两个 * r 与对应，: y >0 时无与}对应，使得 F ( x 9 y )=0. 

例 6 . 4 . 2 设函数 /( u ) 及其一阶偏导数在 （0,1) 附近存 
在，连续，且 / v (0， l ) 〜0,又/(0,1)=0,证明 

/|x , [ sin rdx | - 0 

在点 (0, 附近确定一单值函数 r = 9 U ) •并求 〆 (()）.（南京大 

学） 

提示验证 


F(ar“） = /|x,^sin rdr) = /(i，i 一 cos f) 
在点 （1,0 = 的邻域里满足隐函数存在定理的条件. 


' 例 6.4.3 设函数 /( J ：,： y ) 在点（: r Q ，： y 。） 邻近二次连续可微, 
且 / x ( jto ^ o )=0,/ / xx ( x 0 ,^ o )>0, 


1) 试证存在: V 。的 S 邻域 Lr (： y u ,5),. 使对任何 jyG U ( y 09 d ) 
能求得 /( U ) 关于 \ r 的一个极小值 g (： y ) ; 

2) 试证发'(1。）=八（：|：。,％).(复旦大学) 

证对于给定的 3 N 要求 /( x ,： y ) 关于 o : 的极小值，按求极值 
的步骤，应对: y 找出工 使得八 （ x ，; y ) = 0 •即要求找方程 f x U . y ) 
= 0的隐函数1 = 0：(30,使得八 
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已知 /( 1 , 30 在（了。，％ ) 邻近二次连续可微， /^(^,%)= 0 , 
/二（々，^。）>0.因此方程 / i (: r , y )=0 满足隐函数存在定理的 
条件.在 （&,>) 的某个邻域里方程 /^ U ,： y )=0 确定唯一的单 
值可微函数 o : = Wy ) 使得 工。 = 工（％ ) ，八（： 1 ： (30 ， >0=0[ 当 3 ；属 
于7。的某个》邻域[/(%，幻时]•又因/=(^,%)>0,所以上述 
邻域充分小时：/^^^^…^^于是八:^“关于工在 
U (： y )，： y ) 处取极小值,记之为 

g ( y ) = f ( jo ( y ) 9 y )- 

最后，我们来证 〆 （:事实上 

〜。 )= lim g ^ + jy - g 〜） 

厶厂 -o Hy 

[因/在 （ o :。，％) 处可微] 

= fyo)[^(y 0 + △: y) 

-工(: Vo )] + 八(工 0 ，， 0 )〜+ ejibo . 

十 A.v) - x(y 0 )] + e 2 4yl , 

这里 e ,、 h — 0(当 △: y - K ) 时〉. 

已知 /^(：?：。，％)=0,且 

& 占 [ I ( ，。+ △ V ) - I (% )] = 工〜 ( 夕。 ) • 

因此 g ^ yo )^ fA x o , y 0 )- 

例 6.4.4 证明••对方程 #( x ) -厂史 （3；)=0而言，若 1) 
< p ( yo ) = Oi 2) 0 U ) 在 《 r Q 的邻域 U ： U - x 0 |< 
rI 内 连续; 3) 9(: v ) 在: V 。 的邻域 /= 1：^1>-％1<糾上满足1^- 
chitz 条件： 卜 :0<«<1， V % 、:有 

• \<p(y 2 )-9(yi)\<cx\y 2 - y t \. (1) 

则存在隐函数 3^7(1) 及数 7 >0,使得 

0 ' 
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ii ) \ y ( x ) - y e \^d - y ( x ) - f (: y ( o :)) 却(当 |x -： r 0 | 

< 7 时）； 

Hi ) 满足条件 Oii ) 的函数是唯 一的； 
iv ) :v = ： v (： ri 连续. 

证 （迭代法）因0在工 0 处连续，所以对 （1 - a ) S > 0 9 3 V >0 
(7< r ) ，使 得丨 工-1。1<7时有 

I ip(x) - </j(x 0 )\ < (1 - Q )S. (2) 

令 ^ = 0(^：) - < p { y n . x ) (w = l ，2, …）. (3) 

下面用数学归纳法证明 ：一切 10,1,2,”.|有 

i ' + 1 ~ yn \< a n ( l - a )^ f \ y n ^ - y 0 \ < (I - a n " 1 ) d < S . (4) 
事实上，由条件 1)、3) 及式 (2)、(3) 我们有 

=I 0(x) - 0(x o ) I <(1 - a)8< 8, 
l ‘ V 2 -: vj = |0( x ) - 〆 ： Vl )-[0( J : ) iG o) ]| 

… Kvi) - 妒 (: y 0 ) 丨 

< Q \ y \^ y 0 \= a ( l - a ) s < S . 

从而 l ： y 2 - ： y 0 |<|义 -%[ + 1^, - y 0 \< a a ) 8 -^ ( l - a ) S 

= ( l - a ? ) S < 8 . 

现假设 (4) 式对于 n -^ k - l 成立，来证明 （4) 式对于 n = k 时也成 
立. 

I ： v … - Ml = \ip(x) - <p{y k )-[ifj{x) - cp(y k ^)]\ 

一 < p ( y k ^ i )\< a \ y k - y k . t | 

h f k^i ~^o - ^ I ^ \y k - y 0 \ 

C (1 - a ) 汐 + (1 - y ) 占 

= (1 - a)(l + a + … + a *】+ a *)^ 

二 (1 - a …) d . . 

(4) 式获证 ，一 切 • 
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下面证明 UU ) I — 致收敛•因为当 U _ J 。 丨 <7 时，由式 (3) 
所得的1^1有 

n • 

: Vn = 2 (■^ - 3^-i) + ： Vo- 
而 1% 一 火-11<0^ _1 (1-^)谷， 

oo 

»^(1 - 收敛， 

k^\ 

故 lx (* r ) l 当 U - 工。 |< S 时一致收敛•即存在函数 ;y = fcV (: r)，a 
得 n — oo 时，乂, （ 1 ): 7 (: r ) (当 |x - jt 0 | < 3； 时）. 

下面来证: y (: r ) 满足条件 i ) 至 iv ) •首先在迭代公式里逐次用 
上=;代人•可得 • 

•v 1 ( 工 0 ) = . v ft , ： y 2 ( 。 ） = - V ❶，…，: y ”（《 r 。） = % , • • • • 

由此取极限，可知 : yU 。）：％ ( 此即条件 i)). 

- 其次由 lx(*r)- ： y 0 l<(5 取极限知 

Jy ( x ) - v 0 1^^. 

另外，由条件 3) ^ * 

\p(y) - (p(y n ^)\<a\y- y n . } 1—0 (当 w—+ oo 时）， 

故在 y n -< P ( x )- p (： y nM ) 中取极限（令 w — oo ) 可得 

3^= 0( T) - <p(y) , 

即满足方程 < p ( x )- yr < p ( y ) = 0 (条件 ii ) 获证）. 

证唯一性•假设另有一解 jKx ) 也满足方程即 

ip{x) - <p(y) 9 y= - <p(y), • 

于是 

1 夕 - yl = l<p(y)- <p(y)l^aly-yl (0<a<l). 

故 夕 - >• = ()• 

最后，由于每一项 3；” U ) 都连续， 

7)，所以 * yU ) 在 U - 1。|< 7 里连续.证 毕. 

b . 多 个方程 的情况 

要点方程组 
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,X 2 , … ，工 ” ， 3^i ，， 2, … ， : ym) =0 , 

F 2 (x x ， : r 2 ， … ， x” ，： y" ： V2 ，…， ：Vm ) = 0, 


(A) 


F m (o: l ， : r 2 ， ••• ，力，， 2， …， W ) =0 ， 

缩记为 

F ( x 9 y )= 0 9 ( A') 

其中 (1^ ，尸 2 ,… ， F m ) 为向量 函数： Rcm—IT ,U,j ) 卜 
F ( x ， < y )•这里 x = (: r ,,: r 2 ，…，:c”），y = (：y 1 ，：y 2 ，…，：>^ w 〉，（x，：y) = 

( A ，* r 2 ，…， * r n ，： y !，_ y 2 ，•• •，: y m ) • 

定理假若 


l) F(P 0 )=0,det 


⑽, 


与 0 , 


2) F,，g 在 P D 的邻域里连续. 

这里 P 0 = (X 0 ,y 0 )= (x 0tl ,X 0 . 2 , — , J ： o.n% 3^0.1 ，: yo. 2 , …，: yo.m) •则 
方程 （A') 在 h 的邻域里确定了： r 的唯一隐函数 y, 并且连续.具 
体来说，即：存在谷、7>0,及函数 j = yU) = UU)，：y 2 (x),-", 
〜U)) [其中 x = U,,•••,〜）] 使得 

i) y(x 0 ) = [这里 x 0 =(工 o,i ,x 0 , 2 , …，工 0 ." ),«y 0 = (: yu ， 
: yu.2 ， “ • ，九 m)]; 

u)-|^(a:) y 0J |<5,1^(1 ： , 少（ 4 ： )) 三 0( 当 AT €/ 时），这里 
I- { x = ， :r 2 ，…，：0 : 丨 or, .- x Qti I < 7 ". = 1,2 ,…，《 1 ; 

iii) 满足条件 i)、ii) 的这种涵数是唯 一的； 

iv) 少 = ^U) 在 J 上连续[等价地 每个: y,(jc ) 在/上连续 ，j = 

1，2,…， m ]. 

隐函数微分法.若 F, •有连续的偏导数，则隐函数也有连续的 
(偏）导数.并且它的导数可按如下的方法求出：将隐式方程中的 
兄看成是由方程所确定的隐函数，从而隐式方程成为恒等式，在等 
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式两端同时求导，便可求得隐函数导数的线性方程组，解之即可求 
得隐函数的导数. 

例 6.4.5 证明： 


x 


在点 P 0 = ( x 0 , > - 0 , U o . t ; 0 )- (1，1，0，| J 的邻域里确定了唯一的 

隐函数 w = w (: r 、 v ) ,17 = x ;(: r ，》）•并求 dw , di ; , d 2 w , d 2 z ; 在点 P 。 
处的值. 

解（隐函数存在定理的条件容易验证，实际上由方程也容易 
解出 W ，〃. 作为例题，这里只对微分用隐函数微分法进行计算，为 
了训练计箅能力，请读者先自己计算，再与这里比较 .） 

将 w ,1；看成是 x ，： y 的函数，对原式求微分得 

e JU cos yvd(xu) - e'sin yvd(yv) - ^=.dx = 0 ， (1) 


sin yvdi{xu ) + e JU cos yvd ( yv ) - = 0. (2) 

V 2 


用点 P Q =^1，1,0, 代人，可得 

du = y(dx + d . y ), d 7；= 

对 （1)、(2) 再微分，再用 P Q 代入可得 




dx 


d 2 w = — dx 2 - 2dxdy. 
d 2 v = ydar 2 + cLcdjy + ~y jdy . 
例 6.4.6 设空间曲线 C 的方程是 ：x = /( r),y 


fit ) 


(一 l < r < l )， 其中函数 在（一 


= < p ( t) 9 z = 
，1)内都具 
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有二阶连续导数，且一阶导数处处不等于零.而点集 



x = s2 + y(T) s + f(t) ' 

< (x y y 9 z) 

V = 2s + ( pit ), — 


Z - 9 S , / € ( - 1 ,1 ) 

<p (0 


试证明：£中与曲线 C 充分接近（即 U 丨充分小）的一些点，组成一 
张连续的曲面 d ( x 、30.( 武汉大学 ）• 

分析我们看到在 E 的定义中 

X = 5 2 ^ + / ⑴山 ， ^ U]; (1 ) 

y = 2 s ( pit ), 5 , / G ( - 1,1); (2) 

z = ^(-1,1). (3) 

令 s = ()， 恰变成曲线 C : 


f ( t ) 9 y = < p ( t) 9 z = . [ ^ ( -1,1)]. 

故 CC =£ •为了证明 E 中与 C 充分邻近的点组成一张连续曲面 
之 = zU ,. v ), 我们只要证 明：当 充分小时，方程 （1),(2) 即 

F 三工-/ - 许;如 -/(/) = 0, (4) 

G = y -2 s - ^(/) = 0 (5) 

确定了唯一的单值连续函数/(1 ，^)，于是代入 （3) 即得^作 
为 x ,： y 的函数.可见问题归结为对（4)、 （5) 验证隐函数存在定理 
的条件.事 实上： 

任取 对应曲线 C 上一点 （ ar n ，; y Q , z 。）： 


^o-f(^o)fy 0 = <p(^) 9 z 0 - 


/(O 


Cp Uo ). 

当 (x，x，0 取点匕=(^,%，0山）时，方程(4)、(5)满足且 
F \ ， F \ 

G \, G \ 
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-2 s -£^, 一 

= (p \t) (p 

- 2 -〆 ⑴ p 0 

一 / ( ’o )_ 〆 (<) 

= 9 (’ 0 )’ J 0 =/(t 0 )-2/(t 0 ) : = 0 - 

一2， 一 〆 （~) 

于是由 F , G 连续并有连续偏导数，便知 (4)、(5) 在心的邻域里确 
定了唯一且连续的隐函数 z = r(：r,30 .再由 r。 的任意性，这样就 
证明了 E 在 C 的邻近的点组成了一个连续曲面 z== Z (x，：y). 

例 6.4.7 设 /( x ,>0 存在二阶连续偏导数，且- 


今0,证明变换 

“=八（工，: y)， ⑴ 

• V - fy ^ x . y ), (2) 

- ^ z -^- xf x { x , y )^ yf y ^ x , y ) (3) 

存在唯一的逆 变换： 

g \{ u y v)y (4) 

y = g \( u , v ), (5) 

Z= - w + Ug\(u $ v) + vg\{u,v). ( 6 ) 

(华中师范大学） 


分析关键在于证明有式(4)、（5),因为由（4)、（5)代人（3>， 
即可得式 (6). 

欲证有(4)、(5),等价于求证存在函数&使得 

dg = xdu + ydv. ( 7 ) 

根据式（1)、(2)，我们有 

•rdw + ydv = xf^ d ^ + x, 巧 dy 

^ ^ yfyydy 

+ yfyr )da: -f {xf xy + yf^ )dy 

• 731 • 


-/)^cLr + (x/ x -^-y/y-jYydy- 

可见若令 

g = + yfy -/， 

则 （7) 式，从而 (4>、（5) 式成立.另一方面，对 r - 方程 

F 二 u - f\ (x 9 y) = 0 ， 

G=v - f y {x y y) =Q 9 

作为 W 、 i 、 x 、： y 的函数因 F 、 G 连续，有连续偏导数， 

:::’:::|=，丄-广，0. 

故逆变换 (4) 、(5)存在、唯一，从而 (6) 存在 唯一. 

※ 二、 函数相关 • 

a . 定义 
设函数 

，… ，工”）， 

. [简记作 ( a ) 

[ y m = ：ym (工 1，…，工”） 

在 :r。 = (x 0tl , ― , x 0tn ) 的某邻域内有定义，又设 y(x Q ) = = 

(^^，^^，•••，^，^，则当且仅当存在函数汽％,%,…，、：^% 
的任意邻域里不恒为零，使得 

F (: yjA ，…， X ”），… 9 y m ( x l9 — 9 x n ))=0 

在 X 。的邻域里成立时,; y , ，…， jy m 称为在 x Q 处函数相关.否则称为 
函数无关.当且仅当在区域 DQR ” 内处处函数相关，称为在 D 内 
函数相关.当且仅当在 D 内处处函数无关时，才称在 D 内函数 
无关 •• 
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例 6.4.8 函数 

y , + x 2 , 

y 2 = + ^2 * ( x , , x 2 )€ R 2 . 

: y 3 = zi •工 2 ， 

令 ，3； 2 ，： y 3 〉 = W — jy 2 - 2： y 3 ， 则在 R 2 中 

F ( y J ( x 1 , x 2 ), y 2 ( x l 9 x 2 ), y 3 ( x x jX 2 ))=( x x 十 or 2 ) 2 — ( x ] + x \) - 2 x l x l 

=0, 

所以: Vi 、力在 R 2 上函数相关 • 

显然，若存在一函数步，使得在&的邻域内有 

乂三少 （: y,，."，：y •-丨 ，乂 ”，…， y «), 

则： yt ，…，: y m 在： r ( l 处函数相关. 

特别，若…， L 中有一个为.常数函数，则义，…， L 必然函 
数相关. 

从函数相关的定义可以看出，对函数 F 的要求 有二： 

1) F 在％的任意邻域里不恒 为零； 

2) 当 x 在&的邻域里变化时， F 在 z 的像点： y (: r ) 上为零.可 
见，: r 。 邻域的像，不应填满 : y D 的邻域. 

b. 函数无关的条件 

定理 1 若 ㈣ 矩阵 在点 

〆 I 一 I • ••• • Ffl 

x 0 = ( X ( M ，…，又。 •”） 处的秩 r = m ,则 3^ , ： y 2 ，…， L 在工。处函数 
无关. 

证因秩 r = m ， 故存在 m 阶的行列式不为零.只要改变一 
下编号，我们总可假定行列式 
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根据隐函数存在定理，对于方程 （A)， 及点:^=^(0：。）存在: y。 的邻 
域 U(：y。）， 使得叫，…，‘可写为（: yi ，…，： ym ,工 m + i ,…， A ) 的函 
数，适合方程 （A) •且（: y t , y w ) € (/(% ) 时， （：i ，… ，工 m ) 6 
VUdUn 的某一邻域）•这表明方程 （A) 所确定的映射 3/ = ：y(a；) 
使〜某邻域的像填满了 >的某个邻域.故： Vi ，: v 2 ,-, ^在^处 
函数无关. 


推论 1) 若 Jacobi 行 

列式在 D 内处处不等于零，则力， …，: y m 在 D 内函数无关.即当 


Jacobi 行列式 


a ( ： yi ， 


y 


m 


«3(xi ， … ， x, 


乓 0 


(于 D) 


时，义，…，^在 D 内函数无关. 


2) 若： V ,,…，: y m 在: r 。 处函数相关，则矩阵在判 

处秩 r < m . 

c . 齐次线性函数的情况 
定理2设 






ym =+ a mn x n . 

则以下三条 等价： 

i ) %，…， L 在某点 X 。处函数 相关； 

») ，… ，: y m 线性相关； 
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iii ) 在 R ” 中处处函数 相关. 
证 i )=> ii ). 


= (袋 H = :• 


因%在: r Q 处函数相关，知 J 在^处的秩 r < m , 从而系数 
矩阵（\ ) 的秩 r < m ，故 ： yi ,…，: y « 线性相关《 

因义，•••，、线性相关，故存在不全为零的常数^ , 
…，％ 使得 a 1：Vl (: r ) + … + awu y m (: r ) 三0于 R " •所以: y " …，〜在 
R ” 中处处函数相关. 
iii )=> i ) 明显. 
d . 判定定理 

定理 3设乂 = 乂 (之| ,…，： r ” >( 2 ’ = 1，2 ,…， m ) 在点 x 0 = 
，…， a , J 的某邻域里有连续的一阶偏导数 .Jacobi 矩阵 


(亂 ... 


在工。附近的秩 r ：0< r < m , 


^0. 


则 i ) 沁，… ，乂在 x D 处函数 无关； 
ii ) %，" •，:在 a 处函数相关. 

证 i ) (见定理 1). 

ii ) (为了叙述简洁，这里只就4, 3, 

证明.一般情况，留作练习）. 

r 已知 3^1 5 x 2 , x 3 , a* 4 ) t 

yi = ^ 2 (^ 1 ，工 2 ，尤 3 ，工 4 )， 


= 2的情况进行 


( B ) 


以反…仏反 


令 …乂 IH1 

3 3 13 
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得 

Q ^ d y \ d ( P \ + d y\ d ?i + d y \ 

3x x dx 3 dx 2 dxi 汐工 3 ’ 
Q= dy 2 d ( p l + dy 2 d<p 2 + 9 y 2 

dx { dxx dx 2 dx 3 dx 3 * 


( F ) 

( G ) 

( H ) 


^ 0，工0 = (工0,1 ，工 0 . 2 ，了0,3 ，工 0,4 ) • 


( C ) 


于是由反函数存在定理，从 （ B ) 式前二式可以解出 
(Vi ,5 2 ，：1： 3 ,：1： 4 )的函数 


作为 


工 1 = ( p \( y \ ，: y 2 , 工 3 ,文4)， 

工2 = ，： y 2 ，工3，工 4). ( D ) 

将 ( D ) 式代人 ( B ) 式中最后一式，我们得到关系 

: v 3 = yA^Pi (: v ,、 v 2 ，尤 3 ， x 4 )，？> 2 (： yi ，汐 2 ，工 3 ，工 4) ，工 3 ，工 4). ( E ) 

为要证明：在 o ：。 处函数相关.只要证明式 （ E ) 中实际不含 
■ r 3 、 x 4 ，为此我们必须且只须验证 ( E ) 对的偏导数恒为零. 

2 - 因 （ D ) 是从 ( B ) 前二式解出的反函数•故 （ D ) 代人 （ B ) 之前 
二式，便成恒等式，在此式两端，固定： x 3 求偏导数, 


y^ =y^(x x ,x 2 ,x 3 ,x 4 ). 


令令令使 

»2 

f 

113 2 - 3 3 13 XI 

ZH V- X ZHU 

3 13 3 13 3 la 彐 

即 

112 2 12 3 12 9 

ZHZHZH & 
3 15 3 19 3 |rt> 今 

量 

向 

行 

故 


112 2 12 

ZHZH 
3-3 3-3 

II 1 2 1 1 

ZHZH 
5 一 3 9 -3 
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对式 ( F )、( G ) 分别乘以心与，相加，得 

。 + la 每晓 + 备+ 每陡 

十 (aL 

^ d y^<p\ + d y^ 3 ?i ♦ d y^ == / ^ya \ 

~3s { 3x l dx 2 dx 2 3x z \dx z I 

同理可证 

(荖卜① 


⑴ 


⑴ 

( K ) 


这表明 ，（ E ) 式实际上不含有 x 3 ， x 4 •即在 X 。的邻域里，我们有关 


系 


y3 = ys(<P\(yi ^yz)y<P2(y\ ^yi)) f 

即、力 、3^ 在 X 。处函数相关 • 


小结在有连续偏导数的条件下，对于函数：^(^,&，•••, 
)(j = 1,2 ，…， m ) 而言， 


若矩阵(^^在文。点秩 r = 讲，则 : Yi ,力，…，: y w 在工。处函数 
无关. ^ 


若矩阵 f j 在工。点邻域内秩 r < m ，则: y t ，: y 2 .，…，: ym 在 A 

处函数相关. 

注仅在^点上秩 r < m , 并不能推出在 X 。的邻域里秩< 


①上面所有的偏导数_(£ = 1，2,3,4; ; = 1,2,3)，是函数（8)的偏导数.这里 
(為是复合函数 （£) 对 ： r 3 ,: r 4 的偏导数. 
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在 


7W . 例如： y! = X ^ y , y 2 - X 2 + ;y 2 ， 这时 Jacobi 矩阵 - 

[ 2 x 2 y 

(0,0) 点的秩为1(1<2)，但在 (0,0) 的任何邻域里，秩 <2. 

由于连续有局部保号性，这一点常常被人搞错. 

/ 练3 6.4 

6.4.1 /%(A,：y。） 是右半平面 （*r>0) 内任意一点，试证方程组 

« =多 （x，_y) = (e: 十 l)sin y 9 
v - < p ( x , y ) = ( e J - l)cos y 

能在的（充分 小的〉 邻域内确定连续可微的反函数.（北京师范大学） 

6.4.2 设 

F ( u 9 v 9 w 9 x , y )- uy + ur + tt> + j 2 ， 

G( u , v y x ^ y ) = uwu + :r + y + 1, 

P 0 = (2，1，0, - 1，0〉，又 F(P o )-0, G(Po) = 0. 

1) 证明：在 （2,1,0) 的某一邻域内能由方程组 F = 0,G = 0 定义唯一的 
一对函数 


2) 求 Jacobi 矩阵 


X-f(u 9 Vr 
y- g(.U,V t 

严 (/，g) 

,V yW 


(上海师范大学） 

6.4.3 设函数/(^人“:^“是定义在平面开区域。内的两个函 

数，在 G 内均有连续的一阶偏导数，且在 G 内任意点处，均有 

3 fdg _ ft 

<^xdy dydx 

乂设有界闭区域 iKZG •试 证：在 D 中满足方程组 

/ U ，： y ) = 0， 

g ( D ) = 0 

的点至多有有限个 .（ 武汉大学） 

提示 可用反证法 ，聚 点原理，隐函数存在 定理. 
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6.4.4 已知方程 F (« r ，>, ?) = 0和 G{x 9 y y z ) =0 

1) 在什么条件下，由此二方程能确定一条通过点 P (:的曲线？ 

2) 在什么条件下，上述曲线在点 P 处有切线？ 

3) 在什么条件下，上述切线平行于 r 轴？ 

4) 导出上述曲线自点 U 。，％， ^ ) 至点（0：,，％,^)之间的一个弧长公 
式（用函数 F , G 及其偏导数来表示）. 

5) 上述弧长公式成立的条件是什么？（华东师范大学）. 

6.4.5 设函数 F ( u ) 在点（々，>>的某邻域内有连续的二阶偏导数， 
且 y(^：o 9 yo ) - OyF'yixo f y o )>0 9 F ^ rj , (* r 。 ， >»。）< 0 •试证： 

由方程 FU ,>0=0 确定的定义于点 or 。 的邻近的隐函数^ =： y ( x ) 在点 a n 达 
到（局部）极小 .（ 武汉大学） 

提示 y ( x 。） = 0 ，：/(文。 ）> o . 

6.4.6 设 史 （•!•，>；), 〆 ，（ 了 ，>) 在（: r 0 , ％) 的邻域 D ； | x - x 0 U | y - 
« V 0 I 上连续，和丨？> / > (1，7)1<又<1,|9(1，>»)|<(1-义）么.令> 11 =>^ 
+ 9 ( 了 ，％-, ) 则由 ： y 0 可依次得到： y,(*r),;y 2 U), … ， : y n U)， … •试证此序 
列收敛，&极限函数为隐式方程 >o + W ^ jy 〉 的唯一连续解 .（ 大连理 
工大学） 

. 6.4.7 设 /(^ r ) 是完备距离空间 （ X , d ) 上将 X 映为自身的连续映射， 

若存在正实数列使2 \收敛，且 

pi 

d{f ( x ) ( y ))^ a n d{x , y ) ( n>l X ), 

其中广 1 (•!*) = /(/”（ x )),/ U ) = / U ), d ( u ) 表示空间中^两点的 
距离. 证明： / U ) 在 X 内有唯一的一点$，使 /($) = f •(吉林工业大学） 

提示取 A = /( x )，* r” M =/(&)(„ = 1,2, …）证明 U „ 丨是 Cauchy 序 
列. 

6.4.8 设函数 /( x ) 当 a <工< 6 时连续，并且函数 9 (夕）当 c < y<d 
时单调 增加而 且连续•问在怎样的条件下方程 • 

< p ( y ) = f (^) 

定义出单值的函数-7=9^[/(0：)]?研究 例子： 

a ) sin y^-sh y = x ; b ) e' y = - sin 2 j . 

6.4.9 设 
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_r = 夕 + < p ( y ) y (1) 

其中 9 >(0) = 0且当一( 2 < > »<^时9 / 0)连续并满足| 9 > / (301<*<1.证明 ： 
存在5>0,当 -(?< o *<5 时存在唯一的可微分函数: y (: r ) 满足方程 （1), 且 
^(0) = 0. 

6.4.10 方程 a+zlnjy + frl 在点（0，1，1)的邻域内能否确定岀某 
一变量为另二变 M 的函数. - 

6.4.11 设: y = ： y(:r) 是方程 

x - ky + < p ( y ) 

所定义的隐函数，其中常数走与0,且史 ( y ) 为以 co 为周期的周期函数，且 
If (: y ) 丨< UI . 证明 

• y = ^- + 〆 ：）， 

其中 4( x ) 为以 uu 为周期的周期函数. 

6.4.12 设 x 6! T ,： y € R ' FU ,： y ) eir,F 有连续偏导数， F =( F ,, 
F 2 ，…， F w ),Jacobi 行列式 


以 ,, ， F 2 ，…， F 

d [y' ，夕 2 ， … ， : y 朗） 


0 , 


是方程 F ( x , j ) = 0 的隐函数. 

i) 证明： 


D ^( x ) = .-[ D , F ( x ,>)]- , D , F ( x , j ), 
其中 DjKxhAFUdhDjUd) 为 矩阵： 

U )、 （％): 2 … 


Dy(x) = 


( 成 (y 2 r x . 


)V 


，上 . 


D x F(x 9 y) = 


( 厂 ) 、 （ F 〗)、 

( 厂 (F 2 )7 


( y .)\ 

n 

(力）： 

n 

籲 

ft - 

( F , r x 

i 

(f 2 Y x 


UF ^)\ ( F ,) 乂… （ FJ 二 
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D y F ( x 9 y ) = 

• 

• 

• 

( f 2 )、 

• 

• 

• 

… （ f 2 )’， 

•1 

• 

• 

• 



(认 2 

…（氏 ）1 


ii) 证明：当 n = w 时 Jacobi 行列式有 

a (: yi ， … oO _ / 一 ，…， F ) /^(F, ，…， ) 

D{x x • ,x n ) a(X| ， … ， x n ) I s(y x ，… ,y n ) * 

6.4.13 设 U, ， … ， : r ，） 与 （ r, & , 义 -, ) 为 R” 中的直角坐标与球 

坐标 . • 

x y = rcos d } , 
x 2 ~ rsin 0 } cos 0 2 * 

Xy — rsin d y sin d 2 cos dy , 


x”_i = rsin 0isin d 2 ••'sin 0,- 2 cos 
x n = rsin d { … sin d n . x . 

i) 证明 : 

+ ••• + / 肩 ）= 0, 

F 2 = r 2 sin 2 6 } - (x\ + ••• + ) = 0, 


F„ — r 1 sin 2 6 X •••sin 2 d H . } — x\ = 0. 
ii) 利用上题最后结果计算 Jacobi 行列式 

，…， J ”） 

d (r ， d' ， … U. 

6.4.14 设 9 {oo ， y 、％ R 2 中的有二阶连续偏导数的二次齐次 函数 : 
<p{tjc,ty) = t 2 <p(x 9 y\ 
i ) 证明 


ii ) 设 


=x 9 ry + yp”yy 、 



9 


AT 

9 巧 

9yy 


与 0 . 
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证明：当令 tt =p:U ，： y) ， .v=/ ， (j ：，： y) 时，函数 ?>(x ，： y ) 可变成 <P(u,v)ffl 
形式； 

iii) 证明： 二 *r ，: y ; 

iv) 试将此结果推广到 R n 空间 • 

6.4.15 设 

a b d 

厶 = b c e ^ 0 . 
d e f 

证明： 对于二次曲线 

ax 2 + 2bxy + cy 2 + 2dx + 2ey + / = 0 

有如下等式 成立： 

提示证明（ / 厂 4 为 i 的二次多项式 . 

6.4,16 设 




Ti 


v - y 
_ _ —■— 

y 41’ 


求 d W ，dz；，d 2 (i 和 d 2 !； 在 1=1，>=1，“=0，1；=+时的表达式 


6.4.17 函数 m = 

- u =/(j 

定义•求 g 和 


u(*r ) 由方程组 
,y,z) y ^{x y y 


= 0,/i(*r ， > 之 ）=0 


6.4,18 设一对一变换 


T ： 


-y(u,v 


在 D 上具有连续的偏导数: ，， v ，/。， a 行列式乓 0, 则 T 将 

⑽平面上由分段光滑闭曲线围成的闭区域 D 变为 ^ 平面上相应闭区域 D' 
且其边界也是分段光滑的闭曲线 . （陕西师范大学） 

6.4.19 /,(:r),/ 2 U> ， … ， / n U) 是定义耷 [a ， 6] 上的连续函数 • 证明 : 
/,U), … ，人 O) 线性无关的充要条件是行列式 det(h) 々 0 , 其中 
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a h = /,(工)乂（工)心. 


6.4.20 证明 •.若 一元函数组 

(pxix) ,(p 2 ^x) y— ,(p n (r) 

在区间 U ，6) 线性无关，则 

沪 ,（、 r ). 妒 2 (:) … 9八工、 

9、（了） … 


6.4.21 证明： 


n) 




0 (- r € (a , 6)) 


x = rcos 0 cos < p y 
y = rcos dsxn < p . 


z — rsin 


函数独立（即函数无关）. 

6.4.22 讨论下列涵数的相 关性： 


1) y : y 一 'z-j ; 
x-z*y-x 9 z-y $ 


2)_ — y ， 2 _ 

7 \-x-y-z y \-x-y-z'\-x-y^z 

6.4.23 设函数组 


x,y)eR 2 


u = u(x 9 y ) 9 
v = v (: r ,汐）， 

中的函数 W ， z ; 有处处连续一阶偏导数，又当记 W ^( u t v ) 9 P =( x 9 y ) 9 


I W |= y M 2 十 t ； 2 ,| 尸 | =/工 2 +：/ 时，存在数 C >0, 使得对于任意的 P .6 
R 2 ， P 2 € R 2 成立不等式 

\ W 2 - W l \^ C \ P 2 - P x \. 

这里％为与 R 相对应的点 （；= 1，2).试 证： Jacobi 行列式乓0, 

V '( x ， 30 € R 2 •(武汉大学） 

提示否则 r , ： y) = a" :r + a, 2 ：y + o, (p ) ， 

Av ( x ， 3 /) = a 2X x + a 2 2 > + o 2 ( p ) 

有非零解. 胃 

6.4.24 设《 = «(工，7,2)，1/=1；(了，：\^，2：), 和 x = x ( s 9 t ) 9 y = y ( s 9 t ), 
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: S ， 0 都有连续一阶偏导数，证明行列式 

{u ,v) _d{u ,v)S{x ,y) ,v)d{y,z) 


Ks 9 t) dij-yy) ^(s 9 t) ^Ky,z) S{s,t) 
提示展开后，右边多三项，但此三项为零 . 

☆ §6.5 方向导数与梯度 


3(u,v)3(z 


3( z .X) d 


(A) 


导读本节内容未作改写. 

☆一、方向导数 的计算 

要点计算方向导数的基本方法 如下： 

1) 利用定义•函数 } = /(1)(0：€10在点 P=(x lf x 29 - 9 
A ) 处沿单位向量 / = (/,,/ 2 ," % o 方向的方向导数定义为 

2) 利用偏导数与方向导数的关系•若/在 P 处可微，则/在 
P 点沿任意方向/ = (cos cos ff2 ,〜，cas 的方向导数存在，并 
且 

p = f\ (P)cos + / (P)COS a 2 + ••• + (P)cos a n . 

( B ) 

3) 利用梯度与方向导数的关系•若 / 在 P 处可微，则 f 在 P 
点沿任意方向/ = (cos a , f cos a 2 ，… ，cos a „) 方向的方向导数 


=grad/(PW 


= grad / /(P)= I grad f(P)\ 
其中沒表示 grad f(P) 与 l 的夹角 • 

例 6 . 5 . 1 设 


(C) 





,x 2 + / 々 0, 


y 2 = 0. 
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试证/(^, 30 在( 0 , 0 )沿任意方向的方向导数存在，但在（ 0 , 0 )处 
不可微. 

证任取方向/ = (cos a , sin a 〉 ，则 

之 cos asin a , t ^ 0 9 


/( t cos a , ^sin a )= 


0, 

=tcos asin a . 


= 0 


于是 




d 


=tcos a , tsin a) 

( o , o ) at ., 

=(《cos asin a) 7 , |^ 0 = cos asin a. 
可见在 (0,0) 处沿任意方向导数存在. 

(不可微性留给读者证明） 

例心 5. 2证明 


f(x,y) 




10, x 2 + = 0 

沿任意方向/ = (cos a,sin a ) 的方向导数为 

cos 2 a 


3/(0,0)_ 


，当 sin a 与 0, 


dl 


sin a 

0， 当 sin a =0. 


例 6.5.3 求 /( a :，： y ， z ) = x 2 十 y + z 2 在捕球面 


x 


% 


上的点的外法线方向的导数. 

解法向量为 

[ 2 x 0 2^ 0 2 z 0 \ 

单位法向量为朝外，其中 


! w ' !=2 a / 


yl ^ 




C 


—2/i. 
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因此 


d U I __ 
I /» 


grad”w 


= ( 2 x Q , 2 y 0 , 2 z 0 )* 


I _^o yo z o \ 
\ a~ix ' b 1 fi ’ c 1 /x ) 


例 6.5.4 设 /( x ，： y ) 在点 


P 。 处给定的 n 个单位向量，相邻二向量夹角为_，证明: 


n 

2 


3f(x Q ,yJ _ 


证在 R 2 中利用公式 ( B ), 


,⑴ 


2] ^― — °- = 2 ( A ( » 3»0 )oos( , X ) + y" y ( O：o , >-0 ) oos( 4 . ^ )) 


= fx ( ^0 ^0 ) 2 COS ( 久 ， X ) 

i«l 

•f 

+ 八 ( 尤 0 ，， 0) 2 cos (,,，》). ⑵ 

不妨设在尸= (々，％)点 X 轴^向逆时针方向转动遇到的第一个 
向量为乙，记/,与 x 轴的夹角为 a . 则/,,/ 2 ，…，/„与 a ； 的夹角顺 
次为 


因此 


cos( / c , x ) = cos a + cos | a + ^ j + ••• + cos (c? + (n—1) 
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2sin 


2 丌 


5^] sin a + (i + 1) 穿 ]- sin[a + (z. - 1) 


2tt- 


= 0 . 


⑶ 


同理 Zcosdjy ) 二 0. • (4) 

««i 

将 (3)、(4) 代入 (2) 即得 （1). 

例 6.5.5 设: y =^ U ) 是区间上的可微函数，在 
arj 直角坐标平面内其图像为曲线厂,若二元函数 /( u ) 在包 
含曲线 r 的某区域上连续可微（即具有连续的偏导数），且在曲线 
r 上恒为0, 求证: / U ,： y ) 在曲线 r 上任一给定点处沿该曲线切 
线方向的导数等于 M 湘潭大学） 

分析设 /=(cos a, COS #) 是曲线 r 上点 P 处的单位切向 
最.利用公式 ( B ), 

ly = / / x cos a + / y cos (3, (1) 

可见,要计算关键在于求出 cos «,cc 


因此 

故 

从而 


s 按已知条件 
f(x 9 <p(x))=0 f 

f / AP)^f y (p)<P r (jo)=o (pen. 

fAP) 


tan a = <p'{x) = ~ 




\r y \ 


士 V T+ tan 2 a ±4 

八 


卢 =sin a = tan 


r y 


l/vl 


± vr ^ r y 


代入 a ) 得 




=八 
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例 6. S .6 设个线性无关的单位向量， 
函数 /(or) 在 R n 中可微，方向导数|^ = 0(; = 1，2,…， n ), 试证 
/ U ) = 常数. 

证记 /,=( 〜 ， a, 2 ，…，‘） G = 1,2,…， n ) 因 应用 

公式 （ B )， 得 



( i = 1，2,…， 《)• 

因为/,线性无关，故 ' 

d et (%)r., el \ 0 ， 

从而 a ) 式只有零解. 

f x =0 (/• = 1 , 2 ,…， 《)• 

I 

1 己 尸 一 ( 了 1 ' 2 , •“ ，工”） ，戶。 — （了 0.1 ，•^ 0.2 ，•” ，工 0 . ” ） ， 

根据微分中值公式， . 

/( F ) = /( P 0 )+ 2/ / x l ( P * )( x *~ : r o . i ) = /( Po ) ( PGR ”）. 

此即表明 1 /( P ) 二常数. 

二、梯度的计算 

要点 梯度的计算（以 R 3 为例）主要使用如下公式 

其中▽为 Hamilton 算符， i 、 y 、*分别表示轴上的单位向 
量. 

梯度是向量，因此关于它的运算，要遵从向量的运算法则. 

例 6.5.7 设 w = /( u . ,, v ) 二 rcos 0 9 y = rsiu 沒， 求证： 
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其中 r 。 和0。分别是径向与圆周方向的单位向童（如图 6.5.1).. 



因 


证按向量的分解原理 

V W = (V W T 0 )r 0 + (V w -e 0 )e 0 

尸 0 = (cos 0 t sin 6 ) , 

0。= ( cos (汐 + f ) , cos 

▽… 崗鸯)， 


d \. 


故 


du 


▽“• r 。 令令 


▽ w • 0 0 = 


3 u 


从而 


s (^ + f ) + lf cos 

= l[^ (_rsin d)+ y^ r 


e = 


73 d 9 


▽ w = lfo + + 汾。 • 
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梯度的等式，是向童的等式.请看 
例 6.5.8 在直角坐标系 Oxy 中引人变换 

x = x ( u 9 v) 9 y = y ( u 9 v ). - (1) 

并将坐标系中任一点的位置向量记为 r=r(u,7；). 若变换式中函 

数工，^连续可微, Jacobi 行列式 | 0,且与垂直，试 

证:对 任何可微函数 F( u ， t ;), 其梯度可表示为 


j 1 3 F 9 r , 1 3 Fd r 

gFad h ~ W v 3^3^ 9 


⑵ 


其中 


dr 

du 


, H V = 


(复旦大学） 

分析这是一个兼有梯度计算与变童替换的问题.式 (2) 为向 
置等式•因 r = x ( u 9 v ) i -^ y ( u , v ) j 9 


3r 


yj y 


J \ H 2 = 


m w. 

故要证明式 (2)， 等价于要证明 

grad F = ^ y ^ + F / -； j ^- y \j ⑶ 

由 FU , tO 的可微性, 

grad F = F\i + F f J = ( F\u x + F \ v x )i + ( F \ u \ + F \ v y )j 
= F \ ( u\i + uj ) + F \( v\i + vj ). (4) 

比较 (3)、(4) 可知，要从 (4) 推出 （3), 只要 证明： 
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( 5 ) 



事实上，按隐函数存在定理，变换 

确定了 M , z ; 作为 x 、; y 的函数，式 （1) 两边同时对 

x 求导，得 


0 = /乂 + /乂. 


由此得 


vy. 


⑹ 


但由已知条 件:#与# 垂直,我们有 

<7 U O V 

1’乂 + 乂/，0. 

如此可得 (5) 中前二式.同理可证后二式.证毕. 
例 6. S .9 设有方程 


⑺ 


+ ^^ + -^ = 1 , ( 1 ) 

a -r u b + U C+M 

证明 （grad u ) 2 = 2 A *grad u , (2) 

其中 A = U ,： y , 幻•（中国科技大学） 

分析这是一个兼有梯度计算与隐函数求导的问题.根据向 
量数积公式， （2) 等价于 

+ u /2 y + u \ = 2 ( xu r + yu \ + zu \). (3) 

可见我们的任务 在于： 由方程 (1) 证明式 (3). 

证 不难验证 （1) 式满足隐函数存在定理的条件，因此由 （1) 
式将“定义为的函数，将 （1) 式对 o ： 求导，得 
(a 2 + u ) 2 x - u \ x 2 y 2 z 2 u x 



ly 一 


2z 



L ( a 2 + «) 2 • ( b 2 + u ) 2 ( c 2 + «) 2 J 

(4)、(5)、(6) 式平方后相加，在等式两端约去公因子，得 

4 

y 


⑸ 


⑹ 


4 = 


_( 


u ) 2 (b 2 


7 十 77 ^ 7 ] 


⑺ 


(4)、(5)、（6)分别乘以后相加，注意式（1)，有 


2 = 


* 

y 


• (a + u ,) 2 (6" + w ) ( c - + w ) • 




( 8 ) 

将 （7)、(8) 式联立，即得 （3), 从而 (2) 式获证. 

最后让我们看一个综合性很强的例题. 

例 6.5.10 假设函数 /( x ,： y ) 在原点 (0,0) 的某邻域 U 内有 
定义，并满足如下的条件：1)在原点，它沿任意方向 Z = (cos a , 


sin 0：)(0<«<270的方向导数存在.且|^= A cos a + Bsin a , 其中 


是两个 常数; 2) 存在常数 M >0, 使得对 L ； 中任何两点 （ a 、， 
: yi ) 与 （h ) 成立不等式 

1/(^1 *^l)~/(x2 ， y 2 )I^M( |x, -X 2 | + I 3^1 - .V2 I) * 

试证：/(0：，30在原点可微，且 d /(0,0) = Adx + Bdy . (武汉 
大学） 


分析当 a=0 时，向量 f = (cos 0, sin 0) = (1,0) 代表 a: 轴正 
向单位向量.因此 


dA 0,0) 一 df 

dx 3 l fl = 0 ~ 

同理有 = B 由此可见，只要证明了 /在原点可微，则 

d/(0,0) = Adx + Bd：y 明显. 
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为了证明 / 在原点可微，按定义，即要证明 

= ~/(0.0) - Ax - 当工—°， 时). 

VV + 夕 2 \ : y—0 / 

令 jt: tcos a 9 y= rsin a 作变换，记 (p(t 9 a) = F(toos a , rsin a) •于 
是问题等价于要证明 • 

\\m(p(t ,a) =0 (关于 [0,2tt]— 致 ） • • 

为此，我们只须 证明： 

1 。 V [0,27r] t lini9>(r ,.a) = 0, 

2 。 3L>0, 使得 V a ，〜 €[0,27r ]， 

* • • 

\ (pit 9 a) - <p(t 9 a 0 )\^：L \ a - a 0 \ . 

证 1° 由已知条件，对于 / = (cos a,sin a) (0<«<2tt), 

= A cos a + Bsin a ， 因此 V a G [0,27t], 
limcpi 1 9 a) = lim ^ cos a * / sin a ) - /(0,0) - At cos a 

/-*o r—0 t 

一 Btsin a] 

一 lim「,( rcos a ， rsin a) - /(0,0) / : 

一 ㈤ L - } - (Acosa 

+ Bsin a) =0. 

2° 根据 pUw) 的定义，与条件 2): 

\(p{t,a)-<p{tyQ 0 )\ 

二 A tecs a^sin a) -/(0, 0) - A/oos a - &sin a 
- — 

一 /(/oos a 0 ^sin a 0 ) — /(0,0) - Acos a 0 - a 0 

1 : — 

a^sin a)-/(/cuB a 0t /sin a 0 )| + l-4| |a» a-cos a 0 | 

+ I B I I sin a - sin a 0 I • 

<M(|cs 3B a-ens a 0 1 + |an a-sin a 0 |)+ |A)Jol 6 a~ccs a 0 l 


u • 



+ IB I I sin a - sin a 0 I 

^(2M + I A I + iBDla-aol—Lla-aol, 

其中 L = 2 M ^\ A \ + |Bl 为 常数. 

^>0，取71>@(这时2<;)，令 a , = * -(*=0,1,2, 

£ \ ' ' Tl A J IX 

…， n - l ) 由 1° 知，对每个 A 3心>0,使得 ui 〈心时，有 

I 9( ’ ’ a * ) I 〈音 • 

令 5 = mini d x ，…， A I ， 则 M < 5 时， V a G [0,2 k] 必 3 々 6 |0, 1 ， 

…，”一 11 使得々 —<a< + 1)2 •从而 |a-々|<h<^r. 

n n n 2L 

I ,a) |<| f a) - 9(/ f a 4 ) I + \<p(t 9 a k )\ 

I a - a J + \<p(t 9 a k )\ 


<L —+ 4 -<i + 4 - = c ( Vae [0 f 2; r ]). 

n L L L 

这就证明了 lim?>(r, a )=0 关于 cre [0,27T] — 致.因而 limfXu ) 

f—0 x-^O 

= 0 •/在 ( o,o) 可微.证毕. ^ 


/ ^ 6.5 


6.5.1 计算函数 

z = ln (« r 2 + jy 2 ) 

在点户0(1。，^)沿与过此点的等位线垂直的方向上的方向导败. 

6.5.2 计算函数 

Z = 1 '(f r+ 6 r ) 

在点沿曲线 + 在此点的内法线方向上的 导数. 

參 

6.5.3 设为二次可微函数•若 cos a,cos /?,cos y 为方向 

I Ah -f- A. >U 3 / 3 tl \ 


的方向余 I 求|^ = ^(努). 


6. S .4 设“ = /( a :,： y ，^:) 为二次可微函数， /,，/ 2 ,/ 3 为三个互相垂直的 
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方向，证明 , 

a) (祭)、皞) 2+ ( ㈤ 2 =( fe ) M a 4) 2+ ( fe ) 2 ; 

,V S 2 U U d 2 U _d 2 U U S 2 U 

b) a7r + a7T + a7r = a^ + a7 a7 - • , 

6.5.5 求函数 “ = 1 + 7 + 2： 在沿球面 :r 2 + y 2 + 2： 2 = 1 上点 P 0 ( x 0 f y 0 t 
z Q ) 的外法线方向的方向导数.并问在球面上怎样点上此导 数取: a) 最 大值; 
b ) 最 小值; c ) 等于零. 
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第七章多元积分学 


§ 7. 1 含参变量积分 

导读含参变量积分，跟函数项级数一样，是表达函数，研究 
函数的重要工具，也是考研重点之一，而且难度较大.非数学院系 
考生应侧重于积分计箅.涉及一致收敛的证明，可不作太多要求. 
但数学院系的学生则既要善于计箅又要会严格论证. 

一、 含参变 置的正 常积分 

a . 积分号下取极限与连续性守恒 

要点 我们已知：1)只要每个人 U ) 在 [ a ，6] 上连续，且 n — 
00 时 / Jx ) 二 / U ) 于 [ a ,6] 上，则 / U ) 在 U ，6] 上连续，且可在 
积分号下取极限，即： 

lim [ f H ( x)dx = lim / B ( a :) dj : = f ( x ) dx . 

TO Ja Ja 嫌一 00 Ja 

2) 若 /(工，》)在[£1，6;3? 0 -5，， 0 + 5]($>0) 上连续.[或者 
只要 / U ， y ) 在 ：y = A 处连续关于 《 re [ a ,6] —致 ，即： V e >0, 
3 8{ y 0 ， e ) >0,当 l：y -: y 0 I < 5 时, 

l/(*r ，乂 ) -/(x，％) j <e ( V a. 6 [ a , A ]).] 

则可在积分号下取 极限： 
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■ lim f ( x 9 y ) dx = X \ mf { x y y)diX = f ( x , y 0 ) dx . 

Ja y-^y 0 

3) (连续性守恒）若上连续，则 
g ( y )= £/( u ) d « r 在/上连续(这里 J 可以是开的、闭的、半开 
半闭的，有穷或无穷区间 .）. 

由1)、2)可见，要在积分号下取极限，关键在于证明一致收 
敛，或相应的连续性. 

☆例 7.1.1 求极限 lim 

鲰 一。 o 

解 I (利用一致收敛）闭区间上连续函数的单调序列以连 
续函数为 极限： 




于 [0,1] 上（当 n — oo 时）.由 


Dini 定理知 ，人 （ x ) I =： r ^于 [0,1] •故可在积分号下取极限 

丄十 e 





dx 



解 I 



(利用连续性守恒•考虑相应的函数极限 


limf 

oJo 


_ dx 

1 + (1 + J ： y)~y 


令 
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= 0 , 


则 fU ， y ) 在 [0,1;0,1] 上 连续. 由连续性守恒定理, g ( y )= 
f /( a : ,： y)dx 在0 < y < 1上连续•于是 


♦1 

lim 


( 1+ f 


=lim f 1 -- 

”o + Jo 1 + (1 十 


(1 + 町 > 


= ^Jo /U ^ )d " = Jo /( ^ 0)dj： 

例 7.1.2 若 （1) 1人（0：)|：^是[«,6]上等度连续的连续函 
数序列，且 (2〉 n - oo 时/ n ( x )—/( x ) .则/ 在[“ 6 ]上连续. 


lim 


f „( x)dx = f lim f n ( x)dx = f ( x ) dx . 
Ja ” —~ Ja 


证利用例 5.2.31 及例 5.2.33 的证法（或结论），可知 ：在条 
件(1)、 （2) 之下，立即可得 / U ) 在 [ a , 上连续，且 /„( x ) 二 
/(0：),关于：1：€[〜&](当 71— +«>时）•进而由本段要点 （1) 中的 
已知结论得知，可在积分号下取极限，欲证的等式成立. 

例 7.1,3 设 / U )>0 在 [0,1] 上连续.研究 




的连续性. 

4 

提示记 m = min /( x ) 则 


g{y)>m i^T7 dx = 


marctan 


lim g -(^»~>0 = ^(0). 
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b . 积分号下求导与积分号下求积分 

要点 要实现积分号下求导，或积分号下求积分 ，关键 在于检 
验有关条件 » 

1) 若 /( x ，3^),八（工，30在 / 上连 _ ，财 

(\ a ^ X 9y ^ dj： ) = 1 八 (^，…工 

(这里 J 可以是开、闭、半开半闭，有穷或无穷区间 .） 

2) 若 a = p (： y )，6= 4( y ) 在 [ c ， c /] 上连续，可导； /( x ,： y ) 及 

/；( x ,>；) 在包含 D = 1(0：,30:0<><19(30<0：<4(夕）1 的某 
个区域△内连续.则 ' 

/ f _ , \ " r ^ y ) 

(L /( u)H = 九 (，“，* 

+ fl < p ( y ), y ]( p / ( y ) - f [< p ( y ) 9 y ]< p / ( y ). 

3) 若 /(« r ， y ) 在 [ a ,6; c ,< i ] 上连续 ，貝 lj 

J f d：y £ /( 工 ，…： = J dx J f(x 9 y)dy. 

☆例 7.1.4 设 Fb ): /( i ) I «y -: r I dx , 其中 a < 6 , 而 

« a 

/( x ) 为可微函数•求广(: y ) •(湖北大学） 

解当: ye ( a ,6) 时 

F ( y ) = J f ( x )\ y - x\dx 

= L ,(工)(3 /- 工) (1 工 + f ( x )( x - y ) dx . 

于是 F ( y ) = J f ( x)dx - J f ( x ) dx . … 

’( y ) = f ( y ) ^ f ( y )- 2 f ( y ). 

当: y >6 时， F ( y )= J f ( x )( y - x ) dx 9 

F \ y ) = J f ( x ) dx 9 F ^( y ) =0. 
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同理:时，广 ( y )=0: 

2f(y), 


r \ y ) = 


0, 


含参变置积分的计算 
* 例 7.1.5 设 


当 : y6U,6> 时备 
当 : y 各 （a ,6 〉时 . 


F(r) — J e rcoa ^cos( rsin d)dd 9 

求证： F( r )=2 tt. 

证（应用 Taylor 公式）因为 F(0) = f = 2tt, 要证 F( r) 

=2tt ， 只要证明 F(r) 为常数 • 为此我们考虑 F(r) 的导数 . 

F / (r)= [ [e r00#tf cos( rsin 9)\ r A6 
Jo 





cos 汐 cos( rsin 0) 


- sin(rsin 汐 ） sin 6]dd 


e rrxm6 cos(d + rsin 6)dd , 

Jo 

由此 F // (r)= e raJ9 'cos(20 + rsin d)dd. 

用数学归纳法易证 V w e|l,2,-|, 

F (n) (r)= e rcne cosind^ rsin 9)dd. 

如此 F ⑼ （ 0)=0 (n = l ， 2, …） • 

据 Taylor 公式 


F(r)-F(0) = 


v ^ U ) ( o ) 

一 F ⑺ （心) 鳄 
~~ r 


丄 F (” >(0 ir ) 

n ! 

( 0 <^< 1 ). 


由⑵ 


( 1 ) 


( 2 ) 
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lF U) (^r)|<e r 2ir, 



F (” )(y ) 匕 < 2geV^ Q ( 当…叶 

n ! n ! 

故 F ( r ) = F (0)=2 ir . 

例 7.1.6 假设函数 〆 x ，： y ) 在 R 2 内有连续的二阶偏导数， 

且^十 g = 0 , 而 M (: r ,： y ) 的一阶偏导函数对任意固定的 

ox oy • 

R, 是 工 的以 2： r 为周期的函数，证明 ：函数 

/( 3 ；)= 广[⑵-(菪）(常数)， 

(武汉大学） 、 •' 、• 

提示 /( y )^ o . • 十 ，、 .“ 、 

下面讨论如何用积分号下求导与积分号下取积分的方法计算 


含参变董的积分. 

☆例 7 . 1.7 试用两种方法计算积分 

Ha . b )^ f ^ j—-dx ( a 9 b >0). (北京大学) 

Jo in x . 气 . . 作 ” . r -*r .： 


解被积函数虽然在 x = 0 ,x = l 处无意义，但均有有限极 
限，故积分是正常的. .. 

1° (用积分号下积分） 



2°《用积分号下求导) 


由此. 


r 6 u，6 叫。兩， 

/( a ,6) = ln(l + ft ) + C ( a ), 
r a (a 9 b) = C / (a). 


但原积分对 a 求导有 


⑴ 

⑵ 
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比较 (2) 、 (3) 知： CTU)= — 

C(a) = In YT~^ + - 

代人 (1) /(a,6) = ln|^+ C,. 

令 a = 6,可知 G =0, 从而 

J(a ,6) = In j-q—• 

有时连续条件并不满足，必须人为地加以处理，使之符合积分 
号下求导数(求积分)条件.如 
*例 7.1.8 计算积分 

/(a)= T ( d 十，三 ) 兔 (la|<l). 

Jo \ 1 - a cos a: / cos x 

解 I (利用积分号下求导）我们首先看到若能在积分下求 
导，则问题很容易解决.因为 

r(a)= r ( ln ; . tg ㈣ '也 

Jo \ 1 - a cos x ； a cos a: 



因 V a 0 : | a 0 i < 1 ， 
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故若补充定义 f ( f , a ) = 2 a 时，易知 / U , a ) 在 
- l < a < l 上连续.另外，当 M <1 时， 

八 u ， a )= r ^? i ， 2 ( 当工一号 -0 …— fl 。时) 

且八 (|， a ) = 2 •易知如上补充定义后，八 （ x ， a ) 亦在0<工< 

|,- l < a < l 上连续.总之，补充定义之后，积分值不变，但变得 

可以在积分号下求导，（1)式成立. 

解 K (利用积分号下求积分）已知 

lr^ = T ln r^f +c - 

从而. 



故 






有时积分中并无参数，为了计算积分，可以恰当地引人 参数. 
如 

☆例 7.1.9 计算积分 

/= f •(武汉大学) 

* Jo 1 + X 

解 I (因积分的困难在于有对数，但对数函数取导数后，立 
即变为有理函数，便于积分，故此）令 

/(a)= f 

Jo 1 + JC 


则 J ( l ),/(0)=0 •且 




x 


(l + x)(l + ax) 


在[0，1;0,1]上连续.满足积分号下求导数的条件.故 


I (a)= L (l + x 2 Kl 


dx 



* ln(1 + a) + T ln2 + T 


在 [ o ， i ] 上积分此式得 


(a)d 


= 一 


• 】 ln(l + a) 

• o 1 + a 2 ~ 

*ln(l + d 2 )[ 


da + jin 2arctan 


但 f / / (a)da = /(l)-/(0)-/(l). 

Jo 

故 
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/^/(l) = |-ln2. 



解 I (作为验证，我们可将此积分直接积分出来) 

/ = f - n f ^-― f—dx = ln(l 十 x)darctan x 

Jo 1 十 a: Jo 


^ ln(l 
. o 


十 tan d)dd 


K 

=J T (ln(cos 6 + sin d) - In cos 0)d0 

n % 

— J T [In Vicos (音 一 0) ]d0 — 厂 In cos 0d0 


右端第一积分令 


= 吾 In 2 + In 


W 

(pd<p - J In cos ddd = -g-ln 2 


二、判断含参变量反常积分的一致收敛性 


为了研究含参变量反常积分所表达的函数，重要的问题是判 
断它的一致收敛性•本段主要是讨论判断一致收敛的基本方法.它 
们是: a. 利用定义 判断; b. 利用 Cauchy 准则 判断; c. 利用 M 判 
别法； d. 利用 Abel 与 Dirichlet 判别法. 

a. 利用定义判断 

要点 1) 若£°° fU , y)dx 对: J 逐点收敛，要证明 
]^/(2,7)心在 J 上一致收敛，根据定义即要 证明： 

• + 09 ， 

f(x y y)dx ZZO 于 J 上（当 A-+oo 时）， 

A 

即： Ve>0, 3 4。>0,当 A>A。 时有 

广 + 

f{x,y)&x < e ( V ^ G /). 

A 

t 疒 + OO 4 

2) 由此可见，要证 /U,：y)d:c 对: yG J 非一致收敛，即要 

a 
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证明 ： 3 e 0 >0, V A 0 >a , 3 Ai >« A e 及: y , € J , 使得 


| a f ( x 9 y x )dx 


> 


特别，若或: y 。 为 J 的端点），使得 VA > a ，有 


lim 

y， 0 j 


f ( x 9 y)dx = BkO , 


则 


f ( x 9 y ) dx 在: f 上非一致收敛（如例 7.1.11). 

对于 f /(• r ，： y ) d : r 以及无界函数的反常积分,有类似结论. 

J - oo 


☆例 7.1.10 证明： 


dx 在( 0 <) 0 ：。< 0 < + ⑺上一 


致收敛，但在0< a < 十 oo 内不一致收敛 .（ 南开大学) 



xe^dx 


= J ^ xe^dx (设 A >0) 


4 

a j «a 

= -J^e- ， r-V f r 

a 丨 《A a I 

一 Aj ， e 、 

一了 e +-2-( -十 — T 

a a a Q a 0 


♦0 


(当 .A 

关于 a €[ a G ，+ oo ) —致•故，， 


时） 


^ e'^dx 在 （0<) a G < a < + oo 上一致收敛. 


2° 同上， VAX ), 有 

• r +°° 

J a xe'^dx 

固定 A 令 a —0 时，此式+ 
致收敛. 


= lAe - + V -. 

故原积分在 0< cr < 上非 
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例 7.1.11 


fiE 明： J " 


e 


tf) dx 在上一致收敛 


在- oo< a < 十 CO 上非一致收敛 • 


提示 


e 


- lx 


a) dx. 


•0 


e 


dx 分别在 及 a>a 


上一致收敛•但 V A>0, 极限 lim 厂 e' u - a)2 dx=V^\0. 

• — + OO J 气 

例 7.1.12 设 0< m<l,/(:r) 在 [0,1] 上有界，试证 

关于 [0,1] —致 收敛. . ■ 

证因/在 [0,1] 上有界，故 3 Af >0, 使得•而 

# « • * 

以 = a 为奇点.当 e — 0+时 • 
f ( ax ) 


“ r f - ax ^ dx < M \ e 

a -« \a - X ) J «-« 


dx 


M 

=y - e 

M 


0. 


■€ 


0. 


因此原积分关于 [0,1] —致收敛. 

由 e 寻找所需要的 A。， 有时要分段考虑. 

☆例 7.1.13 证 明：厂 e -》 (: •i) 2 d / 在 0< ez<l 上一致 


收敛 • 


分析问题在于 •• Ve >0, 找 A D >1， 使得 A >. A 。 时有 




< €. 


因 


7e-7(^) 2 d,| = J ； e-4(^) 2 d , 
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a \ a / 






du , 


( 1 ) 


但 




du = a Vit. 


故对于对任意 A> 1 , 积分 （ l)<e 已成立，剩下的问 


题只在于找 A 。 > 1 ( 充分大），使得 A > A 。时,对一切 
有 




，1 , 




• du<e. 


由于被积函数 


> 0 , 当时，有 

•+oo 2 /2 

士“， 


⑵ 


因此，由 f e' u 2 du 的收敛 性知： Ve> 0,3 A 0 > 0 ， A>A 。 时 ( 2 ) 

J 0 

式 

• 结论获证 • 

f 

b. 用 Cauchy 准则判断 

要点根据 Cauchy 准则，要证明关于 : y 在 f 
上一致收敛，即要证明 rVe> 0 , 3 A D >a 3 A 〃 >>T>A 。 时，有 


f(x 9 y)dx 


< e (\/y G /). 


f U y y)dx 在 J 上非一致收敛，即要证明 ： 3 e n > 


0 , VA c > a , 3 4 〃 > 八 ’> 4 。，及；^€/使得 
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^ - 


^ 9 y x )dx 

对于 f /(a:,：y)cLr, 以及无界函数的反常积分有类似的结 

J - oo 


论. 


例 7.1.14 若 0 < f ( x 9 y )< g ( x 9 y )(\ / x > a , V : y 6 J ) •且 


对:—致收敛.则 


g ( x 9 y)dx 
f(x , y ) dx 亦对 J —致收敛 


0< J" g(x 9 y ) dx<e .( V^€ I ). 


从而 


y /( g(x 9 y ) dx<e ( V y ^: /). 

所叫 J^:/(x,y)dr 在厂上一致收敛 .• 

判断一致收敛的 M 判别法， Abel 判别法及 Dirichlet 判别法， 
也都是根据 Cauchy 准则证明出来的.下面我们着重非一致收敛的 
证明. 

☆例 7.1.1S 设 /(x，：y) 在 a<x< + ⑺， c<：y<c /上连续， 

广 + oo . I 

^ ye [ c 9 d ) 9 ^ f ( x 9 y)dx 收敛，但:时积分发散. 求证: 

/•+ OO ’ 9 • 

a /(U)d*r 在: yG[c，d) 上非一致收敛•（北京航空航天 大学） 

证目的在于证明： 3 e c >0, VAo > a , 

： y € [ c , d ) 使得 


因为 


•(’(工，# 


^ €q • 
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( 1 ) 



f(x 9 y)dx = (/( 工。 ) -/(x ， d))dr + J(/(x，cOdr 

> I ||^ /( x , c/)dx 

一 liv (，(工，》)- /(:， d)) d:c , 

因此，若能证明 

| j ^/( o :， d)dx > 2 e 。, IL (/(： c ，： y ) -/( x ， d )) d:r < e 。， 

(2) 

则 （1) 式即可得到.剩下问题在于证明 (2). 

1 。因 \^J(x 9 d)dx 发散，故 3 e 0 >0, \ M 0 >0, 3 A "> A ' 

a 

〉 A 。使得 

^ f { x y d)dx ^ 2 c 0 . 

2 M 旦 /( u ) 在 a < x < ^ oo 9 C ^ y ^ d 上连续，从而在有界 
闭区域 A ^ x ^ A ^ c ^ y ^ d 上一致连续.于是对 e 0 >0, 38 > 

031 < r ，一 o :"|<5，|：/-/|<5，: t /，/ e [ A :,> n,：/,/GJ 

时，有 ••' : 

i / w )-/ u '/) i <^ V , , . 

从而丨 y -彳1<占时，有 

1 • ^ 

I f(oc.y) - f{x 9 d) \< , 

,- f(x 9 d))dx < e 0 . 

•r A 

证毕 ■ • ，/ 

注 Cauchy 准则的优越性在于不必考虑充分后的无穷区间 
[八，+ 00),而只须考虑充分后的有限区间[4/,焱〃],从而使难度 
大为减小.如 
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例 7.1.16 试证： f +a> 在 0< a < 十 oo 上非一致 

Jo a{l + x ) 

收敛. 

分析@ sin ax 无穷多次变号，要估计 X , fl -^ dx > e 0 

a avl + x ) 

(e 。 为某一事先指定的正数）是困难的.但利用 Cauchy 准则，要证 
明积分非一致收敛只要证明：不论 AeM ) 多么大，总可选取 A > 
A ，> A 0 , 及 a >0, 使得 



(其中 £ 。>0 是某一事先指定的正数）.事实上，若将被积函数改写 
成 

xsin ax — x 2 sin ax 
a( 1 + ) 1 + x 2 ox 9 

我们可以看到，当 Z /^+ oo 时，.因而不论 A 。 多么大，只 

1 十 X 

要充分大，可使 0：> A '时有 

令取 A 〃= A 、1, 当工€ [ A ', A "] 时，随着有一.因 

ax 

此只要把 a >0取得充分小总可使 



于是 



①此处重要之点在于用到区间是有限的，正说明 Cauchy 准則的优越 



性. 
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■.问题 获证. 

下面是无界函数反常积分的例子. 

例 7.1.17 试证： 「 々 sin 丄 dx 在 0< a <2 上非一致收敛 • 

Jo x 工 

证令文=+，则 

f 1 1 1 r°° 1 

—sin — dx = -y^sin tdt . 

Jo X X ' J 1 t ' 

不论正整数 n 多么大，当，€ [ 八»[ 2 一吾, 2 一誓]时，恒 


故 


xsin 


a ( 1 + x ) 


dx 


因此 

| f A * sin t V 2 C A ' dt 1 

— \-7 T rT ^ x 7l>0 (当 a ，2 2 时〉. 

4(2«tt+ 

因此原积分在 0<«<2 上非一致收敛（虽然用 Dirichlet 判别法容 
易证明它收敛）. 

c . 用 Af 判别法判断 

要点使用 M 判别法，关键在于将被积函数的绝对值 
I / U , >01放大，以找出函数 MU ) (优函数），使得 

\ f ( x 9 y )\< M ( x ) ( Vx ^ a , V ^€/), 

且 ^ M ( x ) dx 收敛， 

则 f /( U ) dx 在 J 上绝对一致收敛 • 

无界函数的反常积分也有类似结论. 

例 7.1.18 判断 （ 1 十 x + x 2 + •“ + a ：” ) (In 主) 7 dx (n — 
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1,2, …）是否一致收敛. 

解 x =0 为奇点， 

(l + a: + x 2 + … +，)(ln 去 




1 * 

故积分 J 。^( ln -^ j ^ dx 收敛•从而原积分对 n = l , 2,…一致 
收敛. . 

广 + oo 

例 7.1.19 判断 xsin x A cos axdx 对 aG [ a ,6] (有限区 

Jo 


间）上是否一致收敛. 


解利用分部积分法, 



xsin x 4 cas axdx 




asm ax cos 
一 4x 2 ~ 


dx 


利用 Af 判别法，知右边新出现的二积分关于—致收 
敛，故右边 三项二 0( 当 A — + oo 时） ，因此 原积分 在[“， 6] 上一致 

收敛 • • • •’ •， 

下面看一个有无穷多个奇点的 例子. 

例7丄20 证明： JU )= f " dj ： S g e [ 0 , 6 ;| ( 其中 

Jo I sin x I 

0<6<1) —致收敛. '* 



- 773 - 



今 X~ t-^ w 7T , j3*] 

Ha)= £； e- f -^-dt = —^ r ^ 

7 T 5 Jo sin t 1 一 e Jo sin ^ 

= -J-,fr ^dr + f 4dr]. 

1 — e LJo sin t Jj sin t J 

右端二积分分别以 0、7 T 为奇点，都以 1 作优函数.因此它们在 

sin t 

[0,6] 上一致收敛 . 7 U ) 亦然.证毕. 

注值得注意的是， Af 判别法得的结论是绝对一致收敛，但 
并不是所有绝对一致收敛的积分都能用 M 判别法来判断 .如： 

例 7.1.21 积分 P e + ) 7 d ： c 在 0< a < l 上虽然绝对 

1 

一致收敛，但并不能用 Af 判别法进行判断. 

证在例 7.1.13 中，我们已证明了该积分一致收敛.因被积 
函数为正，故也是绝对一致收敛.现在只须证明它没有优函数 
MU ). 事实上，假若 

e'7("^) 2 <M(x) (V«r>l, Va€(0,l)), 

那么对任意$>1，只要取 a = le ( o , i ), 便知 

M(x)>e'7^^y =1 ( Vx>l). 

故 r M ( x ) dx 发散•所以无优函数. 

1 

注 M 判别法，使用比较方便，但适用面较窄.特别若所论积 
分本身一致收敛，但被积函数取绝对值之后非一致收敛(这种情况 
称为条件一致收敛）时，显然， JVf 判、别法，对于这种情况是无能为 
力的•只有借助下面的判别法. 

d . Abel 判别法与 Dirlchlet 判别法 

要点 该法的关键在于把被积函数恰当地拆成二因子 相乘： 

f ( x 9 y ) = g ( x , y ) h { x 9 y ) 



使得 g，h 满足 (Abel) 条件： 

i) f\(:r,：y)cLr 对: yG —致 收敛； 

• « • 

ii) Hu) 当: y 固定时，对 x 单调，且一致有界，即 3 M>0, 

使得 

\ h(x 9 y ) I^M ( V x^a , V y €: /), 

则积分 f ~ /U ,：y)do: 在 J 上一致收敛 (Abel 判别 法）. 

或者 ，（ 将条件 i) 减弱，将条件 ii ) 加强）使满足 ( Dirichlet) 
条件： 

广） g(x 9 y)dx 一致有界.即： 3 M>0, 使得 

Q 

\ A g ( x 9 y)dx < M ( VA >a, 6 /)； 

a 

ii') A(x，：y) 当: y 固定时，对 a: 单调，当 + °° 时， /ikj) 
二 ：0( 关于： ye /).. 

则亦能断言 J^/U,：V)dx 对: ye J- 致收敛 (Dirichlet 判别法 ) ： 
对无界函数的反常积分，有类似的结论. 

☆例 7.1.22 试证积分在丨/上一致 
收敛. 







(0<x<l,/><p 0 <l) 


且 f ^ dX 收敛•故由 M 判别法，1在/上一致收敛. 

— • ck 


对于/ 2 = 


dx ，令工 =^ft 9 dx = 


ui y 
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cos 


2th 


dr . 


其中 


tdt 


=I sin A - sin 1 i ^ 2 ( —■致有界) 


ity 飞 


对 r 单调，且 


-4~ r ：3,（ />> 一/>。 > — 1) , ( r — + oo 时）. 
2 th 


[因为 


0< 




屮 dp 


0 (当 


)•] 


故由 Dirichlet 判别法，关于 - p Q > - I 一致收敛•总之，原 
积分在丨上一致 收敛. 

例 7,1.23 设函数 /U) 在: r>0 时连续，积分 厂 x a f ( x)dx 

Jo 

在 (?= ^, 0：=6 ( 0<6 )时收敛.试证该积分在《6[«，6]上一_收 
敛 .（ 河北师范大学，北京师范大学） 


提示 


利用 Abel 判別法. 


x a ~ a • x a f ( x)dx 

作为 a 


sin 2 x 


x _°~ h • x b f ( x ) dx . 


作为 


☆例 7.1.24 证明 —di 在 《 e [0,6] 上一 •致收 

Jo x ^ a 

敛 U >0). 

证因为对 o ： 单调，且 

le^Kl ( Va >0, Vx >0) 

(一致有界）.因此，根据 Abel 定理，要证明该积分在 [0,6] 上一致 
收敛，只要能证明积分 


oo • 

sin lx 
0 a 

对《€[0,6]—致收敛即可.但 


dx 
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i ) VA >0， |J sin 2 *rdo : = - i -1 1 - cos 2 A | ^1 ( —致有 

界). r 

ii ) 因子—对于: T 单调，且 —^― <1—0( 当 I — 十⑺）， 

x + a . X 十 a x 

因而 一4 —二0对 a €[0,6], (当 ： c — oo ) •因此，由 Dirichlet 判别 

x -r a 

法， P 对 a €[0,6] —致收敛•证 毕. ' 

Jo J ： + a 

三、含参变 置反常 积分的 极限与连续性 
a. 积分号下 取极限 

要点对含参变量的反常积分，要实现在积分号下取极限，基 
本方法之一是直接利用积分号下取极限的 定理： ' 

定理1 (序列的极限） 若: ， ：、 

'* i ) J / w (* r ) d:r 关于 —致收敛 ；. s 

ii ) l /„ U ) i 在 U ，+ oo ) 上内闭一致收敛于 / U ) [即： 
\^>心/”（0：)二/(1)于|^,八]上（当 «- oo )]；. 

iii ) f °°/( a :) da : 收敛. 、 

u 

则 lim f n ( x ) dx = f lim f m ( x)dx = /( x ) dx . 

a J a ”-♦«> a 

定理 2 (函数极限）设 f 为包含 > 的某个区间 .若： 
i ') /( uO 心对 ）6 J —- 致收敛； 

a 

iO 当 .V—h 时, /(U) 在 U , + ~) 上内闭一致收敛于函数 
9( X ) [却： VA>ti,/(x,;y ) 二 9( x ) 于 U,A] 上 ( 当； r -： y 。 时 >]; 

iiO < p ( x)dx 收敛. 

Q 
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广 +oo p+ <X> 广 +TO 

则 lim /( x , y ) dx = Iim /( x , y ) dj ：= < p { x ) dx . 

y^y 0 J a J a y~*y Q J a 

[特别，若 /( u 〉 在区域 D = \( x 9 y ): a < x < + «>，：>;€ J I 上连 
续,则条件 ii ') 自然满足，且 ?)( x ) = /( x ^ o ).] 

基本方法之二是采用上述定理所使用的证法进行 证明. 

☆例 7.1.25 假设|人（1)1是 [0, + oo ) 上的连续函数 序列： 

1) 在 [0, + °°)上 l / # l ( j ： Xg ( a ：), 且 g ( x〉dx 收敛； 

Jo 

2) 在任何有限区间 [0, A ] 上 （ A >0), 序列 |/ H ( x )| —致收敛 

于 /(:)• ’ 

试证明 f n U ) dx = / U ) dr •(复旦大学••华中师 

Jo 

范大学•，同济大学） 

证 I (利用定理 1) 由已知条件1),£~人（工)<^关于 

—致收敛•条件 2) 表明1 人 （ or >| 在区间[0, + ~)上内闭一致收敛 
于 / U ) •最后，在不等式 |人 （ x ) Kg ( x ) 里取极限，知 |/( o :) l < 

g ( x ), 从而由比较判别法，知 f ( x)dx 收敛.如此利用定理1, 

欲证的等式成立. 

证 I (利用证明定理时所使用的 e - N 法) 

分析问题在于证明： Vs >0, n 充分大时 

rf u {x)dx~rfU)dx < e 

Jo Jo 

改写 ：（ 上式左端 ） =I j *。（/- (工）一 /( X))dx 十 j f n { x)dx 

+ f fU)dx < T I f n ( x ) - /( x ) I dx 

J A o 

+ L 工 + L 1/(工)1心 
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< I f n (x) - f(x)\dx + [ g(x)dx^ f g{x)Ax. 

Jo J A J A 

可见，我们只要证明 

J !/ n (x) - /(or) |dx<y , g( x)do：<y 
即可 • . 

事实上 ， f g ( JT > dx 收敛，故 A 充分大时 (X g { jc )< 

Jo J A 

I •此后将 A 固定，因已知 [0, A ] 上人 UKU / U ) •所以 3 N >0, 
w >iV 时 

t 

|/.(工〉- /( 工 )i <士， 

因而 。 l/,(x)-/(x)).dj：<^ ^ dx = 音 • 

☆练习求极限 

lim r (吉林工业大学） 

a ^o 4 Jo a 

提示（利用定理 2> 因为被积函数 


/( x , a ) = 


sin 2 x - 


在 0< x < + ⑺ ，0< a <5 上连续，且 /(了，0) = —^£在[ 0 , + cx >) 

上可积•因此，要实现在积分号下取极限，根据定理2,只要证明积 
分 

/•+ CO • ^ 

sin 2 x -ax . 

— - — e ax 
Jo x + a 

对—致收敛•为此我们使用 Dirichlet 定理及 Abel 定理 
即可得到（见例 7.1.24). 

下例为我们提供了一个“用反常积分求解级数问题”的范例. 
同时也是本段定理2的应用. 
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☆例 7.1.26 试证极限 




( 1 ) 


其中 C 是欧拉常数（见例 1.2.11).( 仿北京师范大学） 

解題思路做过习题 5.1.25 和 5.1.26 的读者不难看出，该 
题中的级数可写成反常积分.问题是，能否在积分号下取极限？ 

解用 U ] 表示取整数部分（即 [ x ] 表示小于或等于的最 
大整数），则 

1 . ^ dx = 1 ^ dx= ti\i 

= J^ ti [(n + \V~ + 

- + ^) + 2 („ + iy^ 


4X0 


dx . 


因此原极限可化为积分的极限，在积分号下取 极限: 




下面检验积分号下取极限的条件. 




dr . 


⑵ 


i ) 首先 (当工6[1, + ~),/>>0时）， 

^ 0 C 


r + 00 1 
且 \ 

1 X 


dx 收敛，这表明 


关于/>>0 —致收敛. 


ii )(2) 右端的积分也收敛. 


iii ) 又因 


[x] - :r [x] ~ 


< A P - 1 ( VA >1, 当 
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[ l , A ],/>>0 时）且 /0 + 时0<义*-1—0•所以 />—0 + 时 


又 


U ]- 




(关于 [1 , + 00 ) 内闭一致收敛). 


根据例 7.1.21 前要点中的定理1,可在积分号下取极限. 
(2) 式中的积分 


X. - 


dx 


= lim f 
~J 1 


] 一 


dx , 


其中 


r [ x ]- 


"- 1 r k 

dx= ^ L 


1 [X] — 


= ㈣ (In 走一 ln(l + 务 ))+ 2 


-dt 

kTi 

J 


= 2 j ：^. 

g 仏 


故原式 = C — 1. 


-In n , 


其中 C=j^ 卜 + 4 +••• + + - h /I) 为 M 常数 

注本题为用反常积分解决级数问题，提供了范例. 

(解题框架 Silvia ) 

b . 含参变量反常积分的连续性 

要点证明含参变量反常积分对参变量连续，基本方 法是: 
1) 直接利用连续守恒 定理： 

定理若 

i ) /( i ，： y ) 在工 ,：yG [ c *, d ] 上 连续； 

疒 + oo 

ii ) /(* r ， jy ) cLr , 在 : y G [ c , d ] 上一致收敛. 


则， g ( y )= £ /( U)cLr 在: ye [ c , c /] 上连续 • 

2) 利用该定理的 推论： 

0 /(’： y ) 在(有限或无穷区间）上 连等; 
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ii ) 


f ( x . y ) dx 在: yeUd ) 内闭一致收敛，则 


g ( y ) = 


f { x , y)dx 


在 （ c ， d ) 内连续. 

例 7.1.27 确定函数 g ( a ) = 


{ n ( 1 ~ x ^ dx 的连续范 


围•（四川大学） ' 

解（利用定理的推论，先证明的收敛区间为 （1,4), 再 
证（1，4)上内闭一致收敛） 


尺 U) = 


ln ( 1 


- da : = 


+ r ^ i+ ^- 3) -d 


= / 


其中乙以0为奇点 — 4(当 x — 0+时）可见当且仅当 


a -3 <l 时" , 


ln ( - B/) dx 收敛」 2 = 以 


+ ~为奇点，当 《>1 时收敛， a < l 发散.因此原积分 g (') 当且仅 
当1<«<4收敛. 

其次，假设 U ，6] C (1,4) 为任一内闭区间对于积分(这时 
0< x < l ), 当 时 


ln(l + x 3 ) 


ln( 1 


) < ln(lH- x 3 ) 


， M: 


ln(l 


二 d . 


收敛.所以厂在 a <6 时一致收敛.对积分〖 2 (这时0：>1)当 a^a 
时 


ln(l 


) 


.ln(l 


十 〆 ) ■，且 


ln ( 1 


) d . 


收敛•所以/ 2 在 a > a 时一致收敛•总之，我们证明了 #(«) 在 [ a , 
6] 上一致收敛•即 g ( a ) 在（1，4)上内闭一致收敛.从而由被积函 
数的连续性，推知 gU ) 在（1，4)内连续. 
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☆例 7.1.28 若厂 |/ U)|dr 存在，证明函数 

疒 + CO 

g(a) — f(x)cos axdx 

J - oo 

在（ - oo , + oo ) 上一 致连续 •（吉 林工业大学，湘潭大学；四川师范 
大学） •• • 、 

证要证明 gU ) 在 （- oo , +⑺）卜.一致连续，即要 证明： 
V e >0, 3 5>0 ,当丨 a：2 — cm I < 8 时 I g(a 2 )-《(q ) 丨 < e • 

由于 —A<*r<A 时 


Icos a 2 ^： ~ 006 a x x I =2 
故 


• «2 + 0\ 


^2 

sin — 2 — x 


sin — 2 — x 


^|a 2 ~ a, I A, 


尺 U 2 ) - g ( a { )\ 

p+oo 

J ^f(j：)cos a 2 xdx - I /(x)cos a x xdx 

广 + oo 

^ 丨 /( 工） I I cos a 2 x - cos a , a: I dx 

J • oo 

l/(x)|dr+2|^ |/(x)|dr + A|a 2 -a 1 ]• J A |/(x)|dr. 

+ ~ ⑴ 
已知 f l / U )| dx 存在，所以 A >0 充分大时，可使 

J ^ ot% 


2!二 |/( a:)|dx + 2 j ^ |/ U )| dx < j . 


⑵ 


至此，再将 A 固定，取 <5 = 


€ 


2 A 


oo 


I f{x) I dx 


，则当 U 2 _〜|< 


5时，（1)最后一项 

A I a 2 - a, | J ^ \f(x)\dx< 

于是由（1)、(2)、(3)知 


€ 

2 


⑶ 


I 发(《2)—尽(〜）丨<音+皆 = e •证毕. 
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* 例 7.1.29 


设 / U ) 在 U ，6] 上有界，试证 

山卜 r /u) 


v/fx-al 


dx 


在全数轴上连续. 

分析用例 7.1.12 的证法易知该积分在 [ a ,6] 上的一致收 
敛性.虽然如此，我们并不能应用连续守恒定理.因为这里 fix) 
未必 连续. 


下面分三种情况进行讨 论：因 /( x ) 有界，可设 1 /(x )|< 
M ( V [a 

r (证明发在[“6]外连续）设以$|^,6],当《充分接近《 0 
时 ， a $ [ a ,6], 因而下式中的积分均为正常积分 


g ( a ) - g ( a 0 ) 





% 6 

1 

1 

% a 

\/ 1 x - a 1 

y/ \ x - 1 


dr — 0 (当 a 


a 0 


时） 


(因右端的被积函数连续），故这时 g 在 a 。 处连续. 

2° (证明 g 在区间端点 a 和6处连续）设= a ，这时可取 
/ i >0 充分小，使得 a < a + / z < A •于是当 U - alCA 时，+ 


A , 6]，于是下式中 [ a + A ,6] 上的积分已属于1°中已讨论的情况. 




• 6 


Ax ) 


V x - a | 


dr = 


j \ x ) 


Ja 


由 r 知 / 2 = 


/( x ) 


故只需证明 A = f A 


V lx - a I 

/u) 


V lx-a| 

广 6 

djc 


dr + 


I 


fU) 


V |x-a| 

f{x) 


dx^I { +I 2f 


V \x — a 


a * h v lx - a I 

，+A fU) 


v \ x-a 


dr (当 a—a 时). 


dr (当 a—a 时) • 


因 


v l - o : 

故 （1) 式中积分 


l /(- r )| 〆 .M ^ 

^7 T 7^ r M 


+ A 


dx 


fU) 


V lx - a I 


V I x - a I 
dx 也收敛. 


( 1 ) 

收敛 U 为奇点） 
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剩下只需 证明： Ve>0,35>0, 当 U-a|<S 时有 . 

pw fU ) == _ f^2= )dx <e 

J “ \v I X - aT ^ \ x - a I / 

lr “(_ / ⑴ /(:)_ — \」 


事实上 


~ a 


< M 


L = + r 

- a I 


I x - 


⑵ 


ra^ 令 / w g r +fc - a dt 

mt . 「 • — ==^^=g= s ^ — ■ — — • 

jo %/ 1 «r - a 1 >/T7T 

取汐 </j , 当 |a — a|<d<A 时 ，一 /i<a — a，a 十 A_af<2/i ， 因此 


广 l 

由 

J -i 


w 

VTi ' 


收敛性 ，知： 


上式 = [ r •: 7 h < m ^ h 充分小时）⑶ 


此时作类似分析知 (2) 式中第二个积分更有 

「“_」王—< r 丄〈丄, (4) 

ia vHT^T Jo vTTT 2 ivr 

(3)、(4) 代入 (2) 即得 U - a |<8< AU 充分小时)有 

r +A / fU) _ _ f(x) \ A ^ e ，〜 

\a ly Ia：-ai y / Tx^alr K 2 T ' 6 * 

类似可证 a 。= 6 的情况 • 

3° 当《。€(心6)时，只需[“6]剖分为[“《。]与[«。，6]即转 
化为 a a 为端点的情况，由2°即得. 




☆四、含参变量反常积分积分号下求导与积分号下求积分 


a. 积分号下求导 

要点 根据积分号下求导的 Leibniz 法则，要对含参变量的反 
常积分 

g(y)- f f(x 9 y)dx 
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实现积分号下 求导： 

g f ( y ) = f y { x , y ) dx , 

a 

只须检验如下条件 ：（ 假设 J 为某个区间） 

i ) /(:r , y ) ,八（工 ，： y ) 在 a ^ x < 十 °°，yG / 上连续； 

ii ) I f(x 9 y)dx 在 ： yGJ 上收敛； •， 

iii ) 对 J —致收敛[若 J 为开区间，或 
半开半闭区间，不论有限或无穷，此条件可放松为 [ m f y { x 9 y)dx 

% a 

关于: y 在 J 上内闭一致收敛]. 

/ 

则 〆 (: y )= (£ f ( x 9 y ) dx ^ =J f / y { x 9 y)dx ( VyG 

J ) •若补充条件 ：当: yG 时，函数连续可导，则： 

/ 

( <p( y )^^ X9y ^ dx ) = > 八（工 ’ 3 ^ 工 — f(<p(y)>y)(p / (y) 

( Vj . e /). 

对于无界反常积分有类似结论. 

例 7.1.30 求， U ), 设： 

《 （a) "2 " / 2 - dj0 ' ⑴ 

• • Jl xVx 2 ~1 
解奇点为 X = 1 与 jc =+ oo . 



在0： = 1的邻域内，被积函敢与 


i* ~ 1 - l)(i + l) 


阶•在 x = + 00 的邻域里，与+同阶.因此原积分 g ( a ) 收敛 .. 
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x Vx 2 - 1(1 + a 2 x 2 ) 


< 


x 


vV - 


x( — + °°). 


dx 收敛，故积分 （ 2) 关于 《 G(-oo， + oo) — 致 


且./ 

X w X 

收敛 . 

3° 被积函数，以及它对参数的导数的连续性明显，因此 

dx 


g ( a ) = 


x v^ ： 2 ~l(l + a 2 x 2 ) 


Jo 1 + a 2 sec 2 1 


x — 


du 


o l + a(l+u 2 ) 1 +m 

7 (士 

la | 


.(m = tan t) 


引 1 一 yiivr 


例 7.1,31 求 设 


arctan 


axarctan ^ ^ (•: 


g ( a ，(3) = 

Jo . X 

解（证明可在积分号下对 a 求导） 
i) 因为 ： r~^0 时 arctan o: 〜 o: •所以 

lim arctan ax ^ arctan -邱 

•r—()♦ 工 

故 : r=0 不是奇点 • 而在 x= 的邻域内 


⑴ 


arctan ax • arctan fix 

1 

x 




4^ 9 


因此原积分收敛 . 


ii) 


/arctan 


o l 




X 


， 

P+oo. 

1 . 叫。 


firdx 


x 


(1 + «V) 


⑵ 
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a^a Q > 0 . 


而 f 00 收敛，所以积分(2)对 a 在《>0上内闭一 

I Zx(l a 0 x ) 

致收敛 (x = 0 不是奇点）. 

iii ) 被积函数以及对参数 a 的导数在 x >0 a >0 上连续 （1 = 
0为可去间断）.总之符合积分号下求导的全部条件，因此 

仏參⑶ 
类似可证 (3) 式可在积分号下对沒求导，所以 




(当…) 




最后的结果 “( a , 卢)= ^；的 对 a 、/3>0 恒成立.这是因为积 

分 (4) 在 a ，/ J >0 上内闭一致收敛，在 a ,#>0 上有连续性，从 
a 的结果取极限，可知 a = /3时亦成立. 

下例说明积分号下求导数的一项应用. 

☆例 7.1.32 设 

F ( x ) = eT - J *°° e^^dt .(工€[0，+ ~)). 

试证：1) lim F ( x ) =0; 

+ 00 

2) FU ) 在 [0, + oo ) 内单调递减. 

(上海师范大学） 

证 1) 应用 L ' Hospital 法则 

• + oo ,2 

• e^dt 
lim F ( x )= lim ^~~ 2 ~ 
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lim 


=lim — = 0. 


+ oo . x a—^ * 

一 TP 丁 


x 2 r 00 , / ^ x 2 

2) F / (x) = xe^| e. 了 dr - e 丁 e - 丁 

=I*" xe^'dt-K J °° te^~dt 

x 2 - t 2 I …② 

= - e - ^ -1 = 0. 

b . 积分号下求积分 
要点要对含参变量的反常积分 

广 ♦ oo 

g(y) = I f{x,y)dx 

实现积分号下求积分，只须验证 条件： 

i ) /( a ： ,： y ) 在 a ^ x < ^ 00 yc ^ y^d 上连续； 


一 1 


ii) 


/(• r ，; y)clx 对： [ c , d ] —致收敛. 


则 I { f(x 9 y)dx = J dx fix f y)dy. 

另外，若： i ) /( u ) 在 x>a , y > c 上连续； 


ii) 


f ( x 9 y ) dx 在: y 6 [ c , + 00 ) 上内闭一致收敛 


f ( x 9 y)dy 


对 a :, 在 U , + ~) 上也内闭一致收敛. 


iii) J dy 

少有一个收敛. 


1/( j: ，： y) Idj ： 及 J dx f l/(:c ，： y) |dy 至 


则 


dy f ( x 9 y ) dx = dx f ( x 9 y)dy 


例 7.1.33 计算积分 
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X 


解因 


e 


mxdx , a 9 b>0 


= e ^da , 


故 




=do 


mjcda 


mxdx , 


( 因 J: 


由此 


e _ar cos ?nxdx 对 a 6 [a 9 b ] —致收敛 


da = yin ^ 


•) 


例 7.1.34 试利用 

令 M = < 


du 


计算积分 


解 



ae … d x ( Va>0), ⑴ 


° da. 


" dx 是取常值的函数.记 

° 2 da,. 


则 




/e _ ° da 


=nr 


W dx je-° da 


dx 


ae 


•。 （l + x‘> 


+ ^da 


=_ H ITP dj: = T = 
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注 P e " x 2 dx 通常称为 Euler - Poisson 积分，在概率论中 
Jo 

非常有用.它的值可用多种方法算出，除本例外，如本节还可参看 
例 7.1.44, 例 7.1.48. 

☆五、反常积分的计算 


上二例说明可用积分号下求积分的方法计算反常积分.下面 
我们进一步讨论计算反常积分的其他方法 

a. 利用积分号下求导. 

☆例 7.1.35 计算积分 

gU )= P m - H eir . (河南师范大学) 
xVx 2 -l 

解（困难在于分子里有 arctan cu : ,因此考虑在积分号下求 
导，消去该因子） ' 

1°因 g ( a )= -奴 - a )， 所以只须考虑的情况.重复例 
7.1.30 的计算可知 

，⑷ :訃-命)，当 a>0 . 

2° 因 g (0) = 0, 所以 时， 

g(o) = g(a) — g(0) = g{t)At 

,o 

= i\ a o( l ~7rr?) dt = ^ a + l ~ /Y ^ h 

从而 


g ( a ) = I a I +1- >/ 1 + a 2 )sgn a ( 一 00 〈 a < 

例 7.1.36 计算积分 


g(a t /3)= 


arctan ax • arctan 


色 dx. 


解当 《>0,/3>0 时，重复例 7.1.31 中的计算有 
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由此对 P 积分得 


03 arctan flr , 
lo x(l' + a^ dj：I 

(1) 

K 

(2) 

2U + /3T 

a + /3) + CU) (/9>0). 

⑶ 


注意积分 （1) 对于 P >0 一致收敛，因此 


故在 (3) 中令斤 -0 + 取极限，可知 CU)= -fin a •因而 • 

g / a (a,/?) = yln^^ (a>0,^>0). (4) 

将此式对 《 积分，得 

g(a ，^) = yaln + ~p\n{a 十分 ）+ C, ( 戶 ） • (5) 

注意到原积分 g ( a ， 約失干 a ， 吟 （ — oo ， + «>) — 致收敛 <( a ，卢) 
在 (0,0) 处连续.因此 (5) 中令 cr—0 + 可得 

6(沒）= — 心① • 

故 g(a,^) = yln^-^^ (a>0, / 9>0) (6) 

因 gU,/3) 对 a、i? 分别为奇函数.所以 

，/?)=- 号 （sgn " )(sgn fi)ln a _， 

0, . a/? = 0. 


①亦可由 gU,々) 对〜卢的对称性，从式 (5) 可直接看出 C ,(^)=-- J-/?ln^ + 
C 2 ，然后利用 a = ^ = 0 时公(0,0) = 0,可得 C 2 =0, 从而 G (夕）= -^9ln 沒. 
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b. 通过建立微分方程求积分值 

广 + 00 2 

☆例 7.1.37 求 g ( a ) = e" x cos laxdx 

• o 

(已知•(复旦大学，中山大学，四川师范大学，北京师 


范大学，华中师范大学） 

解 r (验证积分号下求导条件 ）（ 略) 

2° r { q )= ( e ” cos 2 ax) / a dx 


= — 



2 xe" x sin 2 axAx 




laxdx 


=—2 ag ( a )， 即 g ( a )= ~ 2 ag ( a ). 

3° 解此微分方程，注意 g (0)= f , 可得 

' g(a) = —e''. 


附注不难用数学归纳法证明，该积分可在积分号下微分任 
意多次，从而 . 


2aa:dx = (-iy^ T £ £1r (e- 2 ). 


c. 引入收敛因子法 

有时不能在积分号下求导，但引入“收敛因子”之后，可以进行 
积分号下求导. 

☆例 7.1.38 计算 Dirichlet 积分 

( 1 ) 

• 0 X 

分析用 Dirichlet 判别法，易知该积分收敛.但积分号下求导 


• 793 • 



之后，积分 


: 


dx - 


fixdx 


发散.不满足积分号下求导的条件.为此，我们粗略的想法是引人 
收敛因子考虑积分 

山卜 r TO e -«sinJr dx (2) 

Jo x ，• 

若真能计算出 g ( a ), 则原积分等于 g (0>. 这里收敛因子 e ^? 的作 
用在于大大改善了收敛性.不仅积分本身收敛，而且积分号下求导 
之后，所得积分也内闭一致收敛.于是可使用积分号下求导的方法 
来计算积分. 


解1° 


sin fix 


广 ♦ OO 

J e~ ai sin firdx , 


⑶ 


iin fix I ( o^a 0 >0), 

f 00 e -° o-dx 收敛， 


所以积分 (3) 在 a >() 上内闭一致收敛.其他条件明显，所以 

’ (<0= f dx=- ^ 


由此 


=一 (当 时）. 

a -r p 

g ( a )= - arctan 斧 + C (当 a ，/3>0 时） .（4) 


因 /?>0 时, 


g(ct) I 




sin fix 


=1- 


0,( 当 a — + ° o ). 


故在 (4) 式里令 a —+ oo 取极限，可得 C = j .于是 


794 



g ( a ) = y - arctan ^ (a 9 ^> 0 ). (5) 

2° 我们的目的是求 g (0)， 若证明了 gU ) 在上连续，则 
g (0)= lim / U ). 根据连续守恒定理，我们只要证明$(«)在 

0上一士收敛，且被积函数在 x > 0 9 a > 0 上连续.事实上，因为 

f 

"°° —^ d . r 收敛，自然关于—致. . 

- 3 C 

对 . r 单调，且 |eY 丨<1 一致有界.由 Abel 判别法，知 

g ( a ) = 

Jo ^ 

rsin fix 


在 0 —致收敛.若令 

0 ^ 


f ( x , a ) = 


e 


x 


当： r ~0, 
当 ± = 0. 


则 g ( a ) = 


/( U > cLr ， 且 /( u ) 在 x ^ O . a ^ O 连续•如此 
我们证明了 gU ) 在 a > 0 上连续.在 (5) 中令可得 
0 -~— dx = g ( 0 ) = g ( 0 * ) = y (/3>0). 4 

因 sin x 为奇函数，所以 

+ °° sin fix , 7 r Q r ... 、 , 

o ~x~ dx = j sgn 夕 . (~ °°<^< + °°). 

其次，也可把 (2) 中的积分看成 /? 的函数，在积分号下对/3求 


导迸行计算（留作练习） ： 

d . 利用反常积分定义及变量替换 


•♦VU) 


dz(A > 


☆例 7.1.39 设 / U ) 在 [0，+ oo ) 上连续， 

0) 存在，试求积分 ( G . Froullani ) 

。 A ^ y - f ( bx) dx ( a ， 6 > 0 ) •(大 连理工 大学） 

分析 积分厂 £ L ^) 二 /( 心) dj 有二奇点 工=+ oo 及工= 

J 0 工 ,I 
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0 .因 IT f ^~ dz 存在，我们只须考虑奇点 I = 0•换句话说，我们 
的任务在于求极限 


lim 「 ,( 肛 )" ㈣ dj . 

A -0 + J A X 

为此，我们将积分拆开，分别作变换，将积分变形： 

「 /(a,)-/(6x) dx = 「 ㈣ 心_「幽心 
J A OC )a X JA X 

= r^d,- 

aA ^ J bA ^ 

. = 广幽 d ,= r, ⑴ 

J aA 疋 . a 工 

^^作为二元函数在八>0,工€[«,6](或[64])上连续，由连 


续守恒定理， 

i ^S/^ dx = f(o) \ b a d f = /mn v 

故 原积分 =h ~/ (bx) ^ = /(0 )ln 

.注 （1) 式中的积分亦可利用积分中值定理 


(a,6>0.) 


dz = /(f) \ -dz = /(^)ln --/(0)ln 

J aA 之 d 


b 


(当 A — + 0 时），其中 $ 在 aA 与 M 之间. 

例 7.1.40 设 / U ) 在 [0, + oo ) 上连续，且 Um / U )4, 试证 

X~» ♦ OO 

一 心） 心 = [/( 0 ) 一々] In 立•（中国人民大学) 

0 工 a 

级数解法 

☆例 7.1.41 计算积分 


dx U>0,6>0) 


(西北师范大学，中山大学） 
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本例有多种解法，如 

解 I (利用积分号下求导 ）（ 留作练 习）. 

解 I (利用积分号下求积分 ）（ 留作练习） • 

解 I (利用分部积分法） 

, r°° , -ox 2 - 如 2 、J 1 e - 紜 2 ~e^ 2 + °° 

/= - J „ (e ~ e ) d x = — T — 。+. 

+ 2 J : 00 (6e _kr2 -ae _aj2 )dx 
= 2/b f" e' ( ^ x)2 d/6x-2v^ e-^ )2 'd(V^x) 

Jo Jo 

\ 

= V ^( V ^ - • 

解 IV (化为二重积分)设6>^>0,则 • 

/= r ^ C e " ， d - y = f ^ d -- 

其中 D = I ( a : 9 y ) :( X:r < + 00 9 aj ： 2 ^ y ^： bx 2 | 

= (x ， y):(Xy< + oo• 

不难证明 (0,0) 不是奇点.该反常二重积分收敛.事实上 



图 7.1.1 
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令4 e - 2 d w = (/6-/^)^. 

该结果虽然是在 b > a >0 的条件下求出的，但若 a = 6 显然结果 
仍成立.至于 a >6 >0的情况，只要从积分号下提取因子 （-1), 
可知上述结果仍被保持. 

本例的主要目的在于介绍级数解法. 

解 V (级数解法）不妨设 6> a >0. 



注意到 A =0时 




dx = 




2 


(2) 式两端对6求导得 


⑵ 


dx 




2 2 


67 


这是 （1) 中 A = 1 项的积分•继续对6求导可得 A =2项的积分.用 
数学归纳法可证 （1) 式中第 A 项的积分 


dx = 




b 


因此 （1) 式变为 


-“ 舞 ㈣… 卜 ) (¥ 


)' 


• 798 • 



= - (1 + a 一 & 丫 _ 1 ] 

式 （1) 逐项取积分是合理的.这是因为 VAX ),[0, A ] 上的积 
分可逐项取.而逐项积分之后所得之(关于 A 的）级数，以式 （1) 右 
端的收敛级数为优级数，所以它关于 A € (0, +一致收敛，故 
可令 A -+ oo 逐项取极限，得式 （1)( 参看下例）. 


例 7.1.42 若 /(x)= a n x n {a n >0, n = 0, 1 ， …）的收敛 

m =0 

oo 

半径为 + oo , 且 D a m n\ 收敛•则 e - Y ( i ) cb ： 也收敛，且 

«-o Jo 

[ e' x f(x)dx= ^ a H n\. (1) 

Jo M «0 

(东北师范大学） 


解因 / U )= 所以 

If-O 


Jo e-Y(x)dx = A limJ o ^ (2) 

因级数收敛半径为 + oo , 旦因有界 （ e ^< l ) 故在 [0, A ] 上可 
逐项积分，继而 


因 



⑶ 


且已知2 a nn \ 收敛，因此 （3) 中级数对焱€(0, + 00) — 致收 

n-0 

敛， （3) 式可逐项取极限，于是 



e X f { x)dx 


t 0 a ^ l ^ X x ^' idx= s 


☆例 7.1.43 求 / U )= f 7 b(l —/ cos 2 们 ^ (| xl < l ) 

Jo 
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(华中师范大学） 

解 I (用积分号下求导) 


所以 


解 n 



，/ (0)=0, 
( Ul < l ). 


(级数解法) 


f ( x ) - J 7 ln(l - a : 2 cos 2 6 ) dd = - 
=- —— cos 2 ” 汐 d 沒 

w Jo 

一一 x 2 \(2m-1)M tc 
tri n (2n)\\ 2 



一 -K ▽ (2w -1)!! 2n 

一 2^ x ^V2 ： n)\\ x 


注比较—结果，可得 ln(l + -/ 1 a : 2 ) 的 Maclaurin 展开式, 

以及在 x = 0 的各阶导数的值. 


e . 利用别的积分 

我们知道，利用分析和代数的各种手段,将要求的积分化为已 
知的积分，或易求积分，这是计算积分的根本方法.下面看 


☆例7.1. 44 试利用积分 yU ) = ^ - 计算积分 

r e '^ dx . (河南师范大学） 

Jo 

解令 /( x ) = ( J D e _,2 ck ) 2 ,作变换 f = 易验证 

史’（工 ）= - fix ) (当 X > 0 时） • 

从而有 /(x) + 9 )(x) = C. 

取工= 0,知 C = | .于是 / U ) = 音-史⑴’ 

/2 = 9^). (1) 
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注意到 


- (当一 。 o 时)’ 

所以 CO 时 > 二 0 (关于 w e [0, l ]), W ： r ) 可以在积 
分号下求 极限： 

r 1 e * x2(i+i * 2> pi -x 2 d+« 2 ) 

= jj il?lTT ^ d „ = . 0 . 

代人式 （1) 知 

/= r^ 2 ^ = f- 

学了二重积分的读者，请解下题 
例 7.1.4 S 试求 

其中 D : l < x 2 +： y 2 <4 •(江西大学） 

提示 2^ J — ； ^^7) 岭= — 2 ' 利用例 

7.1.39. 

六、综合性例题 

*例7.1.46函数 / U ) 在整个数轴上连续并且 
已知对所有的/ 

J — oo 

证明： Vfl 、6( a <6) 

J:/(x)dr<^^ + l. 


⑴ 

( 2 ) 


(国外赛题) 
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解[目标从 （1) 推出（2)](1)式等 价于： Va 、6( a <6) 有 

£ e ' u ^'/( x ) dx < l . 

因此 £ dt \[ ^ U ~ x ' fU ) dx < b - a . 

但 J a d? £ e - |, - j | /( x ) d J ：= jV ( x )(| 6 e - u ' x ' dty x , 

其中 a o 

= 2 -e … - e 工' 

故 (4) 可改写成 

[ f ( x )(2- e a -- e - b ) dx < b ~ a , .. 

即 | V ( x ) dx <^ + 去 [ jy YU)dr + J : e ， ⑴ d>r ]. 

然而 


r f{x)dx = 


• ， a ^7 (^)dx 


< f °° e - u - , /( x ) dx < l . 

J — oo r .• r . 

? ! • ， 

同样 I f •所 以由⑹可得⑵ •证毕： ，.■ 

**例 7 . 1.47 证明 Wallis 公式 

证 I (利用含参变量积分） 

’2» + 1^-2„)V| !! = + 1吾 J: sin 2 Vdx 
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在积分中令 = arccot .. 1 ，-: ，则 £ = \/ n + 1 cot x ， 且 x = 0 时 

/ a A 


一 o°，x = | 时 t = 0,dx = 


一 1 


ck 




i _\ vn + 1 

" TT / 


. 于是 （ 1 ) 式变 


为 




dt . 


故 


因 


lim/ ^(4^=i im 2 -^r ( 1+ 4rr + \. 

n-oo \2n) ! ! !.-« 7T Jo .\ w + 1/ 

no 


dt 对 nGN — 致收敛， 

2 

二 : e -， 关于 re[0, + oo )( 当 „ ， oo 时）， 


因此可在积分号下取极限，所以 

= 2^2 r 

^ Jo 

证 I ( 利用两边夹法则）因 

T 7 


e 




sin 


+1 xdx< 


sin 2 ”ardx< I sin 2 " -1 xdx , 


fT 

si 
. o 


由 Wallis 积分公式，此即 


(2n)l\ /(2n — 1)!! 7T/(2 m—2)!! 


(2n + l )!!、 (2n)\\ 了、 1)!!. 


由此 


/ (2 ”川 ：‘ 1 

\(2n -1)!!/T2^T 


〆 7c^( (2n)\\ \ 2 1 

i)^Y^[(2n-l)T\) 2^- 


(1) 
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但 


lim 


(2^)!! \ 2 1 — / (2n)H \ 2 1 

^1)!!/ 2 n \{2 n - l ) l \) 2^+1 


(2 

= 把 ((2 ( ::)1’).!!) (2n)(2n +1)^11^2^T = 0 


由此知 


J ^(2« + l ) ( (2 n -\)\! ) = " I ■•从而原式获证. 

例 7.1.48 试利用极限 


lim 


厂 = 


计算积分 


解 


卜 °° 2 「♦ 
e" x dx = 

1 / Jo 

= lim 厂 (l + ^) 

\ n I 


x dx 


lim 


dx 


dx 


( 1 ) 


(令 x=/^cot 0 = lim f T v^sin 2,, ' 2 rdr 

n 一 JO 

霣 

=limVH f T sin 2 "" 2 rd/ 

Jo 




一 3)!! it 


zr mn : 


=lim 




^°° V 2 n - 


1 /^ J ^ r (2 n -2)!! l 2 \ 

U ^-1 L (2 w -3)!! J ) 


T 


(利用上例) 


一 K 


等式⑴积分与极限交换次序是合理的. S 力:麵 Dini 定理 

知，连续函数的单调序列( 1 + 荃厂，„一 ⑺ 时， 
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e ” 2 ，关于工€[八』].其中0,5]〔[0, + oo ) 为[0, + oo ) 的任 
一内闭区间•又由 M 判别法易知积分 f + " dr 对72~ 

致收敛. 

七、 Euler 积分 

导读 Euler 积分不是考研重点，但偶尔也能见到，数量相对 
较少.在数学分析课程中不算主干内容. 

直到目前为止，我们经常使用的只是些初等函数•这给我们的 
研究和应用带来了很大的局限.利用含参变量积分，是引进非初等 
函数的一个重要途径.所谓 Eulei •积分，正是如此 .Euler 积分在理 
论和实践上的地位，仅次于初等函数，应用十分广泛.本段的目的 
在于熟悉 Euler 积分的基本性质，并讨论如何利用 Euler 积分来表 
达其他的积分. 

a. Euler 积分及其基本变形 

要点要顺利求解有关 Euler 积分的各种问题，必须熟练掌 
握 Euler 积分的定义，它们的基本变形，以及基本性质. 
r 函数（第二型 Euler 积分） 

定义 r(a >= ( a >0). 

基本变形 r(a) = 2^°° t 2 - l e^ ,2 dt (令 i = 时） U > 0 ). 

厂 ( a )= 1 (ln|) 、(令 x = ln j 时) U>0). 

性质 

广 + oo 

1 ) r(a)= j 。 在 ( o ，+ oo ) 内闭一致收敛， ru ) 

在 ( 0 , + 上连续•有连续的各阶导数，求导可在积分号下进行： 

r ⑷ U )= 「 x m - l e^ x (lnx) H dx. 

Jo 
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2) (递推公式） ru 十 l ) = aru ), 特别由 r ( i ) = 1知 

r(2) = r(i) = i,ru + i) = n! (wGN). 

由 r (+) = ^， 知 r ( w + T ) = 

r 函数只在正半轴有定义.利用递推公式可定义 a < o 时 r ( a ). 

3) (余元公式） 

r(a)r(l-a) = -^- (0<a<l). 

sin an 

4) (倍元公式 ）（ 又称 Legendre 公式） 


r ( 2a ) = 



(a>0). 


B 函数 （第一型欧拉积分） 

定义 B ( p 9 q )=^ x p ^( l - xr " l dx . ( p , q > 0 ). 
基本变形 


n 

B ( p 9 q ) = 2 7 cos 2P ' 1 ds \ n 2q ' 1 Odd (令 *r = 

,o 


(9 时) 


B ( p 9 q )= 







进而将此积分拆成 [0,1],[1, + oo ) 两段积分，后者作变换 w = 
仍把 f 写成 W ，则有 

性质 

1) V [/>! ， g 2 ] C (0, + °°;0, + °°)，该积分在[/^ ,/> 2 ; 

9 1 ，9 2 ]上一致收敛.6(/>, 9 )在（0，+ 00;0，+ oo ) 上连续，有连续 
的各阶偏导数. 

2) (对称性) B (/ >, g ) = B ( 9 ,/0. 
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3) (递推公式) 


B(p ， q)= 


p + q 


B(p 9 q -l) 


_ P 


P + Q 


zn 以 p - 


特别，对正整数 m ， n 有 


B ( m , w )= 


(n-l)\ (m-1)! 
(m 十 n -ij ]~ 


4) (余元公式） 


B(pA - p) = -r 


P 贫 


(0< p < l ). 


特别 B (士’ +) =7r . 

5) (Dirichlet 公式） 

R /. x.r(p)r( 9 ) 

b . Eulei •积分的相互转换 

Euler 积分的许多性质，实际上是 Euler 积分的相互关系，利 
用这些关系可以进行各种转换. 

例7 丄 49酬 B ( + 4) = 会 

• (I 1\ 咐) r (去） 

证 B 14 = - / 1 \\ (Dirichlet 公式） 

v ; ♦ 士） 






厂 (去+去)咐) 


因 r 




• 807 • 


倍元公式，厂 m 
因此 




( 3 , 2 )叫 吾). 

利用余元公式 

r (T) r (T) = ^-THi) = -V = |- 

Sin y 丌 V3 

故欲证等式成立. 

C. 利用 Euler 积分表示其他积分 

用 Euler 积分表示其他积分的方法，说到底，主要靠变量替换 
以及各种变形. 

例 7 . 1.50 求积分 

. 0 乂 '（1 一工 "V ’di (/> 、 g 、 m>0), 

并证明 

C 」L • r 1 工 2 cu ―兀 

Jo vT-x 4 Jo 4 • 

解令: r m = w ，则 

\o xP ' ^ 1 ~ x "^ 1<lx = - u) 9 ~'du 

m 1 m r (^ + g )- 

利用此结果’注意 r ({)= 4 r ⑷ ， r (+) = 〜 知 
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dx 

3 - a 


2 + 2 


iin2 T l 



_ i r 

= 7fJ( 


• (l+u)~7(l- M )-7 M -7d W 

= 洗 J : (1 - “ 2)_ =± ^"忐 J : (1 - zr 

例 7/l . 52 求 W:(I^ 厂 IT^ (0< 々 <”. 

解由半角公式 tanf = 令 f = tan _^ ，则 

c 1 十 cos <p Z 

I sin y \ m ~ l _ M _l-t 2 A _ 2dt 

• \1 + cos 9? j — ， 史一 ！ + 〆’ 广 1+ 〆• 


故 


• 809 - 




(1 + 々）+ (1 -务） 


dt 





sin 2 n 

*例7.1.53设 f > l , 证明： 

r(lnx)H, …一 • • 

Ji l) d<r = r 0 )S ⑴， ⑴ 

其中 r ⑴为 r 函数， s(0= 为 R]emann ^函数广（中国 

科技大学） 

解 1。 x — 1+0时， 
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( lnx ) f - 1 _| ln [ l - f ( J ：- l)]l 
lc (x _ 1) 


x ( x - l ) 
又 X -^ + 00 时 ， X ) V -^1 

•r(:r 一 1) 

因此 （1) 左端积分收敛. 

2° U ) 之右端为 


( 工 -1) 2 


U >1)， 


r ( t ) S ( t ) = r ( t ) ^ 7 = 2 ~r J e" 'u 'du 


令 M = 


ny 


00 r+ 
SL 


e' ny y^ l dy. 


⑵ 


为了证明等式 （1), 应将左端的积分也写成级数形式. 

^^d^r^ dln 


e nx 一 


令 


x 


r&=I ； i ： e-V-d ,； 


⑶ 


3 °比较 (2) 、（3),可见问題归结为是否可以逐项积分.事实 

oo 4 ， • • • 

上，因为 ge — V 1 关于 y €[0, A ]- 致收敛 （ A >0), 取 


又因 


A 


e ny y^ l dy 


令 


ny = 


=^| 0 = 去厂 ⑴ —(va > o )， 


而 S >) = r ⑴自+_. . 

命 A 

所 以级数对 A >0 —致收敛. 

n = l 」0 • 


- 811 - 



故 (4) 式可逐项取极限.•于是 


问题证毕. 

例 7.] 


求积分 


geH = 2 e-"V M d^ 

= z r~e*v r? ^. 

7m Jo 

54 利用 

( 工 >0 )， 


~^—dx (0< m<\) 


我们先说明一 T 式 （1). 事实上 
r(m 


”' = J: (f) 




令 


d /. 


所以 （1) 式成立. 

解利用式 （1) 


dx = 


r( 


♦ OO 广 

0 cos axdx j 


( 1 ) 


⑵ 


dt 


厂 （ m ) J 


l dt 


axdx 


(3) 


r ( m)J 




令 


m - 1 


r( 


2cos 


(a>0). 


2 


读者不难验证上面积分交换次序是合理的.最后—步等式可重复 
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例 7.1.52 式 (3) 的步骤得到 • 

例 7.1.55 已知 0< A <1， 正整数 n >3. 






W) 


令 f 


. (中国科技大学) 


h ( l - h 2 u 2 )^du 


>h f (1- w 2 )^du (再表成 Euler 积分） 


^ u = sin ^ 


J ： -- 3 


沒 cos Odd 


=耖(如年卜名 _|L 

例 7.1. S 6 证明 lirnf 00 e" x "dx = l . 

°°Jo 

证 r e -^ x = ri ^- v « d ^ ir ( i ) 

Jo Jo n n \n I 

= r ( i - + i )- r ( i ) = i (当 n — oo 时 >•( 因 r ⑴连续 .） 

d . 余元公式的利用 

r 函数， B 函数都有余元公式.其突出特点，是把含 Eulei •积 
分的式子写成了初等函数.这在一般情况下是办不到的.上面已见 
到了它们的应用，下面举例进一步说明它们的用途. 

例 7.1. S 7 计算积分 f ( n >0). 

..Jo VI-x n 

解令/= £,则 

/ = — f ^(1- = —,1-—\ = — ^ — • 

nJo • n U n) nsin-^ ' 
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例 7.1-58 计算积分 ^-^dx ( n > m > 0 ). 

Jo 1 十 x • 

答一-— . 

.mn 

wsm - 

n 

例 7.1.59 计算积分 x ~}^ dx ( 0 < p < l ). 

解 wr 編二紅 

读者不难验证求导与积分交换次序是合理的. 

例 7.1.60 计算积分 

r +0 ° 一 y 丨 • 

叫。 (0<p, q <l). 

m ^ I = \o 古 (fiV;0=J7f ^： ， 


由此 


，户， h ): 点， 

I ( p ) = In tan ^ + C ( q ) 


因/ >=9 时， / = 0 •所以 CU )= -In tan ^ . 


pn 
tan ^ r - 

ln - • 

qn • 
tan 


(此处略去了积分号下求导条件的检验•读者还可用积分鲁下求积 
分的方法来计算本例 .） 

例 7.1.61 计算积分 

.1) f In , 2) f (In r ( x))sin nxdx . 
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解 1) 令 x = 作变换，仍把积分变量 写作工 ，则得 


— In 厂（1 - x ) dx . 


两端同时加以 


In 厂（工 ）dx ,得 


21 = 


ln [ r ( x ) r(l - x )] da : 


ln ii ^ d - (余 元公 式) 


=In 7 r - 


ln sin nxdx — In 


1 r 

7 T 一 一 

^ Jo 


In sin tdt 


=In 2 ;r (见例 4.5.7). 

所以 J = ln 

2 ) + 

/ 练习 7.1 

含参变置的正常积分 

7.1.1 设 /( a )= f £^2^，其中函数 9 (: r ) 及其导数 〆 （ x ) 在闭区 

Jo Va - x 

间上连续•证 明：当 0< a < a 时，有 

r(a) = ^£> + r • 

v a Jo -y q - x 

提示令0* =如，变换之后再在积分号下求导.并用分部积分法变形. 

再提示 

r ⑷ = 2 士[焦力+叫:藉⑴兔⑷”山)， 

则 J { ( a )= | o f (^)d V 1 - t = ~< p ( 0 ) + ~ J o a : x < p ( x)dx 

h ( a )= f -^kLdx 

Jo a v a ^ x 

故 r ( a )= 合⑻ + I : (孕 ⑺ dx 为所求 _ 

7，1.2 在区间 [1,3] 上用线性函数 a + & r 近似代替函歎 /( a :) = : r 2 , 使 
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得 


法. 


J (a bjr - x 2 ) 2 dx = min. (答 ：4x - 兮 ) 

提示记 F ( a ， 6 ) = f ( a + fer - *r 2 〉 2 dr ，令广 a = F\ = 0 可得： 

- 令 ，…. . 

注这是最小二乘法的一个简单应用.它体现了最小二乘法思想和作 
☆7.1.3 计算积分 

a) J T ln(a 2 sin 2 x + 6 2 cos 2 :r)cLr •设 a ， 6 峙 0( 答 ：7rln 丨“丨丄… ). 


b) 


C) 1 


ln(l - 2acos x + a 2 )dr •(答 :0, 若 I a|<l;2irlnl a I, 若 I a | >1. 


T arctan(atan x), . - ) ln(1 -+ | a | )) 


d)J。sin (in-i-)' 


•do：. (答 :j(sgn 

•设 a,6>0( 答 : 


(a 


^)(6 + 1 )) 


e) J* arctan^^^dx (a>0) (北京科技大学） 

提示可参看例 7.1.5—7.1.9. 

再提示 a) 用 /U,6) 表示原积分，当 a>0,6>0 时，在积分号下求导 

(a, 6 > 0 ). 

a ^ o 

由此知 I(a 9 b) = Kln(a + b) + C(6 ) •但原枳分 a = b 时有 
I(b f b) = nln 6 ,故得 C(b)^nln-j- • 


I(a ,6) = xln Q ( a ，6>0). 

因为原式对 a 、6 而言都是偶函数，故知 

f(a^) = irln lal ^ lbl 9 )/a 9 bk0. 

b ) 用 / U ) 表示原积分,在积分号下求导可得 
\ a\<lfH 广 （ a ) = 0, 但 J (0) = 0, 故 /( a )=0 (| a |< l ). 

UI >1, 在括号里提取因子《 2 ,剩下部分便可化为 UI <1 的情况，故得 
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1(a) = 27tln| a 丨 （丨 a.| > 1 时 ）. 

最后 a= ±1 的情况，可利用例 4.5.7 的结果 . 

c) J(d) 表示原积分，因是 a 的奇函数，故只需求出 


r(o) = I ： 


= 


dx 


I ： 


>0 之值 ， (T>0 时 
At 


(1+ a 2 tO(l 




At = 


T 


故 a>0 时 J( a ) = f hi(l + fl ) + C , 但是 a = 0 时明显有 J(0)=0 , 故 J(a) = 

jln(l + a )U> 0 ) •因 /U) 为奇函数，所以 I(a) = y(sgn a)ln(l+ |a|) 

(Va€R). # 

注原积分之被积函数在 : r = 0 处为可去间断点，•个别点之值不影响积 
分值的大小，补充定义即可连续 . 因此 /U) 在《 = 0 处连续 ，0 = /(0)= 

/( + 0) = -|-ln(l + fl )| 。+ (：,可推之 C = 0. 
d) 麻积分 = I (sin(ln 士 ))j* x^dydx. 

注意 . sinflnl-)-^ 当时为可去间断，补充定义即可连续，因此它 
是 [0,l;a,6] 上二元连续函数 • 积分可以交换次序（在积分号下取积分 ）. 

原积分 = J d ： yj。sin (In 士 ) ： r v dr . . ■ 

令 ar = e , ft — 


d' r dy 

io r+ci + y ) 2 


arctan 


U + 1K6 + 1). 


e) 利用求导公式（见例 7.1.4 前的要点 2 )) ，可知 

^h \： xdx 


ZZT 


1 f 

^Jo 


dU 2 — 


2a 


2^ Jo /a*-? 


又因 0<J(crXa•arctan 




^-a^O (当 + 0 时广故 C = 0, 
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K<z) = 4a.(fl>0 时 ) •• 


1.4 人 U )= 


cos( rup - xsin <p)d<p 为”阶 Bessel 函数，试证 


xj 9 {x)dx-xj x {x). 


提示 


»in <p)A<p 


tJo (t)dt- — f tdt P cos( - 

=—J tdt J cos[ ( y — /sin p) — 

然后利用余弦差角公式展成两项 . 

再提示上式 = i ,+ J 2 

其中 /| = — f tdt f cos(9 - /sin <p )cos <pd<p 
71 J o Jo 

^ J dt J cos(f fsin p)d[(fsin 妒 一 9) + 卩 ] • 

= ~ j" dt J cos(<p -《sin <p)d(<p - /sin (p) 

+ J J cos(<p - /sin <p)d<p 

v • • * 

= - f [sin(f ^ fsin f)] d/ + / 3 = / 3 , 

兀 J o 丨 , 》«0 

= dt cos( <p - 之 sin <p)d<p 

sin( 9? — /sin 9)sin <pd<p} 

-d^>.f £sin(9?_ rsin p)sm tpdt 
= | o dp ^ isin( <p - ^sin ^)d(^6in f) 

I 

> tsin(p- tsin p)d( tsm <p- <p) 

~ ~ J o d P j Q td[cos(<p- ^sin <p)] (再分部积分） 
= j J 。 [fcos( 9 > — .isin 9 >)] I Acp •… 


这里记号 
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，sin < p)dt 


cos( <p - xsin <p)d<p _ / 3 = xj x (x) — 1 ^, 

最后 | o 山 （，） dr = h h + (Wi ( z )) - h = di U ) •证 毕. 

注作为基本功的训练，本题是优秀学生的一道难得的好题. 

含参变量的反常积分 

7.1.5 证明积分£°° : rsi n U 3 _ Ax ) d : rS；l 的连续 函数. 

提示利用差角公式把被积函数展成两项，然后用例 7.1.19 中的方法 
(分部积分）. 



☆7.1.6 证明： e^sin tdu 在 r6[0, + «>) 中一致收敛•（武汉 
大学） • ^ 


证（用定义） 要证： Ve >0,3 弋 >0,使得 A>A, 时有 


疒 f oo 

e' 

A 


sin tdu 


< e ( V r 6 [ 0 , + oo)). 


(1) 


因 


r°° 2 ' 

L e "* ^ 


sin tdu 


=v 


an 


VF 


& 


dv 




J 


e v dt/ =V^ 夸 


4c 


可见当 = -+时 ，（1) 式自动成立•当 K [ f 。，+ oo ) 时， 


K 

J: v ’ sin H = 




♦ oo 




因 


e ” di ；. (2) 


dv < 


。 . e ” di ; 收敛，对3 4。>0,当八>4。时有0<]^°^ 

八€,于是令 A , =先，则 A > A , =壳时，/7；八>八。，於?^2)式< 

^=./7；e = e (Vxe[0, + oo)).(l) 式获证. . 

V t 0 •. • f 


7.1.7 证 明 ：. .. 

• ! i 9 

广 +0O # I ..爹 I 

a 〉 积分 j。 ae 在 (0 <) a < a < 6 上一致收敛，在 a >0 上非一致收敛 . 

b) 积分 f ^^da: 在上一致 收敛. . 、 •， 

Jo x - Q 
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二 0, 当 0< cr<l 时， 
今0,当0<«<1时 


(A 



sin ax 

一 



I 29 It 以 ： r 


— a 力奇点， O ^ a ^ l . 


f a si : 

J«” 


故 h 在 [0，1] 上一致收敛.对 / 2 同理有 


< f - M = = 2/^-0 ( 当 7 — 0 时）, 
」•，？ v a — x 


in 


dx 二 ：0( 当 0 时）于 a € [0,1] 上、故结论 成立. 


-1.8 /(1)在[0, + o °) 上可积 ， z = 0, + 为奇点，证明 


II e _ “/( i ) dx = Jo f ( x ) dx . 


(东北大学） 

提示可利用 Abel 判别法. 


再提示 f * e--/(x)clr= ^ e-V(x)dr+ e^/(x)dx = + f 2 . 

/U> 的积分收敛(关于 a —致） 

固定 a 对 .r 单调， le 〜 1<1 一致有界.用 Abel 判别法可知^、。都 


一致收敛[关于 ae (0, + «>)]. 可在积分号下取极限. 

*7.1.9 / U ) 在 [0, + oo ) 上连续， J :°° f ( a :) d:r 绝对收敛, 证明： 

Jimj ^ /(^) 9 ( x)dx = /(0) 9 { x ) dx . (江西大学） 

提示 | ) p (* r)dr -/(0) f 。 < p { x)Ax | 

^ o " I /(^~) ~/(0) < p ( x ) dr + /(0) j 卜(工) 丨 dr 

⑴ 

再提示记 Af = |炉(工）1心.因/在1 = 0处右连续，^>、0,3 5> 
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0, 当 0<:r<d 时有 l/(:r) — /(0>|<^|. 


当 ： e [0，/^] 时 = n > +时， 0<^<(5.(1) 式右 

端 •卜 

( 首项 ) l 9 >(x)|dx< 2 S ? J fl + °° l f (x)|dx = f. 

又由 f 00 IWdld ：!： 收敛知 3 A 0 >0, 当 A > A 。 时， 

L ]<pU)ldx< 2imj^ 


因此 《〉 A ?( V ^> A 。） 时 ，（1) 右端 

(第二项 ）=|/(0〉| | f U )| dr <|/(0) h lr ^ yT = +. 

故 Ve >0, 取 /V = max | AL 士丨时，当 „ > A / 时有 （1)<++ + = e . 

☆7.1.10 证明 



(长春地质大学) 


提示 



再提示上式右靖第二项可用 Abel 判别法，一致收敛，可在积分号下取 
极限，易知等于 + • 

下面只需证明第一项极限为零. 

记〆 a)== J7° 利用 Abel 判别法，易证 Va>0 该积分 


收敛•尹 Ti 及1 ~\ 在(0, + oo ; 0 , + o °) 上连续 • Va>o, 取 

闭区间[« 1 ,々] : 0<〜< <1 <« 2 .在[< 11 ,« 2 ]上 ： 可证求导后的积分一致收敛 
(下面补证）•故可在积分号下 求导： 
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=-i; 




dx (一致收敛性下面补证） 


7 + T * 


于是 /( a ) = 


In a 十 C ， （当 a >0) 


故（式⑴右端第一项） = = f 


- aln a + aC 


—0 (当 d -0 + 时） • 
一致收敛性补证如下： 


<? Vi-r #收敛，故 r 左产-致收敛于❻， 


2 小:'叫4>.宇1 = 1-+，1 令 

[ a , , a 2 ] ，所以 e^dr 在 [ a , ,« 2 ]上一致收敛. 


0关于 


.1.11 证明 




在 (0,2) 上连续.（北京师范大学） 


提示 


f(/>) = do 7 + ) x ^r^i)^ dx = 


/,,/ 2 在（0,2)上内闭一致收敛.（可用 Af —判 别法广 

☆7.1.12 证明函数 F ( a :)= J *°° f ^ At 在区间[0，+ °°)上连续，在 

(0, +上有连续导数 .（ 厦门大学） 

提示 可用 M 判别法证明一致收敛.用 Dirichlet 判别法证明被积函数 
对: r 求导之后的函数之积分，在(0, +〜）上内闭一致收敛. 

具提示 r If^hr^iTr^ 收敛在 
to , + oo ) 上一致收敛 => F ( x ) 在 [0, + oo ) 上连续. 


/ 

/ sin xt \ 一 tcos xt 一 t 
VH 7 ?" lx 1+ t 2 ~ 1+ f 2 


V [a ,6] :0< a <： r < b ， 潢足 Dirichlet 条件： 
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• i ) [ cos xtdt = Sm ^ <丄< 丄（一致有 界）. 

Jo X x a 

^ ( r ^)^ c ^= ii n £ ^ <0 ⑽ 时)， 

/ 

故 t>l 时厂且二 0 (当，—+ °°)•因此 J 7° ( lT 7 ) x dr -致收敛， FU ) 
可在积分号下求导，且由 （1) 的连续性知导函数广(《)在(0, + 00)内连续. 

t 

7.1.13 设 9 U )，/ U ) 是连续函数，且 3 R >0 当 M > i ? 时，史 （: r ) = 
0, 证明: 

# 

1) 当 ”-**十°°时，有 < p ( x ) fi ^^-^ jZZ < p ( x ) f (0 )y - 00< X < + 

2) 若还有厂:?>⑴山=1,則 

limn 9>(^)/( x)dx = /(0). (武汉大学） 

提示 1) 因 9 >(工）50(当|：1：|>/?时）， 故只需 证明： n ^+ oo 时， 

P U )/ (含)二 9 U )/(0) 于 [ U ] 上. 

2) 注意 n | ^ < p ( nx ) f ( x)dx | 

O ⑴ /(+) d “/(0)= J 二 p ⑴ /(0) ch . 

再提示 U ) ?> 在[一/?，/?]上连续 =>3 M >0, 使 | ? (0：)|<]^在[-/?， 
K ] 上，从而也在 （- 《>，十 上成立•又因/在 f = 0 处连续 =>V e >0, 3 5> 
0,当 U |<8 时有 

_-/⑴ 1<$, (1) 

取 N = |， 则 ”> N ,| xl<R 时，有 

<pU)fW- <M /(0)-/(-^) I <€. * 

2) 只需在 （1) 式中将 M 换为 M *2 R ， 则 n > N 时有 
I ^ < p { ruc ) f { x)dx - /(0) 
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<f R [… )/(|)-9(0/(0)]dt<Mj: |/( 士 )-/ ⑻卜。 

☆7.1.14 设对任意自然数 n ，/•(：!•)在 U , + ⑦）上连续，且反常积分 
^ f „( x ) dj ： 关于71 —致收敛；对任意对>〜在[«,从]上，有 /” U ) 二 
/(:)( 当 ”4 +°°)，证明： 

1) 反常积分 J ^/ U ) 心:收敛；. 

2) \imC fA ^) dx = f °°/ U ) cb ：. (武汉大学） ^ 

a J « 

提示 1) 可用 Cauchy 准则 .2) 用结论 1). 

再提示 r 要证 pA^cbr 收敛，根据 Cauchy 准则即要 证明： Ve > 
0,彐 A 0 > a ， 当4 0 <八1<八 2 时，有 

\\^ f{x)dx 


< 


⑴ 


己知 

时有 


八 （ or ) d ： r 对”一致收敛，故对此6>0,3八。><1，当 A 0 < A / < A ， 


L fAx)Ax 


< 


T 


(VA ，， >r : A 0 < A' < A"). 


⑵ 


下面证明如此找到的 A D > a , 满足上面所提的要求 .即： ，当 A 0 < 
义 1 <八 2 ,则应有（1)式成立.事实上这时取从=八 2 ,由 AU ) 二 /( x ) 的条 
件，可知 3« eN ， 使得 


\ fAx )- f ( x )\< 


2( A 2 -A 


⑶ 


于是 


| J^ 2 /(^)dx | = ||^ 2 (/( 工）- /,( x))dr + ^ f n { x)Ax 

^ f 2 l /( x )-/ II ( x )| dx + f 2 |/„( x)ldx 

J A, • . J A, 


[由 （ 2) 、 (3)]<+ + f = e .结论 1) 获证. 

2 ° 利用已知条件及结论易知 Ve>0,3 A c >a ，使得 


[ f n { x)Ax < A , f f ( x)dx 

J A o 3 J A o 


< 


T • 
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再令已知条件中的 M = A D ，由/；二 r / 之条件 3 N >0, 当 ”> N 时有 


\ f n U )- fU )\< 3 ( A e - a y}km \\ fAx ) - f { x )) d . 


< 


T 


故得 


|| (/„(:)- /(工))心 

人⑴二 /⑴ I 心 + + J^/(ar)dx 

^T + T + T = e .结论 2 ) 获证 • 


7.1.15 a /,( x )= fV X 3 ■ 3 ， a ： e [0, + oo ) •证 明: 

1 + n x 

1) / •(1)二0, 关于 + n — OO 时）. 

2) limp / n U ) d « r =0. (武汉大学） 

n-*ooj 0 


提示 1) 可证明|人（0：)-0|<丄— 0 ■ 

Tl 

2) 只需补证 f m { x ) Ax 收敛关于 n - 致，就可在积分号下取极限. 
Jo 

再提示 1) iaq ) — _ Lj — 

1 ^ n x 1 + nx (1 - nx) + rue 




x 


0,故 D 获证 • 


2) lA ( x ) l =— 而厂 Ado: 收效 

1 + n x x Ji x 

故 J* 00 /”U)dr 对 n— 致收敛，从而人（：1：)<1：1： 亦然. 

☆7.1.16 已知： VA>0,/(x> 在 [0，A] 上可积，且在 [0, + ⑺）上绝对 
可积.试证： 

1) < p ( x )= /(r>sin ：«ck 连续. v 


2) 若将绝对可积条件去掉，设 /(or ) 在某 0< fl < x < - oo 上单调，且 
Hm /(ar) = 0 •问 P (:r) 是否还连续，给出证明 .（ 湘潭 大学〉 

! 峰 ♦ oo 

提示 1) 可参看例 7.1.28. 

2) 可应用 Dirichlet 判别法. 



再提示 2) 可假设 u>l( 否则用某来取代 a 即得）于是 


;in xtdt 


oct 


^ I cos xA ~ cos xai <2 ， 


加之 /U) 单调，和 /(/) 二 0( 当 ^-+00) 关于 0^[“ 八 ]. 

故 J /(Osin xtdt 在 [fl , + o°) 上一致收敛 （ Dirichlet )， 从而 

[ f{t)sm xtdt 亦然 • 于是 A> a 充分大时，有下面第二不等式成立： 


(/ ⑴ sin 


/(Osin x^t)dt 


llo 的 ^ 

< I J。(/(/)sin jet - /(r)sin ar 0 r)dr | + f(t)sn jidt + J /(/)sin x 0 tdt 
I sin at - sin x 0 H + -y + -j (设丨 /(x) l< M， 于 [0，A] 上） 


< M - A 2 I x - x 0 l+y + (至此再将 A 固定） • 

< T + T + T = e (只要取 5 = 5^, 则当 I 文 -A I < 5 时成立)， 

可见 /(Osin 於士在 R 上一致连续 / 

Jo 

7.1.17 求 p ( a >- l ). (上海师范大学 ）么 

Jo xe 

提示该积分记作 JU )/ 利用积分号求导，可证 = 又因 

1 + 0 

/(0) = 0,故知 /( a ) = ln(l + a ). , • 

% 

再提不 *r = 0不是奇点•记 /(x , a ) ~ % 一 ，易知 X 2 •/( a :, a )^0 
- xe 

(当 x —^ oo ), 故原积分 收敛； 。 气 

‘ / 及 /^ e -^ 〜在（^)€[0, + 00;-1，+ ~)上连续. 

V a > - 1，只要取 a 。 > - 1 则 

’» = e ( J” T ，（ a 。 + 1>0)，而 J o 收效，故 / Q (x 9 a)dx 

=J 0 + 致收敛(关予•因此可在积分号下 求导. 

7.1.18 证明 F ( x )= 在区间 （ l , + oo ) 上连续可微•（厦门 
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大学) 


提示 f " &在 d ，* 00 ) 上内闭一致收敛. 

再提示被积函数 /(/， x ) = f ， 及连续， ||\- oc«/)dr 


<2( —致有界） •(¥), =^ y ^<0， U > l ， r > e ); XVg>H x> 

a 时，有 0( 当卜 + oo 时）•因此^对/单调，且¥二0(当 

之- ► + °°)关于 :r><j ,据 Dirichlet 判别法，知 J* 在（1，+ °°)上 

内闭一致收敛.故结论成立. 

7.1.19 设 /( x )= (J^e-'df) 2 , g ( x )= J: 6 
试证 :1) /U) + g(:r) = C (常数），并确定此常数 .’ • 


2) J o + °° e i 2 ck = #.( 河南师范大学，天津大学） 

提示 1) (/(1) +《（：1：))' = 0=>/(： 1 ：) + 发（0：)三（：（常数），加之/(0) + 


只 (0) = = j •(检 验一下自己看过的題会不会做•〉 

再提示 /( x ) = 2 e -^£ e - ,2 dr —；. 

^(,)=-2 e - 2 j ； e - 2 ^ d ,- i ^-2 e - 2 j ； e -- 2 du =- i . 

因此 （/ U ) + gU ))' = 0.( 详见例 7.1.44 题 .） 

• % • • • 

☆7.1.20 已知 f (’心：各试计算积分 (5 ., 

/( a )= r GD 2 d : rU >0) •(广西师范大学） 

提示令《 = 1作变换 .. 
x 

再提示 I(a)= e - 0 -i) 2 ^, 

•• Ol ： •: • '• • ••，• ， • . 

再与原式相加得. 2 /( a )= ]7 ^ ( f ) 2 ( 1 + f J 七 = J 7 e — ( M ) 2 d ( 戈 一 + ) 
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令 T ；= 


_f) = 1 ： 


dv 


偶性 


Av-2 9 ^ - •Jn. 


☆7.1.21 求积分 


I ( a ) = 


dx ( a >0) 之值. 


(山东大学，西安电子科技大学）. 

提示 例如可用积分号下求积分. 


再提示 1 ( a ) = = { o *°° x ( J * e - u 2 d/)dx 

= £ I? dr = T lna - 

积分号下求积分是合理的，因为 xe u 2 连续，且 f 


xe _lx 


0, V t ^ a Q ( 0 < a 0 < mini 1 ,a I ) ，当 A 


时. 


.1.22 设心= / Mddr , 其中 A ( x )>0, 且连续，令 


Q .( j ) = 


ho h x 
h x h 2 


• h t 

• h n 


h n-\ h n … h u - 


求证 •• ^ x k h ( x ) QAx )± r ^0 U =0, l ,2, …北京航空航天大学) 
提示将行列式 Q “ a :) 按最下一行展开，代入 积分. ’’ 


再提示 


* A ( x ) Q n ( x)dr = x A h ( x )[ l * A H ^ itl + xA n ^ 


工 "• 八 …,… ]dx = 2 * f x k * lX h ( x)dx = 2 + = 

其中 Aa 表示第 *• 行第 j 列的元索的代数余子式， Q: (x ) 是将 
CUa:) 中最下行换掉，换为0“：|*)第灸+ 1行（/^心 + 1 ,".,/^ (| ),换句话说 
新行列式 Q〗（x) 中最下一行与第 A + 1 行对应元索完全相同， 
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故 Q：(x) = 0 (这里々= 0，1，2 ,…， n — l ) •证 毕. 

* ☆7.1.23 设/ ^1)= ^)^/(0； + + )，其中/(：0=£ +00 ^ 7 山.证 
明 /„ U)(n = l ,2, …)在 [4, A ]( A >4) 上一致收敛•（西北大学） 


_提示只要证明了 / U ) 有有界导数 （3 M >0 : |/(: r )|< AO , 则有 
/,U)= |] + 二 Kr)^J^/(r)d 心一+ «>时关于 xe [4 ， A]). 

再提示 r 敛 (x 彡仆 

从而/的积分式收敛.又 

(rr?"L | = | ( / + W 卜 f^， ( :“ )e[4 ， + oo) 、 [0 ， + o °〉. 


且 


故 


M : 


[ o °° C^4dt 收敛 


1 + / 4 


r 心在 _ r >4 上一致收敛，且 


1 /( 工 ）1 = 




( Vx >4>(/ U ) 有界性 获证〉 


/ -X 4 | ■ 一 1 r<r +ili 

2# F(<x ^\ x f ( Odt = 2 j + /(Odr 

(用积分中值定理） = g /卜十 + 十 会)•去爪⑹， 

因此 

I /,⑺ - FU ) 卜 |§爿小 +士) -/ 卜+ 士 +务)] 

(再用微分中值定理 )= | 君士/卜 + + +备).令(0<5,.<^<1) 

H _ 1 

t 士 = 0，（当”+ °°). x € [4, A ]. 

i = i 71 n 

1/„(0：)|在 [4， A ] —致收敛获证. 

☆7. 1 . 24 利用孟+4计箅积分 r 黑. ' 
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提示原式 

= J7 2(-D" M ^" wd ^ = gJ7 (- 1 广 , id 

= 自去 _ 2 玄士 = 士自 

A 00 

要证明逐项积分的合理，可先证 g (〜 D^^c^dx 可逐项积分，然后 

令 A - ► + 00 可逐项取 极限. 

机动习 fli 

$ 

浓7.1.25设 /( a*) 为周期连续函数（一《><1<+ «0， 

A h 

/f(^) = -p | T a j 7 * /(x + M + v)dudv. 

证明： g(x) 有二阶连续导数，且 IU-/II <yo> 2 (/ #/? ). 


其中 


II g - / II = m 

- oo<_ 

26 已知 


lg ( x ) - /( x ) I , 

» 

«) + /(x-a)-2/(x)l 


证明 


/u)= r f^ dt u>o) - 

fix) -/(x) = -ji=| o e ’du. 


7.1.27 设 PU )= j 。( x ^ O ), 


Q ( x )= £°° ( x >0). 


求证： P,Q 都满足方程 

(x>0),. 

从而证明 P=Q. 

7.1.28 求证 ： 1)J e~ x cos 2xydx = ^ye~ >2 . 
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7.1.29 计算积分 

卜広（答 : 2^^) 

提示先令 o ： = tan 卜再令 w = y ^ YT ^ r-»W 



7.1.30 计算 A . J . Fresnel 积分 
1} 1 0 sinx * dx ； ( 答 : W¥) 

2) I cosj2dx - (^ ： tV¥) 

提示先令 “ 再利用 

7.1.31 试证 

jr ^Vi dj：==r ⑴ (i- 2, -， ms)(s>i), 

其中 ？ ⑴二 i：-^. 

n-l 71 

提示 7TT = S ( ' ir ' ，e ^- 

7.1.32 设 : y = /U) 在 （-oo, + oo) 上有定义，在任意有穷区间 [ a , 6 ]上 
有界并可积，且 lyU)| 2 d:r< + OQ, 又设 a 是一实常数， + .证 明: 

1) 积分收敛; 2) ^^rdx 连续•（北京大学） 

提示参考例 7.1.29 和 Schwarz 不等式（见例 4.4.1 前的定理 2) 

§7.2 重积分 

本节将讨论二重积分，三重积分，反常的二、三重积分及《重 
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积分中的有关问题. 


☆一、二重积分 


导读二重积分不仅是考研中“常客”，而且是计算三重积分、 
曲面积分的重要基础，本书各类读者务必多加注意.不过与以后各 
节相比，本节内容相对较易. ' 

J 面我们来讨论二重积分定义的应用，可积性的证明，以及二 
重积分的计算. 

a . 二重积 分定义的应用 ! ^ 


要点二重积分跟（一重）定积分一样，被定义为积分和的极 # 
限.因此利用定义，可将某些极限转化为二重积分. 

*例 7.2.1 设 / U ，： y ) 于 闭区域 0<ar<l,0< ： y<l 上（正 
常）可积，试证明 | 

•fenft 卜 卜一 (i) 

(南京大学） 

分析因为 ■• t < 

⑴式右端 = e ， q 知心气 
⑴式左端=/-益十^州， 

要证明 （1), 只要证明 


lim 


或 




已知不等式 • 


= 0 . 


Ilna + x) 一 x|<x 2 


(当 UK +)， 


并注意到/在[0，1;0,1]上可积，从而有界， 

sup|/(x,y)|=M< + oo f 


(2) 
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n 充分大时，恒有^?/(^ ■，^ *) 士.于是可用式⑵， 

1 1 

-*■()• j {/ 2 (_ r ， 3 »)< 1 工( 13 < = 0 (当 n -*" 00 时） • 

b . 证明可积性 

要点根据可积的判别定理，若/在有界闭区域 D 上有界】 
只要证明： 

Ve >0,3 分划 T , 使得—— 

y < e . 

或者，证明有一串分划17^1，其最大直径趋向零，使得 

n k > • • 

2 Cei^AD^-0 ( 当々 400 时）， 

1 = 1 

则/在区域 D 上可积.这里 ADi ，…,^/^是 D 的一个分划, △/), •表 
，示第 i 个小区域，同时也表示它的面积，叫是/在 AD , 上的振幅，即 

出 i = - 7W f , 

Mi = p Sug/(P), m f = P H,(P) • 

(z = l ，2, …， n ). 

* *例 7.2.2 设二元函数 /( x ,： y ) 在 D = \( x 9 y )： a < x <： 
6, c <： y < c / l 上有定义.，并且 / U ，： y ) 对于碥定的 xGU ,6] 是对 
y 在 [ cd ] 上单调增 “函数 ，对于确定的 Ud ] 是对: T 在 U , 
6] 上单调增加函数，证明 /( U ) 在 D 上可积 •（江西大学） 

证在 a ： 轴上将 [ a ，6] n 等分，在: y 轴上将 [ c , d ] n 等分，得 

分划 
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c = % < a < 力 < … : y” = d • 

过这些等分点作平行于坐标轴的直线，将区域 D 分成 n 2 个小矩 
形，如图 7.2.1. 

显然，当时，小矩形直径趋向零.小矩形的面积为. 


^1=4若能证明 
n 



则/在 D 上可积. 



图 7.2.1 


注意到/分别关于递增，所以/在每个小矩形上 
2 = 4 2 ^ f^ x i *3^) "/(^i-1 f3^>-i)). 

i.j^X 71 71 i ,>-1 

相加时 ， D 内部每个网点上，值 /( x ,.,%) 各取了两次，一正一负, 
被消去，只剩下边界网点之值.因此 - ""*' 

• " *: A A " . • .-卜 

■ r - /(: o ，： y ,- i ) 
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但 


所以 


+ 念(/(工”，乂） - /( 工 1-1，)。))] • 

• 1 = 1 

/( ^ ， : y ”） _/(*r 0 ，： y •-，)</( 工 h ，: yj - /(:o ，： yo )， 

f { x n ，: y , ) - /( x •'一 r ，： yoX / (工”，: y ,) - /(工 o ⑺ ） ， 

1 

4 

| 

^ ( Oij ^ r <：^[ f ( x n , y n )- f ( x 0 v y 0 )]2 n . 

iTi^i n n 

= 2 —[ f ( b 9 d ) ~ f (a , c )]-^0 (当 n — °°). 

n 


故 / 在 D 上可积. 

c . 二重积分的计算 

这里讨论二重积分与,累次积分的传耳转换，对鮮性的利用，分 
E ； 域积分及换元问题 .v '’• • • :: : 

二重积分化为累次积分 / " • ' 

要点设 /( xd ) 在4平面有界闭区域0上有迨义,且下面 
出现的积分都存在，则 ” 〜 n ’ 
(1) 如图 7.2.2 当 D x = \ ( x f y )\ a < x < b 9 y x { xXy 2 ( x )\ 


(称之 曰：: T - 型区域）时， 

I • 

f(x 9 y)dxdy 


>1 


4 • / * > 

f ( x 9 y)dy 


( A ) 

( B ) 


.(2) 当 D 2 = (: y )< x 2 (： y ) l ( 称 之曰： 


: y -型区域）时 ' Av I 、： .: • •• • ； t ( C ) 

有 I f ( x , y ) dxdy = J j 2 ( ^ f (. x , y ) dx , ； ( D ) 

若 = D 2 ，即： 它既可写成式 （ A ) 的形式，又可写成式 

( C ) 的形式(换句_ 说： 它睐是 I - 型 又是: V - 型区域)'则式 （ B )、 

( D ) 同时成立，其中的二累次积分相等. 

式 ( A ) 表 明：积 分区域仏在^：轴上的投影为区间 [ a , 6]. 当 
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X 固定在 [心6]上时0坐标的变化范围是[%(1«：)，力（^1,.这时 
尸％(1)是 D , 的下沿曲线(称为 g ^),： y =；; y 2 (: r ) 是本沿曲线 
(称为穿出线），若让•然后•让 : y t ，则动点 UcMjy ) 

”、 •、 ) . •、臂 

沿竖直线从穿入（图形），再从穿出•可见“工—型区 
域”的特征是 T ^ eu ，6], 纵向直线与区域边界最多只有 

两个交点. • : y - ' 4, • 

[心6]表示积分区域 A 各点 J ： 坐标的变化范围， fl 、6 分别是 

D 中: C 坐标的最小、最 大值. [ < y 1 (* r ),： y 2 ( a :)] 表示 [ a 、6] 时， 
固定: tv 点，其： y 坐标的变化范围. Vx 0 e [ a ,6], 
: yi (工。）、3^(工。）是 l ： y :(工。 ，： y)eh 1 的最小、最大值“ ? 
同样，对于:: y - 型区域，有类似的描述 ...： ：， 

例 7.2.3(1) 改变二次积分的次序 

' “，其十私辦连续函数， a>0 . 

(北京理工大学） ：: • . ？（ •••- : . • 、:•.，」 

分析 1 原式表明 i 对应的二重积分区域为 ./• 0 , 





D = I (x 9 y ) :0^： x ^：2 a 9 V 2 ax - 2 ax I 

因此 D 如图 7.2.3 所示，是：（文-^2) 2 + / =,的上半圆，抛物线 
y 2 = lax 的上半支，以及竖直线 i 二 2 a 三线 围成. 



图 7.2.3 


为了改变积分次序，应将区域朝 ； y 轴投影，得到的投影区间 
为 [0,2 a ] •当 令: 2 a ] 时，对应直线是水平直线，穿入点 

的工=|^,穿出点的 x = 2 a ; 


当: 3 ^o ^ [0, a ] 时，对应的水平线，从 j ： 




处穿入，从 


(X - a ) 2 + ： y 2 = a 2 的左半圆穿出，穿出点 X = a - / a 2 — 当 z 
继续增大，动点继续右移，又从 (x - a ) 2 ^/ = a 2 的右半圆再次穿 


人 D 域，此处工 = a + fa 1 — - y 1 ，最后动点从 x = la 处穿出. 
可见区域 D 应划分为三块 zD ^ J ^ Ul ^ UDs 如图所示. 


解原式= 


fix 9 y ) dxdy = T f ( x 9 y ) dxdy -^ 
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f(x f y)dxdy 


= [ 2 f(x 9 y)dx 

Ja J h 


•a / V a 一 / ra r2a 

+ dy 2 /(x,^)dr+ d：y f(x 9 y)dx. 

, 0 J ^ 0. Ja+V a -y 

例 7.2.3(2) 设 /(: r ,： y ) 是二元连续函数， D 是: y = a , y = 
x ， y =6 所围成的区域，则 

T f(x,y)dxdy- dr f(x,y)dy= dy f(x y y)dx. ( 1 ) 

¥ Ja Ja Ja Jy 

解因 D= Ux ,y) la^x^d ya^y^xl 
这表明该区域是 or - 型区域，可利用要点中公式 （ B ), 知欲证的第 
一个等式成立. 



图 7.2.4 


同理 D 又是: y - 型 区域： 

D = I (x ， 3^) I a^ ： y^：b t y^x^：b | 

!/(.t ， ;y)ci:cd;y - A ~ (D) J J f(x,y)dx. 

注 （1) 式给出了一个重要的累次积分换序公式，时常有用 


dy J f(x 9 y)dx. 







☆练习 i 证明 fdr 厂 Or —： y 广 J :(6 -: y )”- 1 

/(30办,其中 n 为大于 1 的正整数•（天津大学） 

提示利用例 7.2.3(2) 中的累次积分换序公式 （1). 

☆练习2求积分 f d：y f y ( e '^ sin x)dx •(中国人民大学） 

• 0 1 

< ye _, - yesin 1 - y ) 

提示利用例 7.2.3(2) 中换序公式. 

再提示原式= — J d,y J ( e~ J + e^sin x)dx 


换序 


■ L dx £ (e 


sin x)dy 


1 ( xe ' x： 
. o 


sin x)dx 


注意 xe s sin xdx = J xd[^~(sin x 一 


=x*y(si 


sin x - 


) -去 J e:(sin x - cos x)Ax 


注本题既考了二重积分，又联带考了定积分和不定积分的 
计算 • 

分区积分及对称性的利用 ‘ 

要点 1) 当穿入曲线(或穿出曲线)是由分段函数给出，或被 
积函数在积分区域的不同部分，具有不同的（初#函数的）表达式 
应将区域划分不同的部分，分别积分再相加. 

2) 跟一元函数定积分一样，二重积分也可利用对称性.但务 
必注意，当且仅当积分区域与被积函数同时都具有对称性时，才可 
以利用对称性，以简化积分的计算. 

.例 7 . 2.4 计算积分 

U ) /= ([ dxdy,D = [0, l ] x [0, l ]; (北京大学） 


☆ ( b ) 


sgn ( x 2 - y 2 + 3) dxd ^; 


(河南师范大学) 
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(c) K = 


(北京师范大学) 


ix ， <rro«2 

☆ ( d ) L = + + + 

(^rb 



当 (U) 在双曲线 以 =~| 之下, 
当 Cr ，： y) 在双曲线 巧 =+ 之上. 



>\ =(去， 1) •知积分(如图 7.2.5) 




= 磊十 & n2+ iM* +hi2 卜去 O 2 ). 

(b) 被积函数（如图 7.2.6) 

1, 当 x 2 - y 2 ^ 3 > oai 9 
sgn(x 2 -y+3)=^0, 当？+3 = 0时， 

、 .-1,当 x 2 -; y 2 +3<0 时. 

如图所示，被积函数与积分区域都关于坐标轴对称，因此只要计算 
第一象限之部分4倍之.注意双曲线/-3； 2 +3 = 0与圆周《1： 2 + 
:V 2 =5在第一象限的交点 A 上 x = l, 因此有 
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原式= 4 


X +3* <5 

x ^ O . y^O 


sgn(x 2 - y 2 + 3)dxdjy 




_ r 2 门 ― 

y- x 2 dy^ dx V x - ydxdy 


f + T- 


(d) 如图 7.2.8 


L = 


+ y]dxdy 


0<y<2 


Odxdy 


1 


ldxd^ 


+ I 


Idxdy + 


1 


3dxd.y 


: DEF 

Wtt 


= 5(^))+25(^0十35(厶£?0=35(^0)^)=6. 



图 7.2.7 图 7.2.8 

注在个别线段上改变被积函数值不影响可积性，也不影响 
二重积分的值.例如本 题：被 积函数 U + ：y] 在鐵段 AB . CD.EF 
及点 G 上，其值分别为1、2、3和4,但上面演算过程中实际看成了 
0、1、2和3.这是允许的，对积分值没有影响. 

例 7.2.5 设 /( a:,;y) 是 R 2 上的连续函数，试交换累次积分 
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dx J J 2 /( u ) d : r 的积分次序 .（ 北京大学) 

一 l^x^l , 


解 




.( 如图 7.2.9) 


x + x ^ y ^ x +1 

将 D 中 y > 0 的部分记为 D l 9 y < 0 的部分记作 D 2 ，则原积分 


a 


f ( x , y)dxdy + f ( x 9 y ) dxdy . 



注 ：y = x + l 与： y =: r 2 +: r 联立可求出交点（_1,0)、（1 

2) •由 : y = x 2 + x=(x + 去)一+，知 •得： 

I 

D t = 


(x,^) |0<3 ； <2,^ - l<x<-y + T 


D 2 = 


X 


，: y ) 


故原式 = 


-y + -/^7 

L sin lf d ^ 



rO 

^ Xi 
/(x,jf)dr + 

y-l J 

i d y 
- 4 


f ( x 9 y)dx 


炼习求 / = dx 


sin ^dy^- 
^ 2 y 





(天津大学）. </= l ! d ^£ 2 sin g d " = 7( l -4) > 

作变量替换 

要点 i ) 选取变量替换的是使得被积函数简化，积分区 
域变得易于定限.一般来说应二*者4顾，当二者矛盾时，应优先考 
虑较困难的. 

ii ) 对于积分 J = f ( x 9 y ) dxdy ，作变换 x = x ( u , v ) 9 
: V = 3 K ^ i )， 关键在于找出变换后的区域 

争 參 

D ’= |( M , x ;)： a ^ M ^6, y)(u X u )\. ( A ) 

完成此步，则 

秦 

1 = \ du f ( x(u 9 v ) 9 y(u 9 v))\J \ dv 9 ( B ) 

Ja J f>( «) 

其中 J 为雅可比行列式 

J Ku:vy 

iii ) 几何定限法. 

(如图 7.2.10) 固定“所得坐标曲线 



随〜连续变化时连续变动•假若 Ui } ka 连续增大到6, L 恰好扫 
过积分区域 D , 这就说明 D 对应的 w 有关系 a < w <6.(6、 a 为外 
层积分的上、下限） 

"S a < u ! < 6 , L 上的点 （工， 3 ^) = (工 （《1 ，取），>(«!，!；））随 1 ； 

增加时，当 X ；变到％ = ?>(&)时穿入 D , 当 T ； 变到％ = 时 
穿出 D , 这就表明 D 对应的 U ) 满足式 （ A ). 
( 4( w )， 〆 是内层积分的上、下限） 

例 7.2.6 计算积分 

如） I= S7^7 dxdyt • 
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其中 D 为平面曲线巧=1心= 3,/ = 0：，/=31所围成的有界 
闭区域 .（ 武汉大学） 

2 ) K = /(x,;y)d:cd ： y ， 其中 D 由曲线 i：y = 1 ， 巧 〒• 2, 

tT 

y = x y y = 4 x ，（: r >0,3；〉 0) 所围成的区域 • （天津大学〉 

☆3) L = JJ (心 +/^)— d^djy 其中 D 由 x 轴 ，: y = x,V~x + 

vG = i 和围成的有界闭区域 .（ 清华大学） ‘ 

解 1) (如图 7.2.11) 作变换& ” ' : 



则积分区域 D 变为 .• * 

D r = | (w 1 1；) l^v^3(v 

: y 

7 U ••作 • 、 I 

这时 


-X\^3(u 9 v) _ 


d \ x % y ) 


2 y 




31；, 


所以 
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/ = ff 1 3 . X ^dxdy= IT -i - -- dxdy 

+xy + 

一 dudv _ f 3 du f 3 dx; _ 2 j 0 

注这里常数与 t；= 常数是两组不同的圆锥曲线 .U = 
W 。 时， *r：y=u。 为双曲线，当 t/。 从1变到3时， :r：y=u Q 从 o:：y = l 的 
位置，扫过 D 变到 xy = 3的位置.同样，当 z;。 从1变到3时，拋物 
线: y 2 = ,从: y 2 = I扫过 D 变到: y 2 = 3x 的位置.这就是几何定 
限法. 


2) (如图7.2.12)作变换1^=«^,1； = 2,区域 1 )变为 


D / = |(“， v ):1< m <2，1< t ^4| ， 


-i 

WxTy ) 


y 

-彡 


2^ = 2 


故 K 


i- • 

f(xy)dxdy- jT f(u)*^dudv 


l <-<2 

l < v <4 


(In 2). I /(u)du. 


3) (如图 7.2.13) 令 ii=v^+V^^ = —- 

jC 

这时区域 D 变为 D'= j(u,v)|l<u<2,0<t；<ll , 

1 1 


_3(u f v) _ 


3(x 9 y) 


原积分 L = 


du 


2 /x 2 /y 

去 


f 7 冬 dv = T 


2x Vx 


^fy - 
2^" 


2 P 
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3) K= j r^in (: c _ ^.Idordy ， 其中 D:0<o:<3^2ir _ 

« u _ •⑽.卜 ㈣ ， 


令 ti = x + ;y, p = x - y, 贝 ! j 

D = \(x 9 y) : - l^x + y^：i 9 - l^x - y^l | 

« • ， Y 

—\ (u 9 v) ： - , — l^t；^l I , 
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所以 



[ vdv = 0 . 
\J u —3 J 


注由轮换对称性可知 


dxdy = 


y 


/ x + ：y + 3 
因此可以直接看出原积分为零 


: v 十3 


dxdy . 


2) (如图 7.2.15) 令 u = i 十: y ， t ; = 2 U 三常数，是倾角为- j 的直 

线，#常数是过原点的直线 ), IT = | u , t ；) 丨鲁, 

J oT ^ y - 




ln(l + v ) 

0> T) r 


dv = 


203 

480 


(In 2-1). 

I « 



3) 积分区域如图 7.2.16( a ) 的 AOAB ， 被积函数 

JMy^x) 9 当吟 - ，: y )€ A ( 娜瞒: ， 

一 Wx -外，当(小三角形区 域). 


IsinCr —: y)l 


故原积分 K = sin(jy - x ) dxdy 


sin ( x 一 y ) dxdy . ^ 
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=y 


=X 


，即 


二/-總=;;|--1•这时 D " 


0 2 分别变为 

D 7 , = I ( w , v)\0^u^iz 9 0^v^ ： 2n- u\ ,( 见附 注）. 
D ’2 = \ (u 9 v)\ ir^M^27r,0^ - w 1. 


W 2n~u r2t 

sin udv - J 


udv = 3tt + 7T = 4n. 


附注这里 u = C (常数）在 x：y 平面上是倾角为45°的直线 
族. m hO 是分角线 : y = o :, 当 C 从 0,7 t 时，该直线扫过 D 1 ，当 C 
从 7 c /2 tt 时，该直线扫过 D 2 .若让 w 固定在 [0, tt ] 上时，该直线与 
Di 有交点，从 x = 0 线上穿入，从 y =27 r 线上穿出•对应地在 UT ； 
平面上，即是 M = . C 的竖直线，从 p = 0 线上穿入 D\ f ik u^v = 
2 ir 线上穿出 or 。. 

对0 2 有类似的描述. 

练习计算如下积分： 

1) 1 = jl ' eT ^ drdy ， 其中 D = |( x , y)lx + y ^ l , a :^0,3 , ^l 
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(湖北大学，中南矿冶学院) 


《去 ( e - 1)》 


2) K = (: r + ： y ) sgn ( x -: y ) drd ： y ， 其中 D = j ( x ，： y )10< x < l ， 

( Xy < l \ (北京航空航天大学） 《0》 

3) L = e ^^ djrdjy ，其中 D 是 • r =0 ， i y = 0， j ： + < y=l 所围的 

有界闭区域.（浙江大学） 《|( e - eT 1 )》 


极坐标变换 

众所周知，最基本最常用的变换是极坐标变换,若取原点作极 
点， x 轴作极轴，则 x - rcos ^^= rsin 灸这时的雅可比行列式为 
r ,面积元素由 dxdy 变成了 rdrdd . r 是动点的向径 r 二 


J 表示向径转角.即从极轴（: r 轴）开始计算旋转，到指 
定点向径的旋转角度.逆时针方向为正，顺时针方向为负. 

沒=常数，是从极点出发的射线. 
r = 常数，是以极点为中心，半径为 r 的圆. 

定限问题 

要点所谓0-型区域，指积分区域 D 为 
D = |( r , 0)丨 (沒）|(如图 7.2.17( a )). 


这时原积分 


f ( x y y)dxdy = J 2 dd J 2 /(rcos 6 , rsin 6) rdr . 


类似的，所谓 r - 型区域 t ), 指： 


|( rJ )| r * 2 < r *< V 2 ， A ( r )<0<^( r )} (如图 7.2.17( b )). 
这时积分 . ， ' ' 


[ f ( x , y ) dxdy - [ 2 rdr [ 2 /(rcos 9 y rsin 9) d 6. 

0 -型区域的特征是；每根从极点出发的射线与区域边界最 
多只有两个交点 •义 是区域各点0的最小值，0 2 是其最大值.当0 



极点 极轴 极点 

(a) 0-型区域 （b)r —塱区域 


极轴 


图 7.2.17 : • 、 

# • 

♦ • 

# 

固定在[义，0 2 ]某个值时，对应的射线从 r ,(0) 曲线穿人 D , 从 
r = r 2 (0) 线穿出 D •因此 r = r ,(0)、 r = r 2 ( ft ) 分别称.为穿人(曲） 

线、穿出（曲）线. * ：> . 

对 r _ 型区域也有类似的描述.’ : -V - ^ 

例 7.2.8 积分变换与计算 


☆ 1) 试将积分 J 


☆2) 试将积分 


f ( x 9 y ) dxdy 化为极坐标形式 




霣 2ao» 0 

• ^ dd /(rcos d 9 rsin 6 )rdr 交换积分顺序，再将 

它化直角坐标系，写出先对 x 再对: y 以及先对: y 再对 x 的两个累 
次 积分. （上海交通大学） 

3) 试计算积分 


ix + y ) dxdy 9 D 是由曲线 


y = 


所围成的区 


域.（华中理工大学) 


• m • 



解 1) 如图 7.2. 18, 积分区域可分成两部分 


0三[0，1]乂[0，1] = 0 1 110 2 ，当0<沒<|时，每个0所对应的射 
线从原点穿入，从 x = 1 穿出 D,. 工 =1 改用极坐 标即 ： r = 
A •因此 D,= (r 9 d) 

cos d 4 cos u 、 

同理 D 2 = ; 



(a) 划分成两个沒 -a 区域 D| 、 D 2 (b> 用线划分成两个 r-ffl 区域 

图 7.2.18 


于此 , = oj^ ^ x, y^^ Z( ^y =： J Q ^fircos (?,rsin d)rd. 

0<y<l 


J -； Jo 


/( rcos 0 , rsin d)rdr. 


类料有 / = |^ rdr J T /(rcos Q , rsin d)dd 
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^/(rcos d t rsin d)dd. 


2 ) K = 


n 

，7 


dd 


f ( rcos d y rsin d ) rdr 表明汐 G 
o 


一 时，射线从原点穿人;再从 : r?=2dtes $ 曲线上穿出.穿 

出线化为直角坐标 即为、: 

工 2 + ： y 2 = 2 oo : ， ① 

- a) 2 ^ y 2 = a Zi ② 

亦即以 U,0) 为中心，以 a 为半径的圆，如图 7.2.19. 

卜音与 r = 2 aoos 0 之交点为(音"^)，积分区域 ( 记作 D) 上 

r 的最大值为 2a •作为 r- 型区域，应利用曲线 r ^/ 2 a 将区域划 
分为 ^/ 2 a ^ r < 2 a 两部分 £) = 0,1! D 2: 


D ,= 


D 2 = 


(r 9 d) 


0^r^/2a ,+<0<arccos 六 


(r,0) 


V2a^ ： r^2a 9 - arccos ^^^^arccos 


故 


K 厂 drj^^/Xrcos 0 9 rsin d)dd 


•2a / *i 

L rdr \ 


/( 


d ， rsin 0)60. 


化为直角坐标，只要注意到圆的方程，由式②可得 x = a ± 

为右半圆，“-”为左半 圆）； 或由式① 可得： 3；= 
，+ ”为上半圆，“-”为下半 圆）. 故化为直角坐标 


vV + / (取 


土％ /2ox - x 2 ( 取 
时： 


K = 




f(x 9 y)dx 




f(x 9 y)dx 



y 



p rV lax-x 

= Jo dx J -, /(工，咖 


dx 


I 


-V 2ar-x 4 


f (^ 9 y ) dy t 


注极坐标的极点不一定非选在原点不可，如 下本 & I 3) 小 
题，宜将极点选在(+， 士). 

3) 利用配方法易边界曲线 


y = 


+ ： y 可写为 

2 / •因此宜选点作极点，极轴 

与工轴平行，方向一致.这时1=1 + rcos 
区域(用极点作射线的方法可知：） 


2 


沒积分 


D = 


( r , 6 ) 


0<(9<27r,0<r<i j — 仍 r 


故原积分 


: yOdordjy 


dd 


If( 


6 


2 


rsin d 


4 ) rd 
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练习计算积分 


1) 


• m J 工 2 - y 2 ,2(x 2 + ^ 2 ) 


dxdy 


< 




(河北师范大学）. 


提示原式= 


指 - 


rdrdd + 


《聂(万 _ 6) 


2r 2 -rdrd6 


o < 


r ^57? 


2 ) 




u 2 + /) 2 

分•（天津大学） 


didjy ， 其中 D 是圆 : r 2 + y 2 = 2 jt 内 工>1 的部 


f - i > 


提示 D = 


(r 、 e) 


^j< d <j^e <r<2cosd - 


3) 假设函数 /( u ) 在（- CO , + oo ) 上连续，试将二重积分 


|< x % y 2 < 


y_ 

X 


) d « rd ： y 化为定积分 .（ 中山大学) 


《+ j*' /( tan |cos 2 6 - + )d0》 


例 7.2.9 计算积分 
1) 平面上由 




•r 卞 ； y x -r y 

确定的区域记作 D , 试计算积分 


x y 


dxdy. 


(中国科学院） 

☆2) 计算二重积分 
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K = I (3 x 3 + X 2 + y +2 x -2 y + l ) dxdy 9 


其中 D — \ (x 9 y ) : l ^： x 2 ^ (y - 1) 2 <2,且工 2 •(南开大 

学） ：. 


L = 


: y)ln( 


dxdy 9 


其中 D 为 : y = 0,： y = 工， 

☆4) M= fl 


V2-x-y 

: y = l 所围成的三角形区域. 


宇-心 

V2 


y dxdy. 


解 1) 化为极坐标时区域 D 可以表示为 


(r 9 6 )： 


e « 


0 ，了 sin 


^-sin 6 , 


u — I v r , 17 / : -^-cos r^-^cus (7 ,-^-sm c ^^ r^-^-sin u j , 

它表示如图 7.2.20 中四个圆在第一象限所围之部分(如图 7.2,20 
中阴彩部分）.由于积分区域及被积函数都关于直线 ：y = : r 对称， 

故只要计算0<0< j 内之部分，再2倍即可.在圆 r = | S in 0与 
圆 r = +cos 0之交点 A 上 ^ tarT 1 去•所以有 


1 fT fl 84 " 9 

U,dy^2\ dd\ x 

J un » J TC08 6 


rdr 

rcos 6 % rsin d 




ATI 6 


in 0cos d 


J 

^ 2 I 1 - ^ ln(2tan 0)dtan 0 


= ln 2 2. 

2) 由对称性知关于 
i ： 后化为极坐标，则 
856 - 


的奇次项积分为零.作变换 



霣 cfi 11 

原式 = 2 f T dd 「 r 3 dr + 2 卩 
Jo Jo i 


dr = 


12^ + 




3) 提示令 :r + ： y=u,f = z ； (这时坐标曲线为倾角等于- f 


的直线族，及过原点的直线束）. 


D = | ( u , v) I 9 J = 


4) 因 


/(x ，_ 守 -” 卜 - 忐 ) 

故单位圆 fl : x 2 +： y 2 < l , 被分成两部分(如图 7.2.21)： 

n x ^\(x 9 y)\f(x 9 y)>0\ 9 
- Ci 2 - Q - Q x . 
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= 2 


X(+_ r2 ) rdr 


=4n (▲- 嘉)， 


I 2 = 


3?- 2 _ 


72 


y dxdjy ， 


由对称性知第一项积分为零.故引用极坐标 . 

/ 2 = - ( 工 2 + : y 2 )dx4 尸， J 。 d 沒丄 r 3 dr = - y 


从而 


M 


9 ir 

16- 


(0^5^2 tc /). 


I 1 -J 2 =4 1 r(32-p) + T = 

*例 7.2.10 设坐标平面上有一周长为 2 n / 的椭圆厂,在其 
上选定一点作为计算弧长 s 的起点，以逆时针方向作为计算弧长 
的方向，这时 r 有参数方程 . • • 

x-f(s) f 

y- (p(s) 'I 

x 轴的正半轴绕原存作逆时针旋转，首次转到与点 （/ U ), f ( s )) 
处切线正向一致时的倾角为 0 U ). 现记 d 为 r 的外部区域内与 r 
的距离小于/的点所构成的区域 .. ’ 

(1) 如果甩，表示 D 内一点 （: c ,; y ) 到 r 的距离，试将: cl ： y 表 

成5,?的串数:’ ^ 

X = x(s 9 t) 9 , ^ , 

y = y(s 9 t) : 1 rU .. 

••鷲 

(2) 用计算验证区域 D 的面积为 3tt/ 2 •(武汉大学） 

解点 (/( s ), 9( d ) 处的外法线方向，倾角 i 0 U ) 因 
此 D 内任意一点的坐标，可用表示为〃 


X - f ( s ) + tcos ^ d ( s ) - y J = /(5) + tsin Q { s ) ， 
y - < p ( s ) ^ tsin ^ d ( s ) ~ y j = < p ( s ) - tcos 6( s ) 

(0<K/,0<s<2 丌 /)• 

注意到这时 # = / ⑴ = co S d ( s ) 9 ^=< p / ( s)^sin 沒 (s), 知 


a ( D ) _ 
d ( s 9 t ) ~ 


f"(s) + td '• cos d sin 6 
95 (5) + ^ *sili 6 — cos d 


= 一 1一 


所以 


D = dxdjy = 


I J I = J ds f (1 td ^( s ) )d^ 


= J 7 ( / + y ^ (s) ) d5==3ir/2 - 


☆例 7.2.11 设 /(X ,>0在 D= [0,1] x [0,1] 上有二阶连续 


导数 • 


1) 通过计算，验证： J?^(x,：y)dxd：y= 


2) 利用 1), 证明:•(华东 
师范大学） ' 


提示 1) 的左、右两端直接算出都=/(6,幻- 
/( a , rf ) + /( a f c ). • 

2) 记我们的任务在于证 


明： V ( x ，： y )€ D ，有 F ( x 9 y ) =0•为此在 D m = 

• •-••• •• • • •• 

: y,：y + + ] 上应用 1) 之结果，知 

( x f y)dxdy = 0 ( V nGN). 

s 

再提示应用积分中值定理， 
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使得0= II F(x 9 y ) dxdy = F \ a : ^ — 9 y ^- 

n 






dxdy . 


在式 F (工 + 令，; y + $) =0 中令 n 一 + oo 取极限 F(x f y) = 0. 

* 例 7.2.12 设 f(x,y)>0 在 D:«r 2 + : y 2 <? 土有 连鈇的 
—阶偏导数，边界上取值为零. 证明： 


f ( x y y)dxdy 


误 )+( 每 ) • 


证记 M = max y / fl + f } • 

(x.y)6 D 

¥(2,30€1).由原点向（《2：,30引射残，对应地在圆周上有1 
交点（工。 9 y 0 )- 利用 Taylor 公式及 Schwartz 不等式有下式成立，其 
中 P 为 （ zd ) 至 （ x 。，％) 线段上的某 一点： 

f (^ iy ) ^ f ( x Q 9 y Q ) ^ / x ( P)(x - x 0 ) ^ / y ( P)(y - y 0 ) 

^ ^ ^o) ^ / y (P)(y-y 0 ) . .• 

<V7I(P ) 十 // ( P ) • 7(工 - X 0 ) 2 + (y - ： y 0 ) 2 


^ M(a - r ) ( r = v x 2 + y 2 ). 


所以 


^fdxdy ^|/ dxd3 »^ M | (a - r)rdrdd = ^ a 3 • 


M . 


☆例 7.2:13 设有连续偏导败 ^ 
-对应地将区域1/映射到巧平面的区域 D , 满足 Oy 且 


dx — dy dx 一 dy 


( 1 ) 


试班‘ I [㈣ 2 + ( 敦 ]_=| [㈣ 、⑵ 2 卜⑵ 

(北京师范大 ； 学） . 

证利用式 （1) 



間 2 = 尚.每 + 每甜 = (裝音， •卽， 

十给裝 + 每•裝卜、 

二式相加得 

⑵ 2 =(針[⑵ 2+ (奸卜⑵ 2 [偉 ) 2+ (針: 




⑶ 


另外 卜 ㈣ = 


dx 3x 
d.U dv 

dy dy 
d u 3v 


= d £ .dy^3£.3y 

dil d v 


3 v du 


〔利用式⑴）=晓) 2 + 廣 ) 2 


从而 


dudv = I 厂 1 Idxdy = 




jdxdy . 


⑷ 


du) \dv] 

将 (3)、(4) 式代入 (2) 式右端，或将 (3> 式变形，及 do : d ： y =|/| dud：y 
代入 (2) 式左端，即得欲证等式. 

注本题既考了微分式的变量替换，又考了重积分的换元，颇 
有特色.有兴趣的读者可借助矩阵运箅写出 •.等 式从右至左（或从 
左至右）较简洁的 证明. - ' 


☆二、三重积分 


导读三重积分在考研题中亦较常见•除直接出题之外有时 
也通过曲面积分以及 Gauss 公式联带考三重积分.本段各类读者 
均需 关注. % 

本段主要讲三重积分的计算及应用. 
a. 三重积分化为累次积分 

要点将三重积分化为累次积分通常采用如下两种方法. 



1) (投彩法）化为二重积分里套定积分 (3 = 2 + 1> •以向 x ; y 平 
面投影 为例; 若积分区域 V (如图 7.2.22( a )) 在^坐标平面上有 
投影区域 D , 且 ▽(;,3^)€0,过点（：1： () ,%)的竖直线1(0：。，％， 

从 V 的下界面处穿人 V ,从上界面之= 
〜（〜，％)处穿出卩,则表明 ： / ' y ' 

V= \(x 9 y 9 z) I (x 9 y)^: D 9 z t (x 9 y)^z^ ： z 2 (x 9 y)\ , 

于是 .. 、 

IT (T 

f(x 9 y 9 z)dV= dxdy fix 9 y 9 z)dz. 

W J «,( x . y ) 

2) (截面法）化为定积分里套二重积分 (3 = 1 + 2) .以^轴为 
例 :若积 分区域 V (如图 7.2.22( b )) 被垂直于 z 轴的平面截取的 
截口为 A (当 « b 时)这 表明： 

V = \(x 9 y 9 z)\ a^ ： z^：b 9 (x f y )^： D t 1 , 

于是 

j*/(-r,jy,z)dV= J dzJ* f(x,y,z)dxdy. 

, •• c 

☆例 7.2.14 计算积 分 J = 其中 P 是点 （工，3>，怎） 到 j ： 

轴的距离 ，即 〆 = / + 〆 ， V 为一 _ 台，其六个顶点为 A(0,0,1 )， 
B(0 ， l ， l) ， C(l ， l,l),D(0,0,2),f(0,2,2),F(2,2,2 ) •(北京师 
范大学） 

解 I (投影法 ）（ 化为 2 + 1) 积分区域 V 在％平面上的投影 
区域 / J = ABED ( 梯形）•对任意给定的点 

z 0 ) 随: c 增大时，当 z = 0 时穿人 V ,当 x = ： y 0 时穿出 V ,故 

l(x ， >S2 ： )|(3si)Gfl ， (X:r« 

所以 ' 

/ =『 dydz r = IT -r^-jdydz 

41 Jo y + z yy + 〆 


• 863 ^ 




解 1 (截面法 ）（ 化为1十2)将 V 向 2 轴上投影，得到的区间 


是[1，2],任意取定： 2 ：€[1,2],2= 2 ：在 V 上截口为等腰直角三角 
形区域 D ^0<： y < z ,0< a:<：y 因此 




dz 


f dxdy 

y i ^ 2 




In 2 

丁. 


(此题另一解法见例 7.2.16). 
例 7.2.15 设 


求积分 



x 2 + jy 2 + ^ 2 ^1» 
z ^0 9 % % 

y 2 ^2 zx 



分析作 f 的旋转变换 


U ^ V U — V ^ 

z ~~7 r , x = ~7 T f 

则 y 2 ^ 2 zx 变成 / = M 2 - t ； 2 , 即 ii 2 = / + X ； 2 •可见: y 2 =2 zx 是以 
w 轴为对称轴的直角锥(如图 7.2.24). . • 

\ (x 9 y) I x 2 + y^l - z 2 9 y 2 ^ 2 zx \. 

注意，化为极坐标时; y 2 = 2 zx 鸾为 二. 

r 2 sin 2 ^ = 22：rcos 6 . 


由此汉 


-i z ± V z 2 + r 2 


•故有 


解（截面法 ）（ 化为 1 + 2) .利用对称性 


= j j* \y\dv = 2 J* ydv = 2 dz ^ ydxdy 


y>0 

ri rV l -* 2 

= 2 j dz I rdr 


/ 7 T 7 rsin Odd 
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图 7.2.24 

I 

y/l-J _ _ 

(- zr + rvz 2 + r 十 r * )dr 
o • 



练习 1 设 由 z = 工 2 + ： y 2 ， z = 0, o:：y = 1 ， q = 2, ：y = 3 x , 
尸 4* r 所围成，求积分 ,. 


1= J x 2 y 2 z 2 dxdydz . (北京师范大学） 

提示可用投影法向 xy 平面投影，化为2+1形式. 
再提示 Q = «)：0< z < x 2 + j 2 ，（ x ，： y )6 D | ， 

其中投影区域 D 由曲线 巧〒 1 ,町 = 2;：y = 3:r,：v = 4 疋所 围成. 




y x 2 y 2 ( x 2 ^ y 2 '} 2 dxky 


然后可利用例 7.2.6( b ) 中的方法，令 u = 巧， t ; = 2 作 变换: 

•3^ 
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y Jf 

\< u <2 


UV 


v ) 2\ 


2v 5 760 


31 t 4 

io ,n y 


3 <V <4 


练习 2 求区域 （ \O:0<x<l,0< ： y<x,:c + ： y<z< e i ” 的 
体积 . （ 山东大学） 


提示宜将 7 向 ^ 平面投影，化为 2 


v = 

dv = 

•i 

dx 

r 办 i 


J 

0 • 

0 J 




+> 


dz =可 e(e — 2 ). 


练习 3 求积分 / = M (x + y + z)dxdydz 的值，其中 V 由 

平面 a; + ： y+ 2 = 1 以及三个坐标平面所围成的区域 . （ 北京大学） 
提示宜用垂直 2 轴的平面去作截面，截面区域为直角三角 
形 • 注 意： 当字母轮换时，被积函数与积分区域都有轮 
换对称性 . 


冉提示 V= \(x 9 y 9 z) ： 0^ ： z^ ： l 9 D z I 
其中 D z = I («r ，》） : x^0 9 y^0 9 x ■♦- - z I 

故 / = 3j] zdz |dxd^ = 3^ l-(l- z y. z dz = l 

纛 • 

( 这里 |[d_rdy 是等腰（腰长 1 - z ) 直角三角形的面积 ). 

b . 三重积分换元 


要点 0跟二重积分一样，三重积分选取替换变量的原则是 
使被积函数化简，使区域变得易于定限 •二 者兼顾，照顾主要的 • 

ii ) 对于积分/=1]7(^，^：)010：0^^:，选好变量替换0：= 

^( u 9 v y iv) 9 y = y ( u 9 v 9 zu) 9 z = z ( “ ， t ; ， u ;) 之后，可用下面几何 
定限法找出变换后的区域 • 

V = \ (u f v 9 tv ) \ a ^： u^：b 9 v x (u ( w ), 


则 
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f(x(u 9 v 9 w) f y(u 9 v 9 xv ) 9 
z(u 9 v 9 w))\J \dudvdzv. 


这里 J 为 Jacobi 行列式 

r _ 3 (x 9 y,z) 

' d(u 9 V 9 XV) ■ 

iii) 几何定限法. 

若 u = Wq 所得的坐标曲面（见图 7.2.25) 


(A) 




:r = a:(u 0 ， t; ， uO» 
y z= y(u 09 v 9 w) f 
z = z(u 0 9 v 9 w) 






图 7.2.25 

随〜连续变动时连续 变动； 且当^从 a 连续增大到6时 ，;r 
恰好扫过积分区域 V •这就表明 V 上的 u 坐标有关系 
(6、 a 分别为外层积分的上、下限）. 

设 ( a , 6) 为任意固定值，在 u 对应的坐标曲面; r 上，每固 
定 W 决定一曲线 

L :x = x(u 9 v 9 zv) 9 y = y(u 9 xv) 9 z = z(u 9 v 9 zu) 
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(其中已固定， L 是以加作参数的曲线）.当 P 固定不同的 
值，则对应不同的曲线 L , L 随 r 变动而在 7 T 上连续变动 .若: 
i ) X ； } kv x = wU ) 连续增大到 t ; 2 = t ； 2 ( u ) 时， L 恰好扫过 ; r 在 V 
上截下的截口区域(如图）. 

ii ) L 上的点 （ u ， 2 ) 在, z ;) 穿入截口区域，在 
u ;= W2 ( W ， i ) 穿出截口区域\，那么这表明 V 对应的区 域为： 

V" = \ (u ,v 9 w)\a 9 v x (u)^ ： v^ ： v 2 (u) 9 

W x (u 9 v)^w^w 2 (u 9 v) \. 

从而可以实现变换和定限，如式 ( A ). 

下面重新计算例 7.2.〗4. 


☆例 7.2.16 计算/ = 其中 p 是点 （ x, ： y, 


)到1 轴 


的距离，即 p 2 = y ^ z \ V 为一楗台，其六个现点为 ^(0,0,1), 
B (0， l ， l )， C ( jil ， l )， D (0,0,2)，£(0,2,2 hF (2,2,2) •(北京师 
范大学） 

分析从被积函数考虑，宜选取新变量 卜 〆 = > 十 z 2 •当 p 
固定时，它代表一个以 : r 轴为对称轴的无穷圆 柱面. 

i W、. • ： ， r: • Wh; 

我们看到，将 orOz 平面 x >0 •的部分，绕 O 转旋转 j 就到界 
面 ACFD 所在位置，再旋转+到 ABED 所在的禮置:.囱此我们取 


此转角0作为男一新变董.即令 | 


tan 




类似地考虑，取 


tan <p 


y 


这时对积分区域 V ,相应地有+当取 

定之后，仅让^变化，是一条自原 点出发 的射线 ，它 从界面 

• 8&9 



z 



图 7.2.26 


穿人 V ，从 DEF 穿出 V •而 ABCJ ： 由之 


p -y 2 ^z 2 ^y 2 


所以，在 ABC 上 


1 ttan © = — = •—[ 

y y 


p = CSC (p. 

同理可知，在 DEF 上 


•’ /o = 2csc <p. 

故 V 对应的区域是 

• % 

• • 、 • » 

V • ; • 1 •• • • f. , :/ > 

V = ( p ，6，< p ) 鲁 

,csc f>^p^2csc <p . 

于是有 


解令 〆 =：V 2 + z 2 ,tan 0 = 2, 


即 

此时 


P^V7^z^ 9 »t 


x 


tan 


9 二 


z 


X 


y 

>.<p ^ tan' 


z 

y 


870 


( 1 ) 


0 


y 


Vy 2 z 2 Vy 2 ^ z 2 


y 


y 


y 


o 


0 


y 


y 


y 


y 


tan 2 6 


(x 2 + y 2 )Vy 2 + z 2 O + tan 汐 co 

^ 上有，音吾， esc <p^p^2csc 9 •故 


? 


卜 O 叫 

= J ] d « :: cos<p .( 1+ AW - 

= |I ( 1 + i^) d ^{! 003 ^ ，csc 9^ = jln2. 

、• 例 7.2.17 计算积分 •“ 

1) : = jI (J 一 z ) arctan 之 d:rd ： ydz ， 其中 V 是由曲面 

工 2+ ^■(: V 一之）气 =/? 2 , 2 ： = 0 ,及 z = h 

所围成之立体•（北京师范大学） 


☆ 2 ) 


K = 


cos( ax + by cz )dxdjyd'z, 


其中 a ，6， c 是不全为 0 的常数， V : x 2 + ： y 2 + z 2 < l .( 南开大学) 
解 1) 令 X - u 9 y - z =^/ 2 v f z = w . BP ： 

x = u 9 y=^/2v + w 9 z= w.^ v 


于是 
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这时 0： 轴与: V 轴被旋转到 c = 0 的平面内，把它们记为 r 袖与 V 
轴，根据解析几何知识，岸时 

! j | = i , v = i ( e , v ， c ) le 2 + 7 2 + C 2 <iK 

记 /i=y a 2 + 6 2 + c 2 9 

m •…. ... 


K = jjj cos(aa ： 十 6} + cOdxd：ydz = Jjj cos(^^)d$diydf. 

引用柱面举标彳 = rcos d 9 rj= rsin 6 =f 这时 
V= \(r y 0 9 O I - 1^ C<l,O<0<27r,O<r ^VT^?|, 

A * •* * • • 

fl C 2k • 

K = cos(//()d(^ d 沒 rdr 

J -I Jo Jo 

= 2irJo(l - ^ 2 )cos(/if)df = 与 d ^ - cos //). 
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例 7.2.18 1 = 


•丄2 +丄化十丄$ • 

[ yzdx XZ dy xydx . 


Axdydz 9 


其中 fl : l <： yz <2, l < ax <2, l < a :： y <2, 试将积分作下面的变换， 
u = yz 9 v = xz 9 ZV = i )，， 要求变换后积分出现 u 9 v 9 w 和 F 关于 
的偏导数(假设 F 有连续的一阶偏导数 ）.< 北京大学） 

0 z y 

解 w = %， v = k ， w = o :; y ，则厂 1 = 


2V 


z 0 x ^ 2 xyz = 
y x 0 

,( 下面来看积分号下的微分式在变换下如何变形）.因 


=x ：y 


y 


可知 





2 uv 



2 uw 


故有 2 uF\ = 2u(F> ： y、 + FWJ 

=(- tT 1 F 、+ + uT 1 

轮换对称性可知 2 x ； F / v = ( w ' , F / , - v lx F \ + vu ^ x F \) V ^^, 

2-wF^ = ( u ^F\^v^ l F / y - w - l F / z 

以上三式相加得 

2( uF\ + vF\ + wF / w ) = (m m F / x + v~ x F\ + w~ l F\)V~uviv. 
因此原积分号下的微分式 




F 




2 


( uF \ + vF \ + wF ^). 


原积分 / = ||| )2.- ( uF ^ + V F \ + - wF ^) 

= r d« r dz ； r i — f \+— 

J 1 J 1 J1 \ znt ; uzv v 


2V 


dudvdw 


dw , 


I du I, du 1 J , X 
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= ( ln 2) 2 ( F (2)- F ( l )) 对吗？ 

答不对，因匕=0(：!：(“，1；,1^),>^,1；，切),2：(«，1；,切))]:它 

还依赖于“，幻的取值.若记 / U , t ； ， U ；)= F ( ) 

\ u V w / 


则 du dv ^ -^ F^.dw === J du J -^[ f(u 9 v 9 2 ) - f(u 9 v f l )] dv . 

评论本题既考了三重^分的换元，又考了微分形式的变换. 
特色明显. 

上面讲了一般耷换，下面再来讨论两个常用的变换. 

柱面坐标变换 

柱面坐标意指 x = r cos 6 , y = rsin d 9 z - z 的变换.这时 
Jacobi 行列式 :J = r . 

当 r 固定，得到的坐标曲面是从 z 轴为对称轴，半径为 r •的 
无穷圆柱面. 

当0固定，表示一个以2轴为边界的半平面（像一块无穷的 
大门板），彡是此半平面绕 z 轴逆时针旋转，从 I 轴的正向开始计 
算的旋转角度. 

z 固定是垂直 z 轴的平面. 

记积分区域上 Z 坐标的最小、最大值分别为 fl 、6 .每个 
6], 垂直 z - 轴作截面，将 V 上的截口区域记为则 
V= \(r 9 0 9 z) : a^z^b 9 (r D z | . 

I f(^,y,z)dxdydz= dz J/( rcos d , rsin 0,z) rdrdd. 

若积分区域 v 在巧平面上士影区域为 D , V ( r , 幻作 
的竖直线与 V 的下、上界面交点分别为 

z=z x {r 9 d), z=z 2 (r 9 d) 9 ' 

即 V - |( r ,0, z )：( r ,^)€ D t z 1 ( r ^)< z < z 2 ( r ^) i , 

则 j Arccs d 9 r^n 6 , z ) dz . 
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例 7.2.19 计算三重积分 

☆D i= nTx 2 /^ 


+ y 2 dxdydz 


其中 D 是曲面与 d 2 +/围成的有界区域 .( 北京大学） 
2) L - |" z 2 dr ， 其中 /3是：|： 2 + 3 ^ + z 2 < a 2 ,与 x 2 + y 2 + 

U - fl ) 2 < a 2 的公共部分 U >0) •(大连理工大学） 

解 1) 在柱面坐标下 t ( r ,0 f z )： O <^<27 t , O < r < l , r 2 

(积分区域 D 是图 7.2.27 平面图形绕工 z 旋转所得旋 
转体），因此 . 


4 cos 2 ^drd0 J 2 dz = J 


Odd r 4 (r - r 2 )dr = ^. 


另解 n =\( r , 9 d 9 z )：0< z < l 9 0^ dK 2 n 9 z < r </^\ 
于是 / = dz J r 4 cos 2 0 drdd = J dz J cos ddO r 4 c 


4 , K 

dr "42 


2) H = \ (r 9 d 9 z ) :(X ^^27 r ,0^ r^a , a - -/ a 2 - r 2 ^ 


^ va - 


二球体的公共部分，在 Oxy 平面的投影，可由二球面的交线 


得到，令 a - 


一 r 2 = y /~ a 2 - r 2 得 r = 


•因此投影区域为 


的圆（图 7.2.28 是 n 被0=平面所截得的平面图形）. 


L = 


rdrd ^Lv7-7 z2Az 


271 fT « 

tJ 0 

107 5 

480^ 


[U 2 - r 2 )4 - （a — W — r 2)3 ] dr 
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球坐标变换 

指 x = rsin ^cos d ， y = rsin <psin d f z = rcos (p (其中 （X 

r < + oo •这时 Jacobi 行列式 / = r 2 sin < p . 

常数，是以原点为中心，半径为 r 的球面. 

常数，是圆锥曲面以 z 轴为对称轴，以坐标原点为其顶 
点，其母线跟 z 轴正向夹角为 

常数，是以 z 轴为边界的半平面， 0 是半平面转角.从 z 
轴正向算起，逆时针方向为正（钟面朝： r 之正向）.这时 

|*/( 工 ，：y ， zOdjrdydz ： 

= Jj */( rsin 9?cos 0 ， rsin <psin 6 9 rcos ( p ) r 2 sin cpdrd ( pdd . 

然后可根据 V 上 （ r ， 9 J ) 的变化范围将右端积分转化为累次积 
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分- 

☆例 7.2.20 求 （ x 2 +： y 2 ) dt ;， 其中 V : x 2 +/+ (z — 2) 2 >4 且 

X 2 + / + U - 1 ) 2 < 9 9 Z > 0 所围成的空心立体•（南京大学） 

解 区域 V 如图7.2.29，是大球内部（7 1 )挖去小球（％), 
切掉大球在2平面下面的部分 （ V 3 ) 所剩的区域.即 

v = V ,- V 2 - V 3 , 


因此 



( 1 ) 



对于 K 宜取中心位于(0,0，1)的球 坐标： 

rsin (pcce 0 9 y- rsin <p^n 沒，: t 一 1= roos (pj = r 2 sin <p. 

可知： K = |(r, 9 >,^)：0<r<3,0< 9 )<7r,0<^<27ri, 

得 I ( x2 + y ~ J 。 d 史 J 。 r 2 sin 2 9,r 2 sin 9?dr = ^ •⑵ 

下 I 

对 v 2 宜用中心在 (0,0,2) 的球 坐标： 

工 = ran poos 0 ， y= rsin <p^n 6 ， z—2= rcos ?>,/= r 2 sin <p. 
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于是 I ( x 2 + 3i 2 ) dv = d 0 J d ?) J r 4 sin 3 9?dr = ^ X 2 5 7 t ， (3) 

对于 〃 3 宜采用柱面坐标，向 Oxy 平面投影，投影区域（在大球面 
方程令 2 ： = 0可得）0为：： 1 ： 2 + /<8.即 r <2 乃•故 


(x 2 ^ y 2 )dr = JJ rdrdO 






- |)(1 - H” 3 dr 


• =( 124 -t x35 + I) - ⑷ 

将 （2)、(3)、(4) 之结果代入 （1)， 得 

原积分 = JJ ( x 2 + y 1 )dv = '^ n . 

三霣积分的应用 

要点分布在空间的某一物理童，若它是连续分布的，具有可 
加性，且在每个局部该童的大小与体成正比，则该量的总和可用 
三重积分来计算•方法可用“元素法 '即 在给定区域里任取一点作 
为代表点，在此点处取一仟意小的体积元素（称为代表元素），求出 
该元素对应的量值，然后进行积分(加起来）. 

若该物理最是矢量（如力），则应求出代表元素所对应的矢量 
的分量，然后作三重积分（加起来），求出合矢鼂的相应分量.最后 
通过分量表出合矢量即可. 


元素法的简单应用是求区域（ V )的体积 jj d : rd . y ck . (人 

们有时也用同一字母既表示区域，又表示它的体积）. 

例 7.2.21 求给定曲面所围之体积. 

1) 求曲面（工 2 +/) 2 + / = ：^所围的体积 .（ 南开大学） 

/ 2 2 2 2 

☆ 2) 计算闭曲面 + 会+云)=吾所围的体积. （ 东北师范 
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大学） 

3) 求曲面 (f • 广 + (f ) T =1 所围的空间区域的体 

积 V. ( 延边大学） 

4) 求 （ x 2 + / + z 2 ) 2 = a 2 ( x 2 + / - z 2 ) 所围的体积 ( a >0). 
解 1) 图形位于: y >0 的四个卦限内，由对称性，所求体积等 

于第一卦限部分的4倍.引用球坐标 

x = rsin (pcos 6 9 y= rsin ^sin d，z = rcos <p 9 
曲面方程可写为 . 


sin <psin 6 
sin 4 9 十 cos (p 


sin <pd 


V =4 j 7 d<p jy 丄:巧 r 

= T \] Sin ddd \] sin^cos*<p d<P 


令 f = 


4 




TJo TT7 

最后的等式可见例 4.5.1 的式 (2)、(3) .或据 B 函数的变形知 

dr 4 令 “ 


0 


T7 dt 


4 


o t{\-^ t ) 


i 丄 p _^u_ 

4 Jo + u 


• sm 耳 


V2 


7T. 


2) 引用广义球坐标 

x = arsin pcos d ， y= 6 rsin <ps\n d、z = crcos (p^ 


则 J = after 2 sin 史， r 3 = 皆 sin <pcos 0 ， 
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☆例 7.2.22 S 知圆柱壳 V ：\ 4 ^ x 2 J y2<9f 

密度均匀为求它对位于原点处质最为 m 的质点的引力（如图 
7.2.30) •(北京航空航天大学） 
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图 7.2.30 




解 在 V 内任取一点（: r ,： y4 )( 作代表点），在此处取一任意 

小的体积元素 di 该点到原点的距离为 r = 7 x 2 + y + Z 2 •元素 
对应的质量为 ；/ dV . 根据牛顿万有引力公式，它对原点（质量为 
m 的)质点之引力的 r 分量： 


km * udV 


(v i 2 十： y 2 十之 2 ) 2 


6 


= kmfi 


dV 


z 


Wx 2 ^y 2 ^z 2 ) 2 Vx 2 十： y 2 + 之 2 


因此合力的 z 分量 


F t = [ 々叫一 :- - - T dV 

邛 U 2 ” 2 ") 要 

引用柱面坐标 • f 4 之 厂 

. WJ 0 d^j 2 rdrj 0 —— 2 ^ dz = 4(^5 - 2)nkm,x 

因该物体前后对称，左、右对称，对称点上的元索对原点质点的引 
力大小相等，在: T 轴的投影符号相反，相互抵消，故合力的： r 分量 
为零 •: y 分最亦如此. 

即 F x ^ F y = 0 . 

故合力 F = F X = 4 (^/ 5 - 2 )nkmfz (方向朝 上）. 

综合性问题 1 


* *例7.2.23⑴设 f 表示变量 （ 4 , 4 , 13 ) 的二 

« •> ■« 1 

次型其系数矩阵 A = (七） 为对称正定的，证明椭球面 

3 

S : 2 = 1 所包围的体积等于 # (det A )' T,det A 表示 A 

i,>= 1 •: . ^ 

的行列式•（吉林大学） 

证因二次型 D a # a 的矩阵 A 是实对称正定阵，必有正 

••j = i 

的特征值 A , >0 ,(det A = A , A 2 A 3 >0) 及相应的特征向童 x , ( i = 
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2,3)， 这时 （2 =(叉 1 ，尤 2 ，尤 3 )是正交矩_,在变换 


工1 


L 工 3 


之下，上述二次型被转化为标准形 A , d ， fi|det (21 = 


eil 
Q ^2 

1 ,即该变换下微元体积不发生伸缩变化 Jacobi 行列式 

d(x x ,X 1 ， X 3 ) 


IJI = 


以 m ) 


=|det Q I = 1. 


V . = j dx } dx 2 dx 3 = J |det Q Idfid ^ d ^： 


=JJf 


再令 ，则 1^44^ = 


yx ; a ( v '， V 2， v ^ v / a 1 a 2 a 3 i 


， S = 2 7 Kl 


因此 


V = 


V 又2又 3 


dri l d7/ 2 d7j 5 = 


= 4 

i * I 

= yir(det A)'7 . 证毕. 

另证 或简而言之 
A 正定=> 3可逆矩阵 P , 使得 

P r AP^P 1 AP=E 


V det A 


j dr^dr^dr^ 


2 ^； 


1 0 0 
0 1 0 
0 0 1 
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这时在变换 X = Pq 之下二次型表示曲面 S : 

1 =x t Ax = (Pij) t A(Pij) 
= ij t (P t AP)i| 

= i| T Ei|=^ + v l + 7 3 
即 S 变成了 7 空间的单位球面.这时 



a (^i ，文 2 ，工 3 ) 

3( ，？2，％ ) 


= I det P | =—, 

v det A • 


V = 


1 4 

7 =- — d7id7 2 d73 = ^ 7t(det A ) 
v det A ° 


评论本例主要考査考生的跨学科的综合应用能力.实际上， 
该题线代数所占的比重还大些•通过本例，读者不难写出四重积分 
乃至 n 重积分的相应结果及其证明（见例 7.2.38). 

☆例 7.2.23(2} 求下列三重积分的极限 ▲ 



(工一 y) n f(y)dxdydz. 


其中 D 是由:及 z = ：y 
所围成的区域之内部，《是自然数， /(« r ) 在十 (5] U >0) 上 
可微, / U D )= 0 •(广西大学） 


分析（用投影法，向 o 平面投影）如图 7.2.31 区域 *0 是一 
个四 面体： 我们面临的是垂直* r 轴的竖直平面左边是垂直 
• V 轴的竖直平面 ：y = ： r Q ， r 3 的底面（竖直线穿入面）是平行 o : 轴与 

^轴夹角为45°的斜面 z = 3；•顶面（竖直线穿出面）为平行 > 轴的， 
跟 x 轴夹角45°的斜面 z = x.BP n ^\( x 9 y 9 z )：( x 9 y )^ D 9 y < 

四面 体在巧 平面的投影区域为 D ， 是巧平面上 ; y =： r,:c = 
G：V = ： r 。 三直线所围的区域，即 •：、 … '- . 


D 亡 \ {x 9 y) : i 
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图 7.2.31 


= i(x ，： y)::r 0 <3^fI, 


由此可知 ( x - y ) n f ( y)dxdydz t 
=^"(irdjy j (x - y )" f ( y)dz 

=J d^J (x-3»)" + , /(3»)d^ = -^2| (t-yy* z Ay)dyy 

| f U - y )^ 2 f ( y)dy - •• 

原式 =lim ^ :。 r y u - " 

… 0 ”十 Z W - Xq ) 

1 ， • • ^ 1 • 

仮酬峽 細 、„ + 4 〉 ( 丄〉(“ 2> 埤巧^ = 

: ../ u ) ' • ’ •• 

(n+4Kn+3)(n+2). … 

注类似的考题见得甚多，但大同小异. 


*三、二重、三重反常积分 k . 

• » • ’ 

导读这部分内容，一般不作教学重点.近年来的考研试题也 
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少见.非数学院（系）学生不作过高要求.数学系学生可以正文例题 
为主，习题作机动. 

要点 1) 粗略地说，二重、三重反常积分，与（一重）反常积分 
类似，被定义为“部分积分”的极限.部分积分是区域割去“反常部 
分”后在剩下部分上的积分.对无界区域上二、三重反常积分就是 
分别用曲线、曲面割取（可求积的）有限区域，计算其上的积分，然 
后令切口至原点的最短距离 d —+ oo , 取 极限； 对无界函数的反常 
积分，就是割去奇点、奇线（三重积分还可有奇面）的邻近部分，计 
算积分，然后令切口至奇点集的最大距离^—0 ,取极限 .• 

2 ) 二重、三重反常积分类似地有 Cauchy 准则. ' 

3) 若被积函数为非负的，则收敛与否取决于部分积分是否有 
界，从而反常积分亦有比较判别法，并且按特殊方式切割，当 j — 
十 oo (^—0) 时，极限存在，可推出按任意方式切割极限也存在，相 
同，从而积分收敛. 

4) 敛散性只与反常点附近的函数值有关. 

5) ( Cauchy 判别法）若用 C 表示某常数•对于二重积分，记 

U ， : y) ，尸 0 =( 工 0 ， : y 0 )，R = 7V + y ,r = V( 工 - 工 0 ) 2 ^(y-yo)\ 

灸=2;对于三重积分，记 

^ ( x 9 y y z) 9 P w ff /? = \/ jr 2 y 2 z 2 , 

, ^o) 2 ^ (y- yo) 2 ^ (z- Z Q ) 2 k^3. 

那么 Cauchy 判别法指出 ：对无 界区域上的反常积分而言.当无穷 
远点附近有 


l/(P)l< 系 , a> 是时， 

则反常积分 收敛. 当无穷远点附近有 

\f(P)\>^r ， a<k 9 
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则反常积分发散.对无界函数的反常积分而言，假若 P D 是它唯一 
的奇点，在 n 附近 ，有： ， 

\f(P)\<^ 9 a<k 9 

r 

则反常积分收敛.若在奇点 P 。 附近某个以 P 。 为顶点的角形区域 
(角度大于零）内，有 

\f(P)\>^- 9 a>k 9 

r 

则反常积分发散. 

6 ) 二重、三重反常积分跟（一重）反常积分有惊人的差别，这 
就是对二、三重反常积 分有： 

/反常可积 ㈡1 /1反常可积. 

a . 比较判别法 

例 7.2.24 设 ( XmgWuXAf , 讨论 



的敛散性. 

解 0 <： y < l 为无限带状区域， 

— 汛 〆 \<p{x,y)\ ^ M 

(1 + ? + /广\(1 + 0； 2 十"7广\(1 + ： 1 ： 2 + /广， 

所以原积分与积分 . 

IT dxd y 

JL ( 卜工 2+_ ^ 

同时敛散•而后者当/><0 时明显发散•下面只须讨论/)>0 的情 
况•因 0 <： y < l 时 

(\<^ 1 〆 _ L 〆 1 

+x 2 K、l + x 2 + ： y 2 ) p 、 n"+x 2 ) /> ， 

在[ - 八，焱;0，1]上取积分，并令 A - ►+⑺， 可知： 
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此式对于极限为有限数或 + 00 都是对的.由此可知，/ >>1 时积分 
收敛.从左边看，知/><4•时积分发散.总之原积分当且仅当户> 


时收敛. 

b. 对非负被积函数可用特殊方式切割取极限 

例 7.2.2S 讨论下列积分的敛散性， 

/= 厂厂 — dxdy 

J-coJ-oo (1 +| X |”(1 +| jy r)* 

解因被积函数非负，不妨用矩形方式割取，然后取极限，知 


f ^ p 00 cLrdjy 

J—J-oo (i+ixi^)(T+ r^~r) 

= r w dx r°° 

J- ⑴ (1 +1 X l P )J-oo (1 +| ;y I” 

= 4 厂也 . r 也 • 

Jo l ^ x p Jo 1 + y’ 

故 p 、( j > l 时收敛，否则发散 • 

例 7.2.26 设 D = l(x,：y )| |)|<：1： 2 ,0： 2 + /<1|,证明积 
分 

1轉 收敛. 

证记 D 在第一象限的部分为 D,, 于是由对称性有 

{玲. 

y = : 2 与+ / = 1的交点 A (如图 7.2.32) 的横坐标为 

工° •记 D 、 = D ' 0} 工< 々 \, D \ = D x [\\ x ^ x ,\. 

则敛散性取决于上的积分 
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图 7.2.32 


'=J [玲. 

D \ ^ 


因被积函数非负，不妨以0： = ：^的直线进行切割这时 






arctan x 



dx 



因 X — 0 +时?故右端积分为正常积分这就证明原积 
分/收敛. 

注本例之结果与要点 5) 中最后论断不矛盾，因为现在的角 
形区域的角度为零 0 = x 2 与 x 轴相切）. 
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例 7. 2. 27 设 D = iU ,： y ) : 0<: r < l ,0<： y < l |( 如 
图 7.2.33) .判断并证明如下积分的收敛性 


f 


y 


ix^ry) 


jdxdy . 


(云南大学） 
证令 x + 
作一旋转）.这时 


y= u y x-y= t;.BP x = U 2 夕 ，: y = ~ . 2 ~^( 将坐标 


IJ I =y ， D'= ， |(w ， t；>|(XM + - z;<2 } 于是 




工 -：y 


1 djcdy = 


^ l^ dudv 


( x ^ y ) 

因被积函数取绝对值之后不改变收敛性.故只须考虑积分 


7 


duv = 2 |j[ -^ dudv . 


d 

v>0 


(0,0) 是唯一的奇点，收敛性只与奇点附近的值有关.只须考虑 M 
<1部分上的积分 . .‘ t 


-^jdudv = lim [ du —rdv 
.U 0 + J * Jo u 


vX),« 在 1 . 

=lim ^ J 去 dtt = lim - 士 In e = 十 

故原积分 发散. /：•:- • 

例 7.2.28 讨论如下积分的收敛性（如图 7.2.34 V ; 

dxd ^ 


y\>\ 




Q 


( p > 0 9 q > 0 ). 


解 


4 


dxdy 

十 y 


x>0.y>0 



与积分 


图 7.2.33 


图 7.2.34 


dxdy 


的收敛性相同.令 


这吋 


= (rcos 6)^ rsin d)^ , 


7 = 士長十 1 sin 卜 dcosh^O, 

PQ . 

用 x 〃 + y = r 2 来割取有界闭区域，计算积分，然后令 r — 十 

极限，可知 • - b :* ; 

/ ， = J sin"? ~ 1 Oco^p ~ 1 ddd • J rH 3 dr 


= 7^T dr . 


最后的积分当 
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时收敛 :3- 时发散:故原积分 J 当 
P q P q 

且仅当4 +丄<1时收敛 • 

P q 

下面看一个有奇曲面的例子 • 

例 7.2.29 讨论下列积分的收敛性. 



解奇点集为单位球面 / + / + / = 1、计算 x 2 + y + 
r<l 内的积分（化为球坐标），然后令 r — 1^0,取极限，可知 



因此原积分当 1- p >0( 即 p < l ) 时收敛.否则发散. 

c . (变号函数）用不同方式切割，极限不同，以证明发散 

•. . . : / ： . ♦ . _ • • 

例 7.2.32 证明『—（工 2 + /)(^办不收^[. 

证 不难验证，当用圆 x 2 + ; y 2 =2 r ^ 切割，取积分，令 n - 
十⑺取极限，与用正方形 U |<”，|： y |< n 切制,取积分，令 W — 
+ ~取极所限得极限值不同 .事 实上， 


sinCx 2 + y 2 )dxdy 




rsin r 2 dr 



= tt (1 - cos 2 nn ) = 0 


• m - 



当 n — oo 时极限为零•但 


,m(x 2 + y 2 )dxdy 


= 4 [I: si 


= 8 


8 


dx 


d - v L " 


dx 


dx 


cos y 2 dy 


dx 


dx 


2 dx 




所以原积分发散 .（ 最后二积分可参看上节练习 7.1.30 及提示） 

d . 用某种方式切割，极限不存在，以证积分发散 
例 7.2.31 判断收敛性 


y 


fdxdy. 


证姑■的磕转变换 


■ 〆 * *hh M + 

卜7=1/,工一3^=幻，即 x - - 2 


y = ^^,\ J \ =士•这时 


sin xsm 


in y = ^[cos(x - y) ~ cos (x + : y)] = 


2 


于是 


* y>l 


in xsin _ 1 


-dudt ； 


割取矩形 [1，A; - mnTr] 计算部分积分 

I = lim [ dw 


i — + OO H J 1 


-dv 
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=-—hm 2 mt — p — du 不存在 （V /> GR ) • 

4 A-* 4 « i u 

故任何，原积分发散 • • 

e . Cauchy 判别法的利用 

例 7.2.32 设 0<a<4,Er = 工 2 十 y 2 +之 2 ，试证积分 

/ = | | J 收敛且其值为 67 t£ w - rr ^- 
7 el e 

(北京师范大学） . ，■ 


解 j = U 1 十 ⑷上 一 U rd* 

见 e ， 一 1 

+ | ^l + bl + .^ J dxdydz 

r 5 l . e — 1 

=^i + h - 

因为 1 *r 1、 l ： yl 、 UI <\/ x 2 + ： y 2 + 艺 2 = r , e r# = 1 十 r ° 十去 r 2a + ••• • 
在奇点 (0,0,0) 的附近有 

l /( u， z)l 且其中 a -i< 

3, 由 Cauchy 判别法，区域 r<l 上的积分收敛•又因 r>l 充分 


大时, 〆 -1 彡去所以 

4 1 r/ 、 i _ 4 • lo : 丨 + |： y | + 1 z | ，3厂 5 

r - I f ( x 9 y , z ) I = r • - 〆 - ~ : 

e r -1 丄， 


0( 当 


+ oo 时）.故由 Cauchy 判别法，区域 r>l 上的积分 J 2 亦收敛.如 
此原积分 J 收敛性得证. 

" ， 因被积函数非负，可取半径为 €、A 的二圆周切取环形区域, 
积分（使用球坐标） 
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• r 2 sin (pd6 

/••¥ oo 3 

= 6 丌 -r- — dr. 

Jo e r -1 

f . Cauchy 准则的利用 

例 7.2.33 用表示平面上满足不等式？<工 2 + /<6 2 
的点 Uj ) 的全体所成的圆环，假定 /( u ) 在 D 。, 里连续.证 明： 

1) lim ^ I /( u ) d _ rd ； y 存在的充分必要条件是 

lim lim fT f{x 9 y)dxdy = 0. 

卜 o + «-0 + ^ 

2) 假定存在正数 C 和 l 使得 

|/(x,^)l<C(x 2 + y)- l + f . 

那么 1 叫 |^/(.:»: ， _y)d:cd：y 存 _ 在 . 

(厦门大学） & 

证 1) 必要性.已知 


1( b ) 三 lim || f ( x 7 y)dxdy 

存在.要证 lim J (6)=0, 即要证 t 

Ve >0, 3 5>0,当0<6<5时，有 u (6)|< e . 


⑴ 


据 Cauchy 准则 ， lim /( i , ：y ) d : rd：y 存在，则 V € >0, 3 5 >0，当 


0<〜<〜<(5时，有 



( x 9 y)dxdy - f(x 9 y)dxdy < ~ 
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f(x 9 y)dxdy < y 


此式中 ，^、a 2 分别改记为心心令 a— 0取极限，则得 
I /(6) | = lim ^f{x ,y)Axdy < y < e . 

此即式 （ 1), 必要性 获证. 

充 分性. 已知 lim lim ([ /(tWdrdy = 0,说明充分小的 


>0,有 lim /U,：y)drd：v 存在.由此， V6>0, 取充分小的 


b lf 0< b x < b 9 m 


lim |J"/(x = lirn I fdxdy 



fdxdy 


=lim fdxdy + fdxdy 存在 


2) 利用 Cauchy 判别法即得（略） • 

g. 二重、三重反常积分的计算 
例 7.2.34 计算反常积分 

Pr4fdrd：y, 其中 D :：y>0,x>：y. (云南大学） 
Ti 

解被积函数非负，不妨用平行于^轴直线切取， 

/ = \\x^e y ' x dxdy 


lim dx 工 ]e’ J d;y 
♦ Jo 


X ^y 


(l-e_:)dx= -2 J:°° (1 - e-”d. 
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= 一 2( l - e ”） 


2 


X dx. 


注意 lim 


及 


1一 




= lim 


- [1 一 


= 0, lim 


1 一 


知 


^Tx , : 二 、“ 。0 

dr = r ( 士 ) =〜• 

― 2 V ^ T - 


= 0 . 


例7.2.35 xy 平面上按面密度户= 


M 


^为常 
V x + y + 1 

数)分布着质量•在 (0,0，1) 处有单位质点•求平面对此单位 质点的 
引力. 

解（元素法） a 平面上任意一点 Uo ) 处，作面积元素 
对应的质量为 


fjtda = 


w x 2 + y 2 ^ 

它对单位质点的引力的大小为 

1 M 


d ( T . 


G 


(v -r 2 + y + l) 2 y/x 2 + / + 1 


= d(T . 
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该引力在 Z 轴上的投影为 



因为被积函数为正，可用中心在原点的圆周割取，积分（化为极坐 
标），取极限 •入 



由对称性圪= F , =0； F = F t = ^ GttM . 负号表示作用力垂直向下! • 
、注若不问条件，随意化为累次积分，可能导致错误.例如容 
易验证 
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J ； 


7T 




但0=[1, + 00;1, + °°]上的积分 


(x + y ) 


^ rjdxdy 发散•这是 


因为 




y 


U 2 + /) 2 

2 2 
x - y 


( x 2 + /) 2 
之部分）. 


dxd：y 与 


dxdy = 2 


y 


( 工 2 + /) 2 


工 一 ： y 


( x 2 + y > 2 ： 


dxdy 同时敛散.但 


D 中 


上 ). 


4x 


^-dxdy = lim 


dx 


r-dy = 


4x 


※四、 /! 重积分 

定义（与二、三重积分类似）若 / 为有界闭区域 VC：R" 上的 
有界函数，则/在V上的积分定义为 

I … J" f(^i ,x 2 ,— ,x„)dx 1 dx 2 — dx„ =lim /(^i ，匕 ，…，？*”) 

△ %,(A) 其中 A = [而 c/,. = (△% 之直径）] .AV, 既表 

示 V 所分割的小区域，也^表示它的体积. 

计算 

1) 化为累次积分 • 

若 V- \ (xi ， •- •x ll )|a l ^x < ^^ ,i = nl , 


则 


• 鼇參 


J. /(x ^••• dx ,, = J 1 dx , J 2 dx 


J " /( 工 1 ， … ，工 ” )dx n . (a) 


若 V = I(x !, x„) I a,^x,^6, ,a 2 (x, )^ x 2 ^ b 2 ( x l ),••• 
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则 


J /( 工 "• 


(x x 9 — )^x H ^b n (x x ，…， ) i ， （ b) 

r b x fW 

, x n ) dz ;= drJ dx 2 — 

J a. J a.(x .) 


[" ” 1 /( x , ，―, x rt ) dx B . 

J a(x % ••••，《!：__,) 


(C) 


2) 换元 

若 JC , = X , ( e^ ，…， M”）（!• = 1,2, …， n), 将 （^ ，… ，iO 空间里 
的区域 V', 双方单值一一对应地变换到 （h ，…， a ) 空间里的区 
域V上，若此 n 个函数有连续偏导数，且 Jacobi 行列式 


d ( u t • 


则 


•• I /(^! , x n ) dx x -- Ax n = J---J /(々（ Ml ，•••，〜）， …， 

x n {u x r 9 - 9 u n ))\J\du x ，…， dw n . (d) 

对于常用的球坐标 


x { = rcos (p x f 

x 2 = rsin <p x cos » 

x 3 = rsin <p 2 cos <p ^, 

…… (e) 

工 歸一 1 = rs in 9 ?!sin 9? 2 #, * s ^ n 9^_2 cos 9^_i , 

:r” = rsin vsin %- 2 sin <p H . t . 

就整个空间 R ” 而论， r 与 ％ (f = l , …， n -1) 的变化范围是 

0^ r < + 00 … 

Jacobi 行列式是 : • 

J : r n ~ y sin n ' 2 9iSin ^ 3 <p 2 " 4 siti 2 <p n .^sin — 2 • 
a . 化为累次积分 

要点利用公式 （ c ) 将〃重积分化为累次积分，关键在于把 
积分区域写成 （ b) 的形式•其中[〜，…彳是 V 上变童&的变化范 
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围 .[A ( A ) ，心 U )] 是0： 1 €!^ 1 ,6 1 ]给定时，\^上0： 2 的变化范 
围 • … [A (0^ ，…， •!：”-, ) ，6 ” （A ,…， )] 是 X !，…， X 舞 给定 
时， V 上的变化范围. 

例 7.2.36 设 q ，…， a n >0又 

SJh ，…， a”)= (x, ，•- -,X n ) + , 

a i a n 

计算乂（^，…，^)的体积.（中国科技大学） 



图 7.2.37 

分析 1) 从条件 ^1 + ^1<1 (1==1 ,2,…，;!-1)看出， \ 

息 ■ 

具有对称性•故只要求出4>00 = 1,”.，〃）部分的体积，再2”倍 
即得. .- 

2) 从 〜>(>,•••, 看出 a 的变化范围 

I H 

是 0< A<A •当 A 固定时，： T , •的变化范围为0< A < 

肉 i 4 我们有 

解 S n ( a 1 ，…， ) 的体积 
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b. 变置替换 

要点 1) 根据积分区域与被积函数选取恰当的变换，使被积 
函数化简，区域易于 定限. 

2) 当选好新变量之后，将区域用新变量表示出来，求出新变 
最的变化范围.确定积分限. 

例 7.2.37 求 




一 x 2 - /- z 2 - 


X 


y 






其中 V 为+ / + z 2 + 户 2 <1 •(北京工业学院) 
解 I (用球坐标） 


这时 


Xi = rcos <p, 
x 2 = rsin (pcos <p ， 
x 3 = rsin tpsin <pcos 0 ， 
x 4 = rsin 0sin 9 >sin d. 

3 ( XI f x 2 * X3 , X 4 ) 3 . 2 # • 

J -- W<p，A =rsin ㈣ ”， 

X 2 + / + Z 2 十 〆 =r 2 


V = I ( r, 0, ^, 0) ： 0< ,0< ,0<y, 

O ^ r^l I ，故原积分 


X MX rW 一 ㈣ 


• 901 • 



兀 「 sin (pdcp sin 2 

Jo 


"2 Jo 


dr 


o 


丌 

16 


dr^ 令 〜 1 n , f 6 \Usint-^t)dt 


= T 3( 1_ T ).. 

解 n (用双极坐标）（把 R 4 看成 R 2 X R 2 , R 2 上采用极坐标 
变换）.令 

x ~ rcos 0 ， y= rsin 6 9 z = pcos (p 9 (jl~ ^osin <p 9 

% • 

• 镛 

d(r 9 d 9 p 9 <p) = + y2 ^ + = r2 + - 




V = 


(r 9 p 9 <p)\ , r^O,/O^O, 


^<1 


于是原积分 



I 

P 


4 

P 


rpdrdpddd<p 


= \] d6 \] A<P 


P 


Wi 

> o, P ^o 


P 


rpdrdp 


it 

16 


K 

J 


这里 


J 屈 




rpdrdp 


> 0 , p >0 


令 


P 


r = 5 cas t 
=Jsin t f7 


iT dr 


sin 之 cos tds 


7 


= sin rcos 


tdt LJr ^ 7 s3ds = : i [ 1 -})-} 
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例 7.2.38 计算积分 


' x) dx { dx 2 dx 3 dx 4 


其中 （ Ar , jr )= $ ~^,是正定二次型，1)是区域(如，：1：)<1. 
(国外赛题） " 

解（用正交变换）据代数关于二次型的知识，存在正交变 
换，使得二次型化为标准型 


分 


( Ax , x )= 2 a ij x i x j = 2] 这里 |/丨=1.于是原积 

« ,j * 1 « * 1 

,= U e -.5 i a ^ x ' Xi dx t dx 2 dx 3 dx 4 

Jy : . 

= J I . 

由于 A 正定，所以 A ,+ >0 (i = l , …， 4) .再作变换乞=|，则 


2 ， 


1/1 = 


v 义 2 又3又4 V det A 


所以 


v det A 4 


^rf l dij 2 d7j i d7f 4 = 


v det A 


(最后的等式可用上例中的方法得到 .） 

例 7.2.39 (相似变换)相似比为的相似变换 

工 1 ^au x ， … ， x” - au n (a>0). 
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将（仏 ，…， ') 空间的区域 K (1), 变为，… ， aO 空间的 
V n U ), 试证 V „ U ) 的体积 ％ U ) 与 V a ( l ) 的体积％(1)有关系 

v n (a) = a n v n (l). 


证 v n (a) = 


dxi mmm dx 


I J|du,---du ; 


duj ***dw n = a n v n (1). 


c . 递推与降维 

人们处理问题的重要手段之一是将问题进行转化.上述变最 
替换就是转化积分的一种方法，它将复杂的 n 重积分化为较简单 
的《重积分•这种转化只改变积分的形式，不改变维数，可说是一 
种横向变形•下面介绍一种纵向变形，即将高维的积分向低维积分 
转化. 

要点为了计算 n 重积分(或《次累次积分），我们可设法按 
维数建立积分的递推公式，即找出不同维数相应积分的关系.然后 
重复使用此种关系，求出积分值. 

例 7.2.40 试求截距为 a 的 n 维单纯形 

% 

厶 ” （ a) = I (x, , 9 x H ) I x x X) ，a: 2 X)， …，: c 舞 + … 

+ x „< a ( a >0)| (1) 

的体积 v B ( a ). - 

分析如上例所述,若作相似变换 


则 △” U ) 变成 

(1) = I ( W, ,••• , U s ) | 

•十 M ”<1| • 

这时 


• u m ^0 


⑵ 
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⑶ 


u ” U ) = 

= av n ( D - 

可见我们的问题归于 计算％ (1). 

从式 (2) 知，给定、€[0,1]时，截得是 n -1 维单纯形 

A w .,(l- «„)= \(u x ，…， 1^)11^ >()，•••, 十 …+ u n . v 

<1 -心 1 • 

它的体积为- 因此 




[利用 （3)] = f ( l - u m )^ x v m . i ( l ) du n 

0 



这便是欲求的递推公式•反复使用此式, 


n ( l ) = ^. l ( l ) = ^ n 1 _ l ) ^. 2 ( l ) = 


rt(n 一 1 )“.2 


1 ( 1 ) = 


代入式 (3) 得 Vn ( a ) = ^. 

n ! 

类似可以计算 
例 7.2.41 求 n 维球体 • 

xf + 4 + …+ x 2 n <r 2 


的体积 ％( r ). 



答〜⑺令“…濃芬 〆 … • 

数学归纳法，也是一种递推法，可资 利用. 

例 7 .2.42设 /( x ) 在 U ,6] 上连续，试 证： 

V xG (a ,b) 有 

1 dxl L dx2 '" \ a = VT £ -y) n f(y)diy 

(n = 1,2, …）. 

(大连理工大学） 

证 I (数学归纳法） 

” =1时只要将左端(二重的）累次积分变成另一种次序的 （二 
重）累次积分即知等式成立•假设 n = k - I 时成立，来证 w =々时 
亦成立.事实上 

卜(〔'岭.]? /( 〜' )£1 〜） 

= 1 Ul ~ y'> t l f ( -y)dy ) jdx l 

= - 1 ) !|[( 工 1 -■y)* -1 /(3 ; ) d ： y d :i 

( D 如图 7.2.38 所示） 



• 906 - 


图 7.2.38 



(是一 1 )! 




x { - y ) k ^ f ( y)dx 


则 

因 


= I (x - y) k f(y)^y- 
证 1 (利用微分法求递推公式)记 

I n (x) = -K [ (x - y) r, f(y)^y- 

fl • J a 

J„U)=0, 所以 


(•r) = 


VAx x ) dx ^ 


, l (x x )dx [ . 


反复利用此递推公式， ’ 

' J ”( x )= 厂 = £ d ' 


. 2 (x 2 )dx 2 


=•••= 


dxi ' d:c 2 …["丨 Uix n )dx H . 

a a J «* 


(x n ) = 


•a: fx 轉 

" f(y)dy= f(x n ^ x )dx n ^. 

a Ja 


故 


dxi 


dx 


' /( 工 ”，i ) dx … 


=/”(x) = ^y J: (x - y) n f(y)dy. 
证 E (利用 Taylor 公式)设 


g ( jo ) = 


dxj 


dx 


/(x rt + 1 )dx, 


一 6 J 。 ( x ^ y ) n f ( y )d y 

(我们的任务在于证明 g(x)=0)， 则知 
故由 Taylor 公式知 gU)=0, 即欲证的恒等式成立 • 
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d . 利用积分定义 

要点积分是积分和的极限，因此有些关于积分的问题可转 


化为积分和的对应 问题. 

例 7.2.43 设 (x), … ， / 鱗 （：）•• gi (:) ， … ， ( 戈）在 
[ a ，6] 上正常可积， 试证： ‘ 


% a 

% a 

/lUi) … 

• • 

豪 秦 


g\(^\) ••• gl(^m) 

• • 

■ ■ 

% b % 

b 

• • 


• • 

gm (工 1) … 




f l (x)g i (x)dx … f x (x)g m (x)dx 

a J a 

參 参 

• 馨 

• • 

rb 

f m (x)g^(x)dx … 九 （ i)g m (x)cLr 

a Ja 


( 1 ) 


证将 [ a ,6] n 等分作分划.记 


A- ^ - a)j f g Jv = gj^a + ^-(b - a) 

设 n > m , 利用积分定义 ，（1) 式可写成 

1 it n 

— f lim 2 … 2 j 
m ! $ 

B Um 1；/,^ • (^) - - (^) 

• 離 

= : : 

' … B lim * (^) 



注意等式左、右两端，有公因子可以约去.行列式中的 
极限符号可以提岀行列式.因此只须证明 
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… 负、 

1 n _ " _ 

、 - …/», 

" " 

〉 j f \v8\v … 〉 i f \ mv 


•• gl 


•• g , 


(2) 


n 9m 

^ i f mvS 1 v … 〉二 f mu8i 


… a 


用记号 




… a 


(2) 式右端的行列式 

if 

= det((/ <v ) mxn -( 心 ） T _ X ”） 

y « 1 

根据矩阵乘积定理， 

det ((/ lv ) mXn •(g A ) T - x -)= 


(3) 





九 • 

• 

…九 

m 

• 

gu x ••• gu m 

# • 

• 

• 

• 

• 

…九 

m 

• • 

• • 

gm， x … gm， m 


… gy 


=士2… S 丨 


⑷ 


V \ ml V rn mX 


•f m、 ••• f m、 

联系(3)、(4)，即得式 (2) .证毕. 

/ s a 7.2 


二重积分 

7.2.1 设 /U) 在 [a,6] 上连续，证明 
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J A dx ^ f ( y)dy = I ' ( b - x ) f ( x ) dx . (华中理工大学） 

提示可参看例 7.2.3(2) 所得的公式. 

7.2.2 改变土次积分的次序 

2 j2 J - ? 

\ 2 dxT f { x t y ) dy ^ dx \ / U ,： y ) d;y 的顺序•（东北大学) 
Jo JO Jo 0 

r 2 rV 8'v 2 

《• j 。 办 f ( x 9 y ) dx ) 

7.2.3 设 《>0 是常数，计算积分 


xy 2 djcdy . 


(北京大学） 

提示上下对称 


ro r>/ or-:: 

2 Wo ^ 2 ^* 


☆7.2.4 计算由椭圆 

(<a,x+ 6,,y + c,) 2 + (^ 2 x + 6 2> + c 2 ) 2 = 1 {a x b 2 - b x a 2 ^0) 
所界的面积 .（ 西北师院） 

提不 ^ u-a y x^b x y^c x v = a 2 x ^ b 2 y ^ c 2 • 


再提示 S 


dxdy = 


JJ I <2l *2 " «2*ll 
☆7,2.5 设 / 为连续函数， 求证： 


dudv = 


a \ ^2 ~ 


/(i 一 y)dxdy = /($)(A -I f I ) df , 其中 D : 


l < 4- 


A 


l < f ( A 为常数 ）•（ 北京航空航天大学） 
提示（如图 7.2.39) 可令 $= x - y 9 rj = 


，即 




这时 J 


T* 


再提示这时11|<夸，|)|<+等价于一焱<$+ r /^ A 9 - ^ 

A , 故 D 变为平面上的 
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图 7.2.39 


D y = |(f, v )：lel + l ? KA|= 


- A < f<A 
I f I 一 A^tj^A - I f I 


因此原式左 = f / ⑺ •+你 7= +广/(叫0=右 


☆7.2.6 设 / U ) 在 [0,1] 上连续，证 明： 


/(I - y)f(x)Axdy = 士 [j^/(:r)cLr , 


其中 △ OAB 为 0(0,0), A (0,1), B ( 1,0) 为顶点的三角形区域/如图 
7.2.40). ' 

提示可从等式左端往右端证，也可从右向左证. 

再提示（方法1左往右） 

令 W = 1 -:即关于点 ( + , j ) 作点对称变换) 


则 *7 = 1 , 左= 



(1 一 >)/( x)dxdy = 


士 


)/(1 - u ) dwdi ; 



f ( l - y ) f ( x)dxdy (与字母无关） 


= Y ][ y ) f(^)dxdy (二等量，等于和之半） 

= 士 J 。/( 工〉 do : | o /( 1 - jOdy =右. 


(方法2,右往左证） 
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2 • 右 = [£/( j ) dx ] = £/( j)dx • J ^/( tt)dw 

令 “ =1 ⑴心 }:，。_ jy)d> = J /(x)/(l - : y)dxd：y 


0 «l 


后者作关于 (j ， j ) 点对称变換 pp 

=• ... + I … ■ 一 2 …= 2 • 右 . 

a 7 )ab △" Haa 


☆7.2.7 证明： 


JJ/(aa- + fe^y + c)djd.y = 2 J V 1 - m 2 /(u Va 1 ^ b 2 + c)du 

其中 S ： x 2 + y 7 <l,a 2 + 6 2 铃 0.( 东北师范大学） 

提示令 “ = = 作变换 • 

%/ a 2 + 6^ \/a 2 + 6 


再提示这时 1/1=1, 


V I-. 2 


左 = f(u V a 2 + b 2 +c)dudi;= J du y—^ f(u \/a 2 + 6 2 +c)dv = 右 . 


«Wi 


☆7.2.8 计算曲面 >» = 1 - >/ x 2 + z 2 与平面 a* = 0，>»= : r 所围成的立体 
的体积 . （福建师范大学） 

提示工 2 +/ = (1->0 2 是以 > 轴作对称轴的圆锥曲面 . 立体上、下对 
称， 


V = 


(1 - y) 2 - x 2 dxd> t 


D 是 《 r ： y 平面上由 1=0,3 ； = ： 1 ： ,0 ： + >»=1 所围成的区域 . 


再提示 


V = 2 J T J \/ ( 1 ~ >) 2 — x 2 Ax 

+ 2 J 1 dy J o V (1- - x 2 

，=2 j : dx 厂 V ( l - y ^ -^ c 2 dy . 
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图 7.2.40 


图 7.2.41 


☆7.2.9 ⑴计算积分 A = | I ，-士 dxdy . 

( 2 ) 设 z = /( o •，: y ) 在闭正方形 D ： 0 < x < 1 , 0 <^< 1 上连续，且满足下 
列条件 ： jy(：r = 0 , jy ( or ， < y ): r < yd : rd < y = 1 ,证明存在（ 6 , 7 ) € D ， 使得 

1/(匕7)丨>+,此4为（1)中积分值.（北京大学） 

提示 （1) 见例 7.2.4( a ). 

( 2 ) 可用反 证法. 

再提示 （2) 若每点有 l /(: r ,： y )|< 由连续介值性，存在点（: r Q ,： y 。） 

\ 

€ D ， 使 M = \ f ( a：o yy 0 ) \ = max |/( x ,. y ) I < 

1 = 乂/(文,>»)-(❶ 一士) cLrd ： y <| l /( D)l 巧 - 士 dxdy 
J W 士 clrd〆 去 .A = 1， 矛盾. 

7.2.10 把正确的结论的编号填在题末的括号内. 

若 / U ,： y ) 在矩形 G ：0< x <1,0<^<1 上有定义，且积分 

/i = \[ dx J * / U ,： y ) d：y 与 J 2 = £ dy ^ f { x . y)Ax 都存在，则 


⑴ /, = / 2 , 


⑵ I x kl 2 , 


⑶二重积分 / U ，： y ) d : rd ： y 存在, 
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(4) 二重积分 \\ f ( x . y)dxdy 可能不存在 

答 ：（ ）•（ 中山大 学）' •)* 

※提问••如何分别给出反例说明只有 (4) 正确 . ： 

三重积分习题 

改变三重积分£ dx £ JJ f ( x 9 y 9 z)dz 的积分次序. 

1 ) 先7后2再 x . 、 

2 ) 先 x 后 z 再: y . (华中理工大学） 

提示枳分区域是四面 体：由 l,：y = ： r ， 2 ： = 0 及 2 ：=々 所围成如图 
7.2.42 所示 



图 7.2.42 



再提示 dz\[fU y y 9z)dy9 
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2) / = f d ^[ J 0 ^ f ( x y y 9 z)Ax + | y2 dz Jix , y , z)Ax 

7.2.12 求极限 lim jjj sin (: r 2 + _y 2 十 z 2 dxdydz. 

其中 A = \(x 9 y 9 z) ： x 2 ^y 2 -^ / <f 2 I •( 中国人民大学） 


<如> 


☆7.2.13 证明 


lim 士 J [ r]dxdydz = it, 


其中 r = v /^ +/ + ?,[ r ] 是 r 的整数部分（即不大于 r 的最大整数），《 
为正整数•[提示：1 3 十2 3 + 3 3 +…+，= (1 + 2 + 3+- + ；1) 2 -](西安电子科 
技大学） 


再提示 


jj [ r]dxdydz = J sin <pd<p ^ [r]*r 2 di 


■ 

7 • 


2 n • 2 


St 


(k — 1) r 2 dr 


-^^( k - D ^[ k 3 -( t - iy ] 

n 4-1 J 4*1 J ' 

=$ |(1 十 2 + … + ； 0 2 - 2 -~n(n + 1 )( 2 ” + 1 ) 


4 n 

T n 


n 

T 


n(n -►+ 00 时 ） • 


求 li 


☆7.2.14 设函数 /U) 有连续导数，且 /(0) = 0, 
1 


iim ― j 
*— 0 TCt 


/(%/x 4 + y 十之 2 )dxd：ydz •( 辽宁师范大学） 


2 <, 2 


答 :/(0) 

提不引用球面坐标和 Hospital 法则 

再提不原式 = linj jj J d0 J sin <pd<p J /( r)r 2 dr 

=lim y /(r)r 2 dr 



(Hospital 法则 ） =lim ’⑴:-’他 =/(0) 

/— 0 t 

7.2. 15 计算灯 （ px 2m + qy 2n + rz 21 )心办<12：，其中11为+ f 7 + 

^R\m 9 n 9 l 9 p 9 q,r 9 a,b.c y R 均为已知正数 .（ 北京航空航天大学） 

c 

. 提示可用广义球坐标[参看例 7.2.21( b )、( c )] 


7.2.16 计算三重积分 zdxdydz. 



(中科院数 学所〉 <0> 

提示区域及被积函数都具有上、下对称性. 

7.2.17 设 试证： • 


y I / - I 〆 -I J x = 


」 _, r ( g ) r (6) r < c ) 

+ 6 + c — r(a + 6 + c ) 
其中 V 为四面体，^^0,7>0,2>0，尤+ 3^2：=1.(郑州大学） 
提示可垂直 z 轴作截面.用截面法. 

再提示 &= \' o dzj {x- l y b ' l z^ l dxdy 


= W。 4 广 




(l-x-z) b dx 


令 ：r = (l - 


=士 J: z c ^a-z)^ b dz^ u a - l (l-u) b du 

=—B (c f a + 6 + l )- B ( a ,6 + l )= :右 


*☆7.2.18 计算由平面 

3 x - y - z = ±1, 

-x + 3 y-z= ±1, 

—x 一 : y + 3? = ±1 . 

所围成的体积，将此结果推广到 n 维空间的情况，它的体积应是多少？（上 
海交通大学） 
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提示可引用新坐标 

f = 3x - z, 3 

7 = ~ x^3y-z, J~ l = 一 
^ = - x- y + 3z 9 ■: •一 

V '= |( f ,7, f ) : m < l ，| 7 l < l ,| f |< l | < y > 

n 维空间 3 a :, - x 2 - = ± 1, 

- x , + 3 x 2 - X . = ± 1, 4 ; 



所围体积 


一 x 2 - -•• + 3x„ = ± 1, 




3"+(- l )-(4 n - l ) 

.2.19 求曲而 （ x 2 +; y 2 + ) 3 = axyz 所围的体积 .（ 中国科学院） 


提示 


胃 胃 2 1 

r-T py f>oca fan Scat d)T 3 

V=4 Jo d ^Jo d<P io r 2 si”dr = T . 


•2.20 求曲面 （ x 2 +： y 2 + z 2 ) = f e -77^ T 7 所界的体积.（河北师范 


大学） 


提示 




2 sin <pd 


27^ 




0 -m • ^ 

☆7.2.21 求平面上的圆周 （ o ： - a ) 2 + z 2 = b 2 (0< b < a ) 绕 z 轴旋 
转一周所成闭曲面所包围的体积 .（ 厦门大学） 

提示可用截面法，或在(: r -«) 2 + z 2 <6 2 圆内用二重积分元素法求旋 
转体体积. 


再提示 


= jj dxdydz= J dz |T dydx f 


其中 d：yclz = 圆环 D : 的面积 = t ^ -兀七 
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r 2 = 大 圆半径 = a + Vb 2 - z 2 9 r ,= 小圆半径 = a - y / 

故 V = ^J [(a + V b 2 - ) 2 - (a - V b 2 - z 1 ) 2 ]dz 

= 4 a 7 r J l V b 2 - z 2 dz 2 一 6 s ? 沒 8 qit 6 2 JJ cos 2 5 d 0 

ir 

= 4a7r6 2 J 7 (1 + cos 26 )dd = 2 ab 2 n 2 . 

另解在 n 平面上，在圆（: r - a ) 2 + 内任一点 U , Z ) 处取任意 

小的面积元素 da , 绕2轴旋转所得旋转体积为 2 irrdcT . 故此圆的旋转体体积 

令 i = a + rcos d 

(a + rcos Q)rdr 

= 2a& 2 7T 2 . 

☆7.2.22 底半径为 a , 髙为 H 的无盖圆柱容器，倾斜地支放在桌面 
上，其轴线与桌面成45°角，试就的不同情况,求容器的最大贮水置.（北 

京大学） ，- • 


H<2a H>2a 

⑴ (2) 

图 7.2.43 

提示（如图 7.2.43) 可取圆柱底面中心作原点，对称轴作2轴，斜朝上 
与桌面法线成45•角 . Or 、 Qy 轴与桌面平行.这时容器的最高水位水平面方 

程可写为 z y = H — a . 
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再提示 （1) 当时，最大贮水量（取柱面坐标） 

r2n ra rH-a-rcr» 9 

V = rdr I • dz = na (H - a ). 

(2) 当 H < 2 a 时，（用直角坐标，采用投影法或截面法)最大贮水童 


V 




dx 


dz 


c 

2(H 


Va - y 2 (H - a - y)dy 


-a) J Va 2 - y 2 dy ^ | V - y 2 d(a 2 ^ y 2 ) 
a 2 (H - a ) [sin - ’ ^^ a + j + (H ~ a) 2 V 2 Ha - 


+ y(2Ha-H 2 )T. 

7.2.23 设 / U)>0 连续， 

| /( 


y 


： 2 )drd_ydz 


F (0 = 


F 7 


+ y 2 )dxd^ 


其中 \( x , y . z )\ x 2 ^ y 2 + iz 2 <£ 2 |，D= |(x，;y)|x 2 +/<r 2 |， 试证 
P' ⑴，(当 r>0 时）. 

提示证明 F'U)>0,( 可分别引用球坐标与极坐标） 

*7.2.24 设 / U,：y,:) 在 l(x,：y,«>|0<a:,：y,z<l| 上有六阶连 

续偏导数，/在边界上恒为零，且 

/(x, v,z 


^x 2 3y 2 Bz 2 


<M (在 V 上） 


(M 为常数）.试证 


fix 9 y , z)dxdydz< i Y' ^ 


提示 


T 




反常二重积分及 FI 重积分（机动习颶，不作 重点) 

7.2.25 计算积分 

^ % ^ 

(T lnl sin(x - y) I dxdy. 
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(中国科 学院） ，、、 • 

7.2.26 计算 

■ 钟 1 . 

(武汉大学） 

7.2.27 求积分 • 

(T (Ixl-flyDMntlorl-flyl)^^ 

ixi + T ^ i<i x ^ y 

7.2.28 证明： 



并由此求 P e 〜 2 dx •(四川大学) 
Jo 


7.2.2 9 用二重积分计算£°°广 2 dr •(南 开大学，辽宁 大学) 
7.2.30 证明： 

f xAx \ 法 … [ xdx f f(x)dx 
Jx o J x o 

I • • 

7.2.31 证明： 

K, 6 h ^\o 1 /(“) … /(“)屯 


7.2.32. 设 /( x ) 是 [ a ，6] 上连续函数 •几 ■ 三 ， ( a + A ( 6 - fl ))， 5 ” : h • 

蹲 

将 fj (1 + 九”久)展开成心的”次多项式,证明当/>取定值，令„趋向无穷， 

含有欠的项收敛于 " ： ■- ^ ：V < • > ; - ： 


4i , 

上1“严卜 /( 心 ) 岭士， = ui fu)Ax ) p - 
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提示将 o (1 + 展开为心的《次多项式，则含 K 的项之和为 


并利用上题. 




☆ § 7.3 曲线积分与 Green 公式 


导读曲线积分在实践中有广泛应用，也是考研的重要内容， 
宜重点关注(包括本书的各类读者）. 

一、 曲线积分的性质与计算 • 

a . 对称性 

要点根据积分定义易知，当积分曲线与被积函数二者都具 
有对称性时，曲线积分可以如下简 化：. 

1) 对于第一型曲线积分 f /( P ) ds , 跟二重积分类似，若 L 

L 

可划分为二对称的部分！^与 L 2 ，且在对称点上 /( P ) 的大小相 
等，符号相反，则1^与 L 2 上的积分相互抵消，整个 L 上的积分为 
零； 若在对称点上 /( P ) 的大小相等，符号相同，则 L 上的积分等 
于在“上积分的2倍. 

2) 对于第二型曲线积分，除了要考虑被积函数的大小和符号 
之外，还须考虑投影元素的符号.当积分方向与坐标的正向之夹角 

小于 | 时，投影元素算为正，否则算作负.就积分 J ^/( P ) dr 而 

论,若在对称点上 /( P ) 的绝对值相等, /( P ) 与投影元素 cLr 的乘 
积 /( P ) do : 在对称点上取相反的符号，则 L 上的积分 为零； 对称 

点上 /( P ) d : c 取相同的符号，则 [- f ( P ) dx =2 /( P ) dx . 对于 

J L L l 

• /( P ) d ： y 与 f /( P ) dz 有类似的结论. 

J L J L - 



例 7.3.1 求曲线积分 

[cos(2xy)dx + sin(2x^)dy] 

之值.其中 C 是单位圆周？ + / = 1，方向是逆时针的.（吉林大 
学） 

解积分曲线 C 可分为上、下两个对称的部分.在对称点 （：*：, 

3；) 与 U ，-： y ) 上，函数 e — u2 + y 2> cos (2: r ： y ) 的大小相等，符号相同, 
但投影元素 cb : 在上半圆上为负，下半圆上为正（如图 7.3.1) •因 
此，作为 




图 7.3.1 

二者的乘积 e _< / + /) COS (2 o :： y ) dr 在上、下半圆上，大小相等，符号 
相反，两部部分上的积分彼此抵消，故 



x ” ) sin (2 or ^) d ^ = 0 


因此原积分为零. 


除了上述对称性之外，还可利用轮换对称性. 
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例 7.3.2 计算积分 J ^： r 2 d 5 ，其中 

L ：x 2 ^ y 2 + z 2 = a 2 9 x y + z = 0. 

解 积分曲线 L ， 关于 x ,： y ， z 有轮换对称性，因此 


J x 2 ds = J y 2 ds= J z 2 ds 

=J (x 2 ^ y z z 2 )ds 


4 L 


ds = 


T 


ds = - rr -27 ra = 


2 


- ^"TTa 


为了分析对称性，有时需要利用坐标变换，如 

☆例 7.3.3 设 P 、 Q 、 i ? 为一元连续函数， Q 为奇函数， S 为 


球面工 2 十; y 2 + z 2 = 1 上*/+ y 2 <走之（走>0)， y 2 ^2xz 的部分 • 
L 为 S 的边界曲线 . 1/规定为 L 上逆时针方向（从2轴正向往下 
看）.问 


() F ( z)dx + Q(y)dy R(x)dz = i ! 
% • 



f (旋转），则： y 2 =2工之变成/ = M 


- X ； 2 ,即 w 2 = y + t ； 2 . 可见这是以“轴为对称轴的直角锥. 
: V 2 <2 k 相当于： y 2 + t ； 2 < u 2 . 因此 S 是 I 2 + / + z 2 = 1 上， 
夹在二锥 • 


V x 2 + y 2 ^ ： kz f 

V y 1 + v 2 < m 

之间的部分（如图 7.3.2). S 的边界 L 分别为 


— 工 2 + / 十之 2 = 1，与 U 2 + / + 2： 2 = 1, 

->/ x 2 + y = kz , \y 2 =2xz. 

它们关于平面对称.在对称点上的大小相等，符号相同, 
而 da ： 在对称点上符号相反.因此 
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图 7.3.2 

^ P ( z)dx = 0. 

类似地有 " 

^ y (: y ) d >» = 0， ^ R ( x)dz = 0. 

故 ^ P ( z)dx + Q(^)dy + R ( x)dz =0. 

☆ b . 曲线积分化为定积分 

要点要将曲线积分化为定积分,关键在于选取适当的参数， 
将积分曲线 L 表成参数形式.例如 

L:x = x ( t) 9 y = y ( t ) 9 z = 

则 

^f(x y y 9 z)ds 

= J f ( x ( t ) 9 y ( t ) 9 z ( t )) V x " 2 ( r ) + ^ /2 (f ) + z ^ iOdt ; 

( A ) 

若 r =/。，/= 了分别对应于的起点与终点，则 
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P(x 9 y 9 z)dx + Q(x 9 y , z ) dy + R(x ； y 9 z)dz 

=I [P(:c ⑴，: y ⑴， z(0)x'(t) +Q(«r(f)，y ⑴， 

z ( t )) y ( t ) R ( x ( t ) 9 y ( t ) 9 z ( t )) z / ( t )] dt i \ j ( B ) 
值得注意的是，公式 （ A ) 中，积分上、下限分别是参数的最 
大、最小值（《<沒）.而公式 ( B ) 中，积分是从 L + 的起点 t = 积到 
终点《=了（/。不一定比了小） • 

为了写出 L 的参数形式，不少情况下采用极坐标，或广义极 
坐标. M 

☆例 7.3.4 i 卜算曲线积分 jdi + zdy 十: rdz •其中 L 是 

I 

曲线 

(^2>0,6>0,<:>0为常数)从点(〜0,0>到(0,0,幻.（复旦大学) 
解 I (利用坐标面上的投影椭岡）在式 （1) 中消去 z , 得 

2 

—y— T = i 

W ) ' 

这是: r ： y 平面上，以为中心，以为半轴的椭圆.从而可 
改写为参数方程 

= y + y cos ^t^=^sin 6 . 

代人王 + ! = 1 得 
a c 






因 1、7、：2：>0，故 
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在的截平面上， L 是圆周 


引用极坐标 


㈤ = 士 


Ti 


6,u = —s\n d. 


7 f s,] 


于是可得 L 的参数 方程: 


= ax = 


= ^ r(l 




e )， 


y— by = bu =^sin d 9 


= ^(^~«;) = y(l-cos d). 


其余同解 I . 


解皿（因为曲线上都可写成 x 的 函数） 令工=如，则 
= C (\ - t 、， y=Ab V 7 - t 1 •起点 / = 1,终点 r =0 •于此 
原积分 = f [ -f bc 0- 0(1-2 0 

Jl L 72/7^? 


dt 


令 


e 

2 


/； (- 


a b -2 n , f>C . 2 6 

272 n 0 7 f S，n 2' 


6 


^ 4 - 4 


flreos -^-cos -^-sin 1 


_ tt 6 


4^2 


(a + c ) + 兰. 


例 7.3.5 设 = 


，求， K 浙 


江大学) 
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提示旋转 |: 0 ： = ，尸 ^^ 2 + 砂 + ，乂 = ，尺 2 变为 


W 


(72R) 2 


= 1 ，再用广义极坐标 . 


以上作法，也适用于反常积分 • 

* 例 7.3.6 计算密度为常数 /i 的单层对数位势 

u(x 9 y) ^ f"ln ， ’ 

其中 L 为圆周芒 2 + 7 2 = 尺 2 ，厂 = 7(6 — 工 ) 2 + (? 一 30' 
解采用极坐标 .. 

L：$= Rcos d ，rj = Rsin d 9 0^d^2i: 
为了使被积函数简化，设 x- p 0 cos d 09 y = p 0 s\r\ d 0 . 

则 r -V(^xy^(r,-yY 

=\/ R 2 -2Rp 0 cos(6 - 0 0 ) 十 4,ds = Rd 沒 . 


uU,y)= \\ln- 


2Rp 0 cos(d- d 0 ) + pi 


Rdd 


(令 <p = d- d 0 ) 


= 一 f \n(R 2 - 2Rp 0 cos (p^ pi )d<p 
z J 

= 一 ln(R 2 •- 2Rp 0 cos 9 ? + p\)Acp 


= ， J > 叶-冷 


m 2 h 


(记 a= $i 


— 一 2n//Rln R - ^iR J ln(l — 2acos 9 ? + a 2 )d<p 
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J -27 r ^ Rln 尺, 当 工 2 十父= 4<尺 2 时， 

1 - 2 nfJ^\n \/ x 2 十 ， 2 ，当 :r 2 + ： y 2 = 4 > «R 2 时. 

[最后的等式见 §7.1 练习 7.1.3.2).] 

**例7.3.7设 /( x ,： y ) 连续， L 是一封闭的逐段光滑曲 
线， 试证： 


当 


证 


，: V — oo 时极限为零的充要条件是 

令 /“，7)心=0， 

根据 《( u ) 的定义式 （1), 首先我们看到 


ds (1) 


u ( x 9 y)^\nVx + y 2 i > f (^ 9 7 ])d 




V ($ — 工 ) 2 + (7 — jy) 2 


ds 


中 /( ^ fT))\n v x y 2 d 


|/( 


$， 7)ln 


V (芝一 x ) 2 + ( rj - y ) 

2 V 


ds 


由此可知，若能证明 


则 


• % • 

]im(u(x^) + In y/~x 2 ” 2 f/( 7 )ds ) = 0 

y -^°° L 


⑵ 


从而由 
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lim“(o :,}):。， 可知 ^)/(6 ， ”)ds = 0, 


y 


• OO 


反之由 


(fi/( f, 7/)ds = 0, 可知 limu( ： T ，： y) = 0. 


oo 


问题获证 . 要证明式 (2 ), 我们先设法证明 


x 


oo 时 


[关于 U ， 7)€L]. 

因为有界闭集上的连续函数必有界，故存在 M>0 使得 

|/(^, 7 )|<M [ 当（匕时 ] • 

•rW 


/(f t rj)\n 




In 


($ — x ) 2 + ( tj - yY 

一 


( 令 - x) z + (7 -: y) 

令工 =pcos <p 9 y = psm <p ，$= rcos d 9 rj= rsin d ， 

2 , 2 2 
则 In 工 +7 -- P 


=In 


=— 


($ - j:) 2 + (7 - : y) 2 111 p 2 + r 2 -2rpcos(d - <p) 
In 卜 +(I) - ^-cos(d - <p ). 

-oo ,y—oo 时，户 


ifir m r(0) ，当 x 


，从而 


(云 ) 2 - 2 云“卜，) 卜(云 ） 


<(?) 


2 r 0 

P 


* 0 . 


由此易知 00 时有 
f in 


x 1 + y 2 


(f - x) 2 + ( 7 - y) 2 
一 In [ 1 + ( f .) — ^- cos ( d - ( p 、 


：0 
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关于（夂 7 )€ L •于是 Ve >0, 3厶>0, 使得 Ul >△, |：vl 时 
有 

ln x) 2 + Iji~ y) 2 < M ( V d?) eL ). 

其中 / 表示曲线 L 的长度.利用式 (3) 

< 11 /(f , r,)\n (e —fy \- {rj . y) ^ ds < f | ds = e - 
证毕. 

(以曲线斜率作参数）. 

对于平面曲线若过原点的直线与该曲线只有一个交点，则 

可采用此直线的斜率作为参数•求出直线 ： y = fo : 与 L 的交点的坐 

标工=^；0),3/ = >0),便可得到曲线的参数方程. 

*例 7.3.8 计算第二型曲线积分 

% 

J= 4 xdy - ydx. (1) 

设广： (x>0 9 y>0) (2) 

为逆时针方向. * 

分析令: y = 代人方程 (2), 这时每个 rG (0, + oo ) 有唯一 

的解 

4 • 

工=]^?^1>0，尸，0： = ^«^7^>0. (3) 

当^从0变到 " foo 时，直线 y ^ tx 逆时针方向扫过第一象限，它 
与 L 的交点从原点出发逆时针方向绕行 L 一周回到原点 （0,0). 
这说明1/对应（从0到 + oo .又因 

x dy 一 ydx = xd( tx)-(tx )dx 
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2n + 1 


注参数方程 (3), 也可用极坐标得到•将 x = 
代入方程 (2), 可得 


0 9 y= rsin 6 


acos”0sin”0 
” + i 0 + sin 2 ”“0 ， 


由此 


n ^ l dsmd 

0 + sin 2 〃 


atan"0 
l + tan^fl 


令 f = tan 沒，则 


类似地有 




C. 曲 线积分的性质 

要点第一型曲线积分跟重积分(包括定积分)有完全类似的 
性质(包括用等式表示的性质,用不等式表示的性质以及中值定理 
等）•但第二型曲线积分关于不等式表示的性质已不再成立.由此 
推出的积分中值定理也不再成立. 

☆例 7.3.9 设 P 、 Q 、 i ? 在 L 上连续， L 为光滑弧段，弧长为 
/，试证 


J Pdx + Qdy + Rdz ^ Ml. 
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j J Pdx + Qdy + Rdz 
=jj (Fcos a + Qcos ^ + Rcos y)ds 
< J l Pcos a ^ Qcos /3 + Rcos 7 \ ds . (1) 

• I 4 

% 

应用 Cauchy 不等式， 

I Pcos a + Qcos Rcos y I 

<( P 2 + Q2 + R 2 )7( cos 2 a + cos 2 /? + cos 2 y 
< a / P 2 + Q 2 + max [ y /' P 1 + Q 2 + 

(x,>.*)6 L 

故 ‘ 

(1) 式右端 ds = Ml . 

例 7.3.10 举例说明对第二型曲线积分“积分中值定理不再 

成立”. 

解 如果积分中值定理成立，应该是：“若/(尸)在 L 上连续， 
则存在点使得 

| l+ /( P)dx = /( P # ) dx . (1) 

设 L 为圆周，由对称性知 cLr = 0, 从而 （1) 时右端对一切/恒 

为零•但是若 /( P ) = /( x ,： y ) = ： y , I / 为 z 2 + /=2： y (方向逆时 
针），则 ' 

* f ( P ) dx - f ydx = 一 it 峙 0. 

_ L J L 

可见此时 ( l ) 式不可能成立. 

— % Green 公式 

要点 Green 公式给出了平面上有限条逐段光滑封闭曲线上 
的线积分与它们所包围区域上的二重积分的 关系： 
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Fdx + Qd3,= f ( I ? 

这里 L + 表示沿 L 的正向取积分.正向指前进时 D 保持在左边的 
方向，当 D 为单连通时即是逆时针的 方向； 当 D 为多连通区域 
时，外边界为逆时针方向，内边界为顺时针方向 . P 、 Q 要求在区域 
D 内直到边界 L 上连续，并有连续的偏导数.由此可得 £) 的面积 
公式 、 


lf) d 地， 


( A ) 




xdy - ydx . ( B ) 


a . 计算封闭曲线上的线积分① 


在很多情况下利用 Green 公式可以把封闭曲线上的线积分化 
为二重积分来 M 算. 


☆例 7.3.11 计算# ^=^.0： 为以 （1,0) 为圆心，以 K 

c+ 工 ^ 

为半径的圆周•设 C + 表示其上的方向为逆时针方向. 

分析 r 若尺<1，则满足 Green 公式的全部条件.注意 


因此 


9 ( — x y 2 -4 x 2 一 3 I 一 y 

dxWx^y 2 ) (4 o ： 2 + y ) 2 ^ a^l 4 a ： 2 + y 1 


((工，3；)\(0,0) 时）. 


( 1 ) 




Odjrdjy = 0. 


2° 当尺 >1 时， C 内包含原点(0,0),而函数 


p ( d ) = ^7 ’ q = 



①我们约定封闭曲线 （闭 围路）均指 ：除起 点与终点重合 之外. 曲线本身不相交. 
即曲线上的点（1，>0 = ( 9 (【），4(0)，[1€( 0 ，幻],当〜恒有 （9( h ), 分 （心 ）） ％ 
(史（^2)，必（太2)). 
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在原点无意义，故此时不能直接应用 Green 公式.为此，我们在 C 
内用一易于计算积分的简单围线将原点挖去.例如，取 e 〉0 充分 
小，使得椭圆 * 

r e ： 4x 2 + / = 6 2 ^ ^ (2) 

在 C 之内部.记 C ： 与厂，所围的区域为 D ， 则 ^ 

这里 r e + 表示在 IV 上取顺时针方向（下面用 rv 表示取逆时针方 
向）.由此 




xdy — ydx 由 （ 2 ) 式 
4x J + y 2 : 


- ydx 
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(这里- yda := 捕圆的面积 =n -^- e 2 • 

注 1) 不难看出，若 c 改为不过原点的任意逐段光滑的围 
线，则本题的解法与结果仍保持有效. 

2) 同理可以算出 




— ydx 
x y 1 


0, 当 C 不包含原点, 
2; r , 当 C 包含原点， 


☆例 7.3.12 计算积分 

xdy ~ ydx 


L+ [(ax + ^y + iYx + d^VY d 心 0 )， 

其中 L + 为椭圆 Ux + ^ y ) 2 + ( yx + 8 y) 2 ^l ，取逆时针 方向. 
解 I (利用 Green 公式计算） L 上 

(ax + /?y) 2 + ( yx + dy) 2 = 1 f 

因此 ： 

/= ^ xdy - .ydx = 2 JJ dxdjy. 

(«x + /9y) 2 + ( Xr+^>) 2 <1 

更令 u - ax ^ ^ y 9 v = yx ^ Sy 作变换，贝 0 


= 2 


I T \ dxdy f 


其中 


一 十，: y ) 一 1 _1 

d{u ) dCu , v) ad _ py 

2 rr , , 2tr 


: .因此 


a 8 - pY 


• » 


di ^ dt ;= 


\ a $- py 


解 I (利用参数方程化为定积分)作变换 

u — ax ^ ^ v = yx 8 y . 

这时椭圆 L:(ax + ^ y ) 2 + (yx + ( Jy ) 2 = l 

变成为圆 C : u 2 ^ v 2 = l . 
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因而可写成参数式 


U = 


办 = 


^, T ； = sin 6. 

0 ， y：c + = sin 0 


q8 \ ^{8cos Q- 卢 sin d ) ， 




aS - py 


(asin 6 - /cos 6). 


另外， （1) 的 Jacobi 行列式 

1/ 取的是逆时针方向，故当 J = M - /?y>0 时， C 与 L + 同向，对 
应0从0变到 2 k , 所以 

/ = [ 7 ― tv 1 乂 [( 占 CQS 沒一 /?sin ^)(asin 6 - /cos dY 
Jo (ao - pY) 

一 (asin d — /cos 6 ){ 8 cos 6 —沒 sin 0 Y]dd 

= (a5-V)^o ( ' aS ~ Py ) dd = '^ jY - 

当 J = M -汾 <0 时， C 与反向 ，0 从 2 tc 变为 0 .故 


a8 -一阶 


.总之我们有 


__ 2 tt 
| aS - pY \ ' 


例 7.3.13 计算曲线积分 

f 

% y 

1=0 ~ y[(xsin x ycos x)dx 

•，工 + y 

+ (ysin x - xcos x)dy ], 

其中 C : x 2 + ： y 2 = l , 积分沿逆时针方向进行. 

解以原点为中心， r 为半径 （0< r < l ) 作一小圆将 
与 C 之间的区域记作 D ,在 D 上应用 Green 公式 


% % 

== …+ 

.cl +c\ c_ ； 
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， c_ r 


(xsin x ^ ycos + e y ( ysm x - xcos x) 


•T 十 ： y 


x 十 ； y 


其中 


dQ dP 一 d e y (ysin x - xcos x ) ■ 
dx 3 y dx . x 2 + y 2 • 

3 [ e > (xsin x -♦- ycos x 
^ v L x 2 + jy 2 


= 0 . 


后一积分变为极坐标 * r = r CO s d 9 y=rsin 则 

/ = J -4- e ran 6 I [ rcos ds \ r \( rcos 6) + 

rsin 6 cos ( rcos d )] (- rsin 0) + [ rsin dsm ( rcos 6) 
一 rcos 0 cos ( rcos d)]rcos 6\ d 6 

=一 e r!un ^ cos ( rcos d ) d 6 (任意 0< r < l ). 

Jo 


0 取极限，知 


= 一 


-2tt. 


b . 计算开口曲线上的线积分 

Green 公式一般是用于封闭曲线上的线积分计算，但有时宁 
可补上一条曲线，将开口曲线封口，变成封闭曲线再应用 Green 
公式入 

☆例 7.3.14 计算曲线积分 


( <p(y)e^ - ky)dx -♦- {<p\y)e s - k)dy 9 

J AmB 

其中 < p ( y)m 9 /(： y ) 连续, AmB 为连接 A(a ) 与 B ( x 29 y 2 ) ti ^ 
任何路径,但它与直线段 M 围成的图形 AmBA 的面积为定值 S . 
(辽宁师范大学） 
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提示如图7.3.5, 





c . 用于计算第一型曲线积分 

上面 Green 公式 （ A ) 是联系的第二型曲线积分，但第一型曲 
线积分可以化为第二型 



[Pcos( 1 9 x) ^ Qcos( t ， : y)]ds = 


+ Pdx + Qdy, 

,L • • 


(C) 


其中 U , x ),( t , y ) 分别表示 o : 轴正向，: y 轴正向与动点切线正向 
的夹角.切线的正向，按积分方向确定（如图 7.3.6). 

☆例 7.3.1 S 计算积分 


/ = y [xcos( n , x) + yoos(n >4 y)]d5. 

其中（打，：1：),(^2,30分别是由1轴、 3； 轴的正向与 L 外法线方向 If 
之间的夹角.设 L 为逐段光滑闭围线. 

解 L + 表示 L 上逆时针方向，切线方向与 L + —致（如图 

7.3.7) •从 n 逆时针旋转到 tMx 轴到: y 轴的情况一样.由此 


从图上易看出 


• 939 - 






图 7.3.7 

(n , x ) = ( t , y ); ( n , y ) = n - ( t , x ), 

故 cos( rt 9 x)ds = cx>s( 1 9 y)ds = dy ， 

cos( n f y)ds = - cos(^ f x)ds = - do:. 

因此 I = ^ [ a ： cos ( n , jr) + >> cos ( n ， 3>)]ds 

=^ xdy - ydx =2S. 

L + 

其中 S 表示 L 所围的面积. 

例 7.3.16 设 L 为平面上逐段光滑的闭围线 ，D 是 L 所包 
围的区域^ =以*1：，^)在0内直到边界1有二 阶连续偏导数 .试 


证: 


9 


3 n 


ds = 




T Id 2 u 

dP 


穿 ) 


dxdy 9 


其中； I 为 L 的外法线方向. 


提示 


从而 


3u 9u / v . du ( X 
_ = _cos(n,x) + ^cos(n,>r), 

du 』 一汐 M 」 , 

dXu 
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d. 由积分性质导出微分性质 

要点若已知函数的某种积分性质，利用 Green 公式,积分中 
值定理，以无限收缩取极限等方法，常可导出函数相应的微分 
性质. 

例 7.3,17 设 F ( x 9 y ) = P ( x 9 y ) i + Q ( x f y)j 在开区域 D 
内处处连续可微，在 D 内任一圆周 C 上,有 

OF * nds = 0, (1) 

其中 n 是圆周外法线单位向量.试证在 D 内恒有 

.If:。. ⑵ 

证因为/«为外法线单位向量，所以 

n = cos ( n , x)i + cos(n 9 y)j y 
F . /I = P(x 9 y ) cos ( n , x ) + Q(x 9 y ) cos ( n 9 y ) , 

因此 ' 

() F * nd 5 = () [ P ( x 9 y ) cos ( n y x ) + Q(x 9 y ) cos(n 9 y )] ds . 
如前二例所述 

cos ( n 9 x)ds == d.y , cos ( n f y)ds = - dx , 

故 

0 = ^ - Q ( x ， 3f)dx + P(x , y)dy 

( If + lf ) dj：dy( △为 C 所包围之区域⑶ 

由此,用反证法立即可知式 (2) 在 D 内处处成立，因为倘若有某点 
使得 


(譯 十 乳>°(或 <0) . 


⑷ 



个充分小的圆邻域 △€N(M D ；h 使得 (4) 式在 4 上保持成立，从 
而积分 

JJ (装+岩)_〉°(或 <0) 

与 （3) 式矛盾. 

☆例 7.3,18 设 P(«r，：y ) 和 QU ,：y) 在全平面上有连续偏导 
数，而且对以任意点 （x。， ％)为中心，以任意正数 r 为半径的上半 
圆 C::r = j：。 + rcos 0 — yo + rsin 0((X0<7t) 恒有 

P(x ,.y)dj ： + Q(x y y)dy-0. (1) 

求证 ••尸 U ，： y )= 0 ， gE 0 •(南 开大学〉 

证已知在上半圆周上的积分 (1) 恒为零，因此对平面上任意 
—点（工0，％),以 （A,：y D ) 为中心，任意 r>0 为半径作一上半圆域 
D (上半圆周记为 C, 直径记为 AB)， 则 

^ Pdx + Qdj> = O Pdx + Qd>»= | ~^) d:c ^y . 


二 / 


( m - HIHfL •字⑵ 


(其中 AT 6D 为某一点）•另一方面 
[ Pda: + Qdy = f P(x,y)Ax 

J AB J AB 

=J ° P(x 9 y 0 )dx 
= »^ o )| ° dx 


r 



P (尽，: V 0 ).2 r (« r o ，+ r ). 


⑶ 


比较 (2)、(3) 知 


) M . T = p(e，3,o) * 2> - 


3 Q dp 


(4) 
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此式对任意 r >0 时成立.令 r — 0取极限得 PU 。，％) =0.由 
(工 。，: yo ) 的任意性，知 ，： y )=0. 从而 (4) 式成为 



卜咖限得§! 


= 0.由（0：。，％)的任意性，这就证明了 

(■vV 



例 7.3.19 设 w = W ( o :,： y ) 有二阶连续偏导数.试证三 
3 + 3 = 0( 即 u 为调和函数）的充要条件是 =0( 其中 

C 为任意逐段光滑围 线，# 是沿外法线方士的方向导数 .）• 


三、积分与路径无关问题 


定理若戶(^)，0(1,30在区域£)内连续，有连续的一阶 

偏导数，则当 D 为单连通时，以下四条件 等价： 

_ • » 

1) 积分尸 dx + Qd ： y 只与起点、终点有关，而与积分路径无 

关(其中 L 是 D 内分段光滑曲线）. 

2) 在 D 内任一分段光滑围线 C 上的积分 为零： 

% • 

OPdx + Qdy = 0. 

3) 在 D 内处处成立 

參 

9 P ， . • 、 

3 y ' 』 

4) Pdx + Qdy 为恰当 微分. 即存在函数“ = wUq ) (称为 
原函数），使得 



3 u 


= p ， d 々 Q ， 
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即 


du = Pdx + Qdy. 

作为 Pdx + Qdy 的原函数 w = , y ) ,若存在，必不唯一， 

彼此可相差任意常数.忽略常数项不计，原函数可以写成 




这里（:是任意取定的点.积分路径可以是、 D 内联结 
( x 0 ，: y 。） 与 （ x ,： y ) 的任一条分段光滑的曲线.若已知 Pdx + Qdy 
的原函数为 w = uU ,; y )， 则 

f Pdx + Qdy- u(x 9 y) = u(B) - u(A) ( V A D). 

J A A 

当 D 为字毕平 E 岑时，条件 1 〉 、 2) 、 4) 彼此仍等价•这时条件 
3) 只是必要的•，未 i 尧谷的.但条件 3) 成立时，对于 D 的每一个 
洞，以相同方向，沿包围该洞的任一闭路上的积分，其值皆相等，公 
共值称为该洞的•例如 D 有 n 个洞（都取顺时针方向的 
积分），则有 W 个内从点 A 到 B 的积分 

[Pdx + CJdy =+ …+ ^ Pdx + Qd ^» 

^ A AD 

其中 AB 是联结的任一给定的分段光滑路径 I 为任 
意整数•此时积分与路径无关的充要条件是各循环常数为零. 

a . 利用与路径无关性计算线积分 


要点 如上所述,若区域内恒有= 对多连通还须设各 

循环常数为零）,则积分 \ B Pdx + Qdy 与路径无关.因此，我们可 

JA 

取方便的路径(如用平行于坐标轴的折线路径等）来计算此积分. 
特别，若区域内能求出原函数 M = “（ U ) 则（不论区域为单连通, 
或多连通）则恒有 

\ a Qdy ^ u ( B )- “（ A ) (积分与路径无关） 

☆例 7 .3.20设 L 表示平面上一条自身不相交的光滑曲线. 




其起点在 （1，0), 终点在 （0,2) •除起终点外， L 全部落在第一象 
限.计算积分 


磬 d 5 ，这里^表示沿 L 的法线方向取导数，法 


线指向原点所在的那 一侧； r 表示 L 上的变动点到原点的距离 ,ds 
表示 L 的弧长微分 .（ 厦门大学） 

解 I 这里（；1，0：)=1^0,30,(^10) = (，，1),因此有 


din 


I 

=u 

= u - 

=L 


- d 5 


f ^ln r f 
1 - j —cos(n , 


d\n 


d y 


cos(n,jy) 


ds 


d\n 


dx 


0*3^) + ^r~ L cos(/,x) 


d y 


ds 


^ln r , d\n r , 

工一 TT d ，. 


(l) 


因为 


P 


d\n 


d 


In v 


y 


Q =- 


d y d y 

l^ ; ln(x 2 + y) = - r 

din r _ x 


y 


y 


3x 


⑵ 


在第一象限内连壤，有连续的偏导数，且 


H : 〆 一 ; y z 

d y . 

因此积分与路径无关•可取平行于坐标轴的折线路径 ABC 进行 
积分.于是由（1)、(2), 




一 arctan 2 - arctan 1 = 一 


2 2 • 


⑶ 


解 I In r 在第一象限为调和函数，如例 7.3.19 所述 

• • - > • V 

在任何封闭逐段光滑曲线上的积分为零，因此积分与路.径无关, 
(3) 式 有效. .： 

解 I 以原点为中心，以£>0为半径，在第 i 象限内作小圆 
弧厂与^轴交于点£：、0(如图7.3.9).取£七分小使厂与乙不 
相交.应用 Green 公式，可知 ALCDr £ A 上的积分为零.又因 CD ， 
EA 上的积分也为零.故 L 上的积分等于在 r 上的积分 






下面让我们讨论多连通的例子. 

例 7.3.21 计算积分 

xln ( x 2 + ： y 2 - l)dx 

^y\n(x 2 +y 2 -l)dy. 

其中 L 是被积函数的定义域内从点 
(2,0)至 (0,2) 的逐段光滑曲线. 

解被积函数为 P = xhi (： i : 2 十: y 2 
- l)，Q = ; yln (: r 2 +： y 2 - l ) •定义域为 
D= |(x, ： y ) 丨 1< a ： 2 + /< + oo| .P、Q 
在 D 内连续，有连续的偏导数，且 . 

_2巧 



图 7.3.9 


= 


y 一 1 


⑴ 


这里 D 为二连通区域+ 是唯一的洞，因为式（1)，在围 
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绕该洞任一路径上逆时针方向积分一周，其值相等,等于该洞的循 
环常数.不妨取圆周+ 得循环常数 

co = ^ xln ( x 2 + J 2 一 l ) d«r + yln ( x 2 + y 2 一 l ) d.y 
= forln 3 dx + jyln 3 dy 

=In 3 J [2 cos 0 { - 2 sin 0) + 4 sin 汐 cos 0 ]dd = 0 . (2) 
(1)、(2) 表明积分与路径无关.采用平行于坐标轴的折线路径 



图 7.3.10 


下例虽是多连通，但积分路径没有绕洞回转，可以不计算循环 
常数. 


*例 7.3.22 计算积分 



(■r + y)dx - （x - jOdjy 


⑴ 


其中丄+是从点 A (- 1,0) 到 B (1,0) 的一条不通过原点的光滑曲 
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线，它的方程是 y = /( x )(- l < x < lX . (南开大学） 

分析这里 

= 4^4, Q(-r ^) = 4^1 (2) 

：c 十 y x 

的定义域 D 是全平面除去原点（原点为洞） . P 、 Q 在 D 内连续有 
连续的偏导数，且 


dQ _dP _x 2 一 -2xy ( . 

G 一 U — —(7+7) 丁 • 

按常规做法，应计算循环常数，但本题积分曲线 L 的方程为 ： y = 
f(xH - .它与平行于: y 轴的直线最多只有一个交点, 

因此 L 不绕原点（洞）回转•又因 L 不过原点，故/(0)>0或/(0) 
<0•即 L 在原点的上方，或下方穿过: y 轴.若/(0)>0,则 L 上的 
积分等于沿单位圆 C :: r 2 +： y 2 = l 上半圆周从 A 到 B 的积分（事 
实上，挖去 y 轴的负半轴， D 便是单连通，从而由 （3) 知积分与路 
径无关， L 与 C 上的积分相等）.于此 




(x + y)dx 一（工 一 : y)d：y 


y 


rO 

[(cos 汐 + sin 汐 ）（ 一 sin 0) — (cos 6 - sin 0 )cos 6 ] d 6 = n 

• n 


类似，当 /(0)<0 时有 J = -7T. 因此 

卜 TT ， 当 /(0)>0 时， 
_ -7 T , 当 /(0)<0时. 


b . 利用原函数求积分 
例 7.3.23 计算积分 


J = J (1 十 7 X 2 + y 2 X - idj : + ydjp 

其中 L ♦是不通过原点，从点 A (1，0)， 到 5(0,2) 的分段光滑曲线 
解 I 因为， 
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+ 7 ^ 7 )如(乂” 2 ) 

= 1 d ( x 2 + y ) + 1 d ( x 2 + ; y 2 ) 

" T ^ TT - 2 /? T 7 

=dln(x 2 + .y 2 ) 7 + d x 2 ^ y 2 
=d( V x 2 y 2 + InV x 2 + y ), 

即 W = + 111 /^ 7 是原函数,故积分与路径无关, 

/ = m ( B ) - m ( A ) 

= ( V x 2 y 1 + In V x 2 y 2 ) I = 1 + In 2 • 

1 ( 1 . 0 ) 




du = ^- 


V x 2 + y 2 )( jrdx + : ydjy) 




⑴ 

⑵ 


由 （1) 知 

由 （2) 知 


u(x 9 y ) = | — 



xdx 


= In X 2 + y 2 + -/ + jy 2 + C(y). 

u(x 9 y)= 



=In Vx 2 ^ y 2 + ^ x 2 + y 2 + C{x). 


比较 (3)、(4) 可知 C(x) = C(y) 


⑶ 

⑷ 


从而 C(x)=C (: y)= 常数•故略去常数项 不计一 =l n 7/ + / 
+ >/ x 2 + y •从而 
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I = u ( B ) - u ( A ) = (In V x 2 y 2 Vx 2 + y 2 ) 

注用原函数的方法计算线积分，要求 

du = Pdx + Qdy 
在区域内处处成立.如例 7.3.22 中的积分 


In 2 


( 1 . 0 ) 


—f (x + y)dx - (x - y)dy 

■ J, -- 


容易看出 


y)dx 一 (x 一 y)dy _ xdx + ydjy ydx - xdy 


* 

y 


=d -yln( a: 2 + jy 2 ) + darctan 


y 


y 


y 


= d(ln VX 2 + y 2 


arctan 


y 


)■ 


( 1 ) 


即 In VVT7 + arctan 爹为所求的原函数.按理该积分应与路径 

无关,但在例 7.3.22 中我们已看到，从 A 积分到 J3, 沿从 (0,0) 上 
方穿过:V轴的曲线积分为 7T, 沿下方的路径积分为 - k . 其原因是 
(1) 式只有当 ykO 时成立•从 （1) 只能推出在上半平面（或下半平 
面）内积分与路径无关，不能得出在全平面积分与路径无关. 

c. 利用线积分求原函数 


例 7.3.24 求 Pdz + Qdy = 的原函数.假设 

y >0. 

解因为分母的判別式小于零，易知分母 3:r 2 - 2巧+ 3/当 
3^>0时不为零 .P、Q 有连续偏导数，且 


d Q_ dp — 3 (^ 2 -^) 

• 3 y (3x^ -2xy^3y 2 ) 2 ^ • 

在: y >0 的区域上积分 L Pdx + Qd；y 与路径无关•原函数可用线 

积分来计算•取 （ XQ j。）= (04) ，全体原函数可表为 
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• y> 


ydx - xdy 


(o.i) 3x -2 ： r：y + 

以折线 (0，1)—(0,： y )—( u ) 作积分路径•则 

ydx 




u(x 9 y) = ^ 0d^+ 3 工 2 _ 


dx 


tL 7 — i V 

卜 - p ) 
3x - y 
2y/2y 


2xy + 3y 


c , 




T y 


2/2 


arctan 



C (: y>0) 


练习 7.3 

7.3.1 计算积分 l tK 技 T , 其中为三点 a (1，0)， B (0,1), 

C ( - 1,0) 连成的折线.（上海交通大学） 

提示被积函数在左、右对称点上值的大小相等、符号相同， do : 亦然，但 
d：y 在对称点上大小相等，符号相反. 

dx ^ f do : 


再提示原积分 f = 

AB 上 •！ + >>= 1 


ITTT 17 T 


2 dx = -2. 


= 2 


1 - 


y 


.3.2 设 C 为对称于坐标轴的光滑曲线，证 明： 


(x 3 > + e y )da: + ( xy 3 + xe y 


)dy = 0. 


(河北师范大学）. 


提示应用 Green 公式（并利用对称性 


左= [(/+ e y 


) ~ (x 3 + e’ ） ]drd_y 


奇性 


7.3.3 计算曲线积分 ： y 2 d : r + z 2 d ： y +: r 2 d Z , K * I ^ : 

z 2 = R 2 


y ^ 

I 

y 2 = Rx 


(R>0 9 z>0) 9 


951 


1/ 的指向为顺时针方向.（辽宁师范大学) 



⑻ 0>) 

图 7.3.11 

撝示： y >0 与: y <0 两部分对称，相消. 

☆7.3.4 计算曲线积分 




其中（：为^ + # + ^ 77 = 1(：|：>0, > >0，：>0)与王 + { = 1的交线（^、 

a o a ^ b u o 

6>0) •(四川大学） 

提示可参考例 7.3.4. 

再提示将 C 的两个方程式联立，消去，可得 
( 2 x - a ) 2 ^ (2 z ) 2 ^2 x - a _ _ a 2 z . n 

a 2 a 2 + b 2 a vV + 6 2 

代入可知 r = l ， 于是： 

工 = ~^(l + cos d) 9 z = ― a -^ ^ sin 0 •进而 y = - y (1 - cos ,0). 
x ’( 沒) = - -ysin d 9 x 2 { 6 ) = ~ s \ nd . 

类似有： / 2 ( 0) = ^ sin 2 d 9 z 2 ( d )^ l -( a 2 ^ b 2 ) cos 2 d 
因此 ds = y x 2 ( d ) + y 2 { d ) + 2 ,2 (5) dfl = a 2 + b 2 Ad . 
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图 7.3.12 


原积分 I = JJ [+ sin 2 0+ 夸 sin 0 .(l + ccs 0)+夸 sin 5(1 - 0C6 &) • ~2一 

= a 1 + 6 2 {u + 2 -/ 2 ) 

7,3.5 计算圆柱面 x 2 + ： y 2 = i ? x 被曲面. 
x 2 + / + z 2 = K 2 所截部分的面积. 

提示可参看练习 7.3.3 中的图 7.3.11 其中 （ a ) 为投影情况 ，（ b ) 图推 
出了上半部分的情况.因上下对称，前后对称，只需求出第一卦限内的部分粲 
以4即可.利用元索法，柱面面积可表示为第一型曲线积分. 

再提示第一卦限的部分在： ry 平面上的投影为 o : 2 + ： y 2 = Rr 的上半 
圆.在此半圆上任取一点 （ x ,： y )， 作弧长元索 ds , 上半柱面截下的部分对应为 

一无限狭窄的长条矩形，面积 zds = / R 1 - X 2 - y 2 As , 因而整个 面积: 

S =4 其中 C 为: r 2 + / = i ?: r 之上半圆•取点 

(|，0)作极点，引入极坐标 

R /% , /? R . a 

x = -ycos a + = -ysin 0. 

于是 S =4 厂 7 j? z :Rx •鲁 dg = 4 i ? 2 • + £ V 1 二 ^ 6 ^ dg 

= 4 R ? j ^ sin~-dy = 4/? 2 . 

7.3.6 设在力场 z ) 中今有单位质量 M 



沿插圆 CrUor + ZyS) 2 + (x - .y + l) 2 = a 2 ，z = 4( a >0) 移动一周[从 z 轴 
+ «>点看去，为逆时针方向]，试求力 f 所做的功 .（ 南京航空航天大学） 

提示 W = J + ( j - + 2>» + 4 )dx + (4 x — 2 y)dy + ( 3 x + z)dz 
在 C 上第三项鈕= 0,只剩前两项 • 

再提示 W ° reen JJ (4 一 2 )dxdy 其中 D 为： （3 x + 2 ：y - 5) 2 + (: - ：y + 

l ) 2 < a 2 . 令 + 

W = 2 JT yd 6 d 7= y 7 Ca 2 . 

7.3.7 计算双纽线 U 2 +： y 2 ) 2 = a 2 U 2 -; y 2 ) 所围的面积 ( a >0>. 

提示例 7.3.11 前之“要点”中公式 ( B ) 四种算法均可. 

再提示图形关于坐标轴对称，只要计算第一象限再乘以4即可. 

解法 I 引用极坐标得 r 2 = a 2 cos2l 因此第一象限6的变化范围为 

[…子]•这时 


x — rcos 0 = acos 8 \/ cos 20 
y = rsin d = a sin d V cos 2 d 



代人公式 ( B):S =4- i - [ x ( d ) y ( d )- y ( d ) x / ( d)]dd 

雷 

= 2 J a 2 cos 28 d 0 — a 2 
解法 I 令: y = tr (以斜率为参数），这时 
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x 2 (1 + t zy = a 2 (l ^ t 2 )fX= a^J^? 


第一象限 r 的变化范围为 

xdy - ydx = j ：( r )[ x ( t ) + tx '{ t)]At 
- tx ( t ) 9 x f { t)dt 
• =( x (0 ) 2 dt 


因此 


s = 4w TL a2 (fr77 dr 


令 r 


霣 

2 J : cos 20 d 0= a 2 . 


解法霣 利用二重积分，第一象限 r = a ^ 26 9 0 < 6 <^-. 


S = 4 dardy = 4 d 0 J rdr = 4 # -y | T a 2 cos 20 dd - a 2 . 
•7.3.8 1 —个半径为 r 的圆，沿着半径为 1? 的定圆之圆周外滾动（而 


不滑动）时，由动圆上一点所描绘出来的曲线称为夕.假定比值 n 

是整数 U >1), 求外摆线所界的面积. 

提示可用向量法求出外摆线的参败方程，再用例 7.3.11 前之要点公 
式 ( B ) 求解. 

解以大圆中心为原点，让正 x 轴过起始切点 A , 设小圃（半径 r ) 绕大 
圆（半径 R ) 逆时针滚动•注意滾动时切点始终在二圖联心线上.并且，如图 
7.3. 14:当小圆圆心从 P 。 点移动到 P 点时，滾过的弧段 

AB = BC , 

因而所对的圆心角若 ZAOB 则 ZfiPC = ”0. 小圆半径向置此 
时实际旋转角度为 + 灸:^起始辐角为 k , 旋转到纪位置时 
辐角为 ir +(” + l )0 •故向量茂 =(( R + r)cos 0,( i ? + r)sin «) = ((n + 1) 
rcos 0 9 (n + l)rsin 6 ) , 

究 = ( rcos ( n + (n + 1)0), 
rsin ( w + ( n + l ) d ) 

•， = ( - rcos(n + 1) 汐，- rsin(n + 1)^). 

因此点 CU ,； y ) 的径向向量 

( x 9 y )^ 0 t = 0 p^Pt ■ • 

=((w + 1)rcos d - rcos( n + 1)6 f 
• (n + 1)rsin 6 — rmn(n + l)d). 


• 955 - 






图 7.3.14 


故外摆线参数方程为 ：（ O<0<27r)(r,n 为已知常数） 

x = (n + l)rcos rcos(n + 1 ) 6 9 
> =(n + 1) rsin 0 - rsin( n + 1) 0 • 

从而 

xdy - ydx = [(n + 1)rcos 6 - rcos (n + 1 )0] 

((n + l)rcos 0 - r(n + l)cos (n + \)0)A6 
+ [ - ( n * 1 ) rsin 0 + rsin( n + 1 ) 0 ] 

[-(n + 1)rsin 0+ r(n + l)sin (n + l)d]dd 
= [(n + l) 2 r 2 -(ii + l)r 2 cos nd 
—(n + l) 2 r 2 cos + ( n + 1) r 2 ]d0 
= r 2 {n + 1 )( n + 2)(1 - cos nd)d6 . - 


于是 




S = + f xdy - ydx 

= -j-r 2 (n + l)(n + 2)J (1 ~ cos nd)dd 

= r 2 (n + l)(n + 2 ) n . 

上題当小圆在大圆内壁滚动（不滑动），小圆上一点的轨迹称 


为内摆线.设 A = n 为整数 （ n >2), 求内摆线所围的面积. 《（ n -1)( n - 2) 

irr 2 > 

提示这次 0 芦 = ((n — l)rcos d 9 (nr 1)rsin 沒）， 
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= (rcos(l - n)0,rsin(l — ” ） 0 )， 


⑷ = (n —1) 


0 + 


Xn - 1)0 


y(0)-{n -l)rain 0- rsin (n 一 1)0. 


y 


7 d ： y 在下列两种曲线 C 的情况 


☆7.3.10 求线积分! y^rcLr 

下 的值. 1 . 

1) ( x -0 2 + (> r - l ) 2 = l ;2) Ul + I ：yl = 1 方向均为逆时针•（北京大 
学） <(1)值为0，(2)值 = 2 tt > 

掇示可参看例 7.3.11 及其“注' 

☆7.3.11 求常数使给定的积分恒 为零： 

= 其中 c 是平面上任一简单闭曲线 .（ 淸华大学） 

•r 




2) (£ —r*dx - ^yr*d^ = 0(r = d;j 〉• 
\ y y 

其中 C 是上半平面任一光滑闭曲线 .（ 北京大学) 


-1) 


包围原点，该积分也为零. ' 

2) uq 


-a 时 （ 0,0) 处循环常数 = 0, 即令 c 


^ - + xy 2 = - a(x 3 + xy 2 )=>a =- 

☆7.3.12 计算开口弧段上的曲线积分： 


1) / = 


(/ + 文）€1：1：-(? + 7)办，其中>1 = (0,0)，3 = ( < 1，0>,仙 ： ：1： 2 


: y 2 = or (; y >0).( 北京大学） 


(/ 


+ 孕， u > o 时〉， 


9 


+ 了 ，（ a <0 时） • 


注題目中未假定 a 的正、负，务必分别讨论. 

2) K= ( ~2xe~ x sin y)dx + (e': cos y + J 4 )dy. 

其中 C + 为从点 （1，0) 到点（- 1,0) 的半圆- 武汉 

大学） <0> 
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3) L= (/ - cos y)dx + xsin ydy. 

J OA 

其中 S 是从原点 0(0,0) 到 AU，0) 的孤 ••: y = sin X •(华东师范大学 ）< 


提示参看例 7.3.14 及前后的文宇 叙述. 


再提示 

AB J . 

(当二时卜不| ( -3 


L … 



= (sgn a )'^ a * + -~a z *. (D 是 AB，BA 所围区 域）. 


2) K= J 4x 3 dxdy = 0,(对称性）.(注意1沉- 


•• = 0 


3) L = 



dxd^y - J 


Oda:= - 


其中 D= l(x,>)：0<x^ic,0^ ( y^sin xl. 


7.3.13 设 / U) 在 （_oo, + c«) 内有连续的导函数，求 

« y 

4[：//(：^)-1]6，其中乙是从点43,|)到点別1，2)的直线段.（北 


京航空航天大学） 


<-4> 


提示 (= -士 + / ( 々0 + ^^))，故可用平行坐标轴之 


折线路径取代原积分线（斜线段）. 


再提示原积分 - j - [ 1 + 4/(2x) ]dx + 2 3[/(3 y ) - \]dy - 


一 4, 


☆7.3.14 设 D 为: r ： y 平面上具有光滑边界的有界闭区域， M 在内有 
二阶连续偏导数，直到边界还有一阶连续偏导数，《为非常值的函数…^ = 

。，试证 d*rd：y<0.( 武汉大学） 
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3 u 


搛示 0= L ■ u ^ 
而右端第 2 项 >0. 

☆7.3-15 证明 lim 


dx 


£m 

dx 


dy = 


|[(lf) 2 + (^) 2 ] dxdy 


ydx ~ xdy 
(x ? +-xy + y T ) V 


0.( 西南师院） 


提示作极坐标变换 即知. 

X ydx- xdy 


再提示 


广 (- RsinU 
J o ( R 2 cos 2 6 + /? 2 si 


(x + x> + > ) 
(一 R 2 sin 2 6 - R 2 cos 2 e)de 


再令 


=Rcos 6 
=Rsin 6 


sin dcos 


Ode ^ l r dd 

卜 ㈣ 。 ( 1 + 如― 2 




F 




ir^O (当 R 


)• 


(卜 +) 

*7.3.16 证明积分 

^ cos ( I , w)ds = 0 

其屮 L 为逐段光滑的封闭曲线， Z 为任意给定的方向， i » 是 L 的外法线方向. 
提示可参看例 7.3.15 的解法及其插图. 

证 I 因第一型曲线积分与积分方向的选取无关，不妨假定方向为逆时 
针.向 M if ,/ 上的单位向撤分别记作 nph , 则 

Hi = ( cos(n , x ) , cos ( n f y )) 9 
l \ = ( cos ( l 9 x ) 9 cx > s ( l 9 y )) 9 

故 cos ( l , n ) = /, */ i , = cos (/, x ) cos ( n , x ) + cos ( Z ,^) cos ( n t >). 

原积分 =f [ cos(Z , x ) cos (7 z , x ) + cos (/ ) cos(n * y ) ]ds 

=^ cx > s (/, x ) d3 » - cos (/,^) dj * = ^ Odxd ^^ O . 

(S l 为固定的方向，与 （ U ) 无关，故 cos ( f , o :)， co 8 U ,： y ) 为常数函数，导数 
为零 .） 

证 I 若积分选用顺时针（即负）方向，最后结果不变.如图 7.3. 15:^1 
= Z 2( 同为 Z 3 的余角），且 Z 3 = Z 4 = Z 5 .因此夹角（〜1)( = /2)与 
U ，： y ) 互补 • * 
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(n,^) = Z3 = Z4 = Z5= (r,x) 



图 7.3.15 


于是原积分 =(\ cos (/, n)dj = ^ /, * n , d 5 


[ cos (/, x ) cos(n , x ) + cos ( Z ,>) co 8( n f >)] d . 


[ 一 cos (/,: r ) cosU , y ) + cos (/ t >) cos(r , x)]ds 


=^ - cos (/ f x)d.y + cos(/,>)dx 

l' • . • 

=^ coc^/foOdj-cosUJdj ： = ! Odxd> = 0. 

证 1 由于方向 / 和曲线 L 给定之后，该积分值就巳被确定，不仅与积 
分方向无关，也与坐标选取无关.为了方便计算，不妨令： r 轴与 I 的方向一 
致，取积分为逆时针，则 

cos(/ , n) = cos(x ， n ) = cos( « ,x) = oos(“ ； y)• 

原积分 = 旁 cos ( f f y ) d 5= ^ 0dxd^ = 0. 

以上 D 表示 L 所围区域.因 L 为封闭曲线用定义亦知 ft dy = 0. 

*7.3.17 计算 Gauss 积分 


GU 9 y)^j L ^A2 d5 , 


其中 r = 为向量 r 的长度，此向置是连结点 A ( x 9 y ) 



和封闭光滑曲线 L 上的动点 MU ， 7 ) 而得的向量 .（ r ， n ) 为向量 r 与曲线上 
Af 点处外法线《所成的夹角. 

提示可考虑坐标平移，把原点平移到 A 点，并写出积分的具体表达 
尤 •• 〆 

解 任意取定一点 （ a ：。， ％),来计算 Gauss 积分在 Cr 。， ％)处的值.将坐 
标原点平移至 （ x 。，％), 即令： 

' = 5 — x 0 ， v= 7f — y 0 , 

贝! 1 r = 7 u + v 2 , A (« r 。， 3 ；。） 到 M ( f ， 7 ) 的向量 

r = AM = (6- x 0 *7->» o ) = («. v ). 

r 上的单位向童 n = ( 

动点 JW 处外法线向量 if 的单位向董 

n ! = ( cos(n 9 x ) y cxys(n 9 y )) 

=(cos(” ， m),cos(” ， t/)). • 

因此 cos ( r ， n)w ㈣ ”， “）+，(”，”)• 

r r . 

如图所示动点处外法向童 n , 切线向貴 I 跟 ii , t ? 方向夹角有如下关系（设 
1 /逆时针）： 


因此 


(”，“）= (r ， v )，（ n , T ；> 与互补（如图 7.3.16), 
cos( n 9 u)ds = cos( t 9 v)ds = dv f 
cos( n 9 v)ds =cos(tc- (r t w))d5 


=-cos(r ,M>ds= 一 d “， 

G ( x 0 ^ 0 )=cf ^ i ± nl ds 

； J t r 

- ^ ucos(n,u) ^vcos(n ,v) j& 

- = r udv ― vdu 
'J u + v z ' 

至此我们看所谓 Gauss 积分，实际上就是例 7.3.11 注 2) 中已讨论过的积分. 
故重复相应讨 论知： 
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图 7.3.16 


图 7.3.17 


G ( x 0 ) ~ 


0 , 

2丌， 


当 L 不包围点 （a*。，：y。） 时 
当 L 包围点 U。，％) 时. 


(原因是 f>= -<> 2 ^,(^ = -^ 7 除（“，1；) = (0,0)外，处处有连续的偏导 

U -r V U + V 


数，且 = g .故 L 内不含点 U,x；) = (0,0)( 即 U。，％)) 时，积分为0;包 

含 U c ,：y。） 吋积分等于循环常数，可用单位圖轻易算出其值为 2 tt 1 2 =2 it ). 

※注（（&，>)在 L 上的情况)这时为反常积分，传统的作法是以 （x。， 
:V。）为中心作半径 r 充分小的圆 g 将反常点挖掉(如图 7.3.17) .计算曲线 L 
剩下部分14上的积分，再令小圆半径 r— 0,取极限.因 L 为光滑曲线，❺部 
越小,越趋向直线段，故小圆被 L 切成两部分，也越来越趋向两个半圆.其中 
与 I/ r 同侧的“半圆”与 I/ r 组成不包围点 （x p ，: y Q ) 的封闭曲线，积分为雩. 
故 C、 7上的积分等于14 7上的积分.而 C。 7上积分趋向于 it. 因此 


u dv - vdu \ 
w z + v / 


即 …= 0^丄… + ••• - 0=>J^ — = k (当 r 0时) 

AL'BCA ALB BCA AL'B ACB 

(工 o ，《 yo ) € L 时， GCtoa )= 力丄 … =ir (其中…： 

☆7.3.18 证明若 《 U,：y) 有二阶连续偏导数，则 

1临) 2 +皞) 2 ]_ 

= - + 丰 K |-^ d 5 


，故 


( 1 ) 
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式中光滑曲线 L 包围着有界区域为沿 L 的外法线的导函数， 

+ &. (延边大学，西安电子科技大学） 

*试由此进而证明.•在 DUL 上的调和函数 《 = «(: r ,： y ) (即^在 D 内 
直到边界 L 上满足 

单值地被它在边界 L 上的败值所确定.（华中师范大学） 


因此 


= f, U ^ C08(?2 * X)dS 


sO $«| D =0) .为此我 
0 于 D . 假设存在某点 


" “ 5^cos(n f >r)d5- fc 

再应用 Green 公式即得式 （1). 、 

证 下证 ••调和函数被其边界值唯一确定 UI ; 

•f ••- . • 

们先用反证法来证明 w |, D = o^(|^) 2 -f (|^) 2 

MeD ，便得[(装) 2+ (每 n ^。 娜 M 为中心在 I )内作一充分小的 

圆域便得 

+(每) ] dxdy > |[( l ?) + (努)、冰>。，与 △«=() 矛 

r • • % , .. 

盾.（参看习题 7.3. 14中的提示）这就证明 了：在 D 内直到边界上 

( I ?) + (§5) =0 ,从而 常败 • 

因此边界上 “=0 ,则内部处处“三0 •故任意二调和函数“与若在边界 
上…=0 )，则在内部处处 u — 被边 

界值唯一确定. 

* *7.3.19 证明平面上的 Green 第 二公式 
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du d V 

^ ^ ds 9 (1) 

u V 

其中 L 为光滑的封内围线是 L 所围的有界区域，&是沿 L 外法线方向 
的方向导数. 

并由此证 明：若 《 = «U,：y) 为调和函数（即 A M =0)S9:- 

i) = (“^T-i nr |^)ds ， ⑵ 

其中 r = V (^- x ) 2 ^( r ,- y ) i mx 9 y )^ L 上动点 （f, 7 ) 的距离 •（iy) € 
D 为任意内点. : ' 

ii) V(u)6 D, 以（: r,：y) 为中心在 D 内的圆周 C r (‘径为 r) 有： 

w(^»>) = 2^7 J r «(f ， 7)ds. (3) 

r 

提示例如设 （1) 式右端的积分为逆时针方向，利用上题方法把右端积 
分化为第二型曲线积分并应用 Green 公式. 

% 

证（只证结论 i) VU 0 ,%)€D 
易 知：当 （^)\卜。，％)时，函数 ：S: 



v = b /- lnVfx-ioV + b -%) 2 为调和函数， 

• %* * • 

(亊实上 + ^ - 7。尸 — （文-文0尸 i + ■^ T[(X — 工 0 ) 2 - 

(:^九) 2 ] = 0)因此，以（：^,;^)为中心，挖去半径为 e >0( 充分小）的圆域 
艮，则在剩下的区域（记作 £),), 对 *4,1； 可应用刚证的 Green 第二公式 （1). 
这时 D, 带有小洞，洞口为圖周 C,,!), 的外边界为 L. 据式 （1) 有： [下面被省 

略的被积表达式为 (《 ^L!：-ln r |^)d5] 

^ ^ • • 

<1)式 fp 厶 u Ain r 

~ I, - Inr 

如此 L , - = fc., u? ^r d5 - '... 

§ c f In r ^ + : ⑷ 
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利用 Green 公式 

h = 


注意在 C , 上 


因此 


c « 


In r ^ds 


=In e ^ ^|^ cos(n , or ) + ^ cos ( n 9 y ) jds 

=ln€ f 


Aiidxd.y = 0. 


ain 




ain 


= f 


^ln 


ds = T | 


ud 5 


(5) 


( 6 ) 


(5)、(6) 代人 (4) 并应用中值定理， 可知： 

去£ ( u ^r + lnr IS) ds = 2k^c Mdj 

= 2^ M ( Q ) i t d5 

= «( Q ) (其中 Q 是 C , 上某一 点〉. 

令 e -*^0 得 w ( Q )-*- u ( x 0 •于是证得 （ i ) 对任意 （* r 。， yc ) 成立. 

嬝后，在 （2) 式中令 L = C r , 注意在 C r ±^p = -^£ In r d ^ds = 

r 

In rj> c ^ds = 0, 便得式 (3). 

r 

7.3.20 试 证:若 /( ti ) 为连续函数，且 C 为逐段光滑的封闭围线，则 
| c /( x 2 + y 2 )(xdx + : yd ： y ) = 0•(湖南大学） 

提示 -y j . fit)At 是 /( J ： 2 + y )(xdx + ydy ) 的原 函数. 

7.3.21 试求 巧 IS / U^lxy^y 2 ) 办 的 原函数 

(x + ^ r ) 

7.3.22 设 f ( x ) ， gU ) 有连续的导函数， 

1>若： y /(* r < y > dr 十对 （• ryjdy 为舍当微分，试求/一 g ! • 

2) 若 / U ) 有原 函数 〆 : r )， 试求 ，• 
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的原函数. 


yf(jcy)dx + xg{xy)Ay 


☆ § 7. 4 曲面积分 Gauss 公式及 Stokes 公式 


导读曲面积分跟曲线积分一样，在实践中有广泛应用，亦属 
考研的重要内容，宜重点关注(包括本书的各类读者）. 

曲面积分与曲线积分，在理论和方法上几乎完全类似,但曲面 
积分更复杂.这里将第一型与第二型曲面积分分开进行讨论. 


一、 第一型曲面积分的计算 


计算第一型曲面积分，通常的方法 包括： a. 利用对 称性； b. 直 
接使用公式（包括用直角坐标公式,或参数方程公 式）； c. 化为第二 
姻曲面积分； d •用 Gauss 公式•这里先讨论 a,b,c,d 留在后面 
讨论. 


a. 利用对称性 


要点跟第一型曲线积分类似，若积分曲面 S 可以分成对称 
的两部分 S = + S 2 ，在对称点上被积函数的绝对值相等，则 

^ J0, 当对称点上 /(P) 取相反的符号， 

*i /(P)dS = l2|/(P)dS, 当对称点上 /(P) 的符号相同. 

所谓 S 的两部分5,与 S 2 对称，可以是关于点对称，也可以是关 


于平面对称. 

例 7 . 4.1 设 /( 幻为奇函数，试求积分 
1 =|/(z)dS; J =|} 2 (z)dS; K =|y/ 2 ( 2 )dS. 


其中 S 为锥面 z 2 = 2xy 位于球面 a ： 2 + jy 2 + ^： 2 = 内的 部分. 

解 作例7.2.15类似的讨论知1 2 =2:^是以原点为顶的双 
叶锥面，对称轴是* r：y 平面上1、3象限的分角线•我们看到 S 关于 
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^ 平面上、下对称，在对称点上 /( 幻的大小相等，符号相反，因此 
积分 ^ = |/^) dS = 0 -又曲面 S 在1、3卦限内的部分，与它在 

7、5卦限内的部分关于原点对称，在对称点上： y /( z ) 的大小相 
等，符号相反，所以积分 



图 7.4.1 


K =| y / 2 ( z)dS = 0. 

除了上、下对称，原点对称之外， S 还关于尸 J ： 平面（前后）对称. 
在对称点上 /“） 大小相等符号相同.因此 

J = 8|'/ 2 ( a ：) dS , 

其中 S , 表示 S 位于第一卦限内夹于} = 0与 ：y = x 之间的 部分. 

b . 利用公式计算第一型曲面积分 
1) 利用直角坐标方程的公式 

要点①选取适当的坐标平面，例如 x ： y 平面,使便于求曲面 
S 的投影区域②写出相应的直角坐标方程，例如 

Siz = z(x 9 y ) 9 (x f y )^ A . 

③求出偏导数，例如 ，代人公式计算二重积分 
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I = JJ/( J? ， 3/,r)dS = ^{x,y,zi.x y y)) \/1 + z} + z^dxdy. 

(A) 

注意这里的关键是第一步，选好恰当的投影（坐标)平面•若 
选取不当会增加计算上的困难. 

例 7.4.2 计算积分 J = |zdS ，其中 S 是曲面 :c 2 + z 2 =2 az 
u>0) 被曲面 z = 所截取的有限部分 • 



图 7.4.2 

解I 曲面 S 关于: yz、《 二坐标平面对称，在对称点上被积 
函数 /(：r,：y,d = 2 大小相等，符号相同.因此积分等于 S 在第一 
卦限里的部分 S, 上积分的 4 倍. " 

在. x 2 + z 2 = 2 az , z = x 1 + y 2 (1) 

中消去 〜可知 在 ary 平面上的投影区域为第一象限轴与 

9 • - 

曲线 2* r 2 + ：y 2 =2 a 所围的区域△.这时曲面方程 

S : z a + \/ a 2 — X 1 •. 

I . • • •• 

• 968 • 





Va 2 - 


，之； =0，\/l + = 


va 2 - 


= 4 (a + v a 2 - x ) 


vv ^ 


dxdy 


z 0 % 

引用极坐标, △= ( r 9 d )\ 0 <^<f >0< r < 1+ 
故 





• \/ a 2 - r 2 cos 2 6 



y^ira 3 . 


解 I 将 S , 向％平面投影，投影区域[从 （1) 式中消去 a ：. 


可知]是 W 平面第一象限夹在 

2 z 2 =2 az ^ y 2 (双曲线）与 z = 2 a 

之间的部分区域的方程为 x = 72 似 - Z 2 . 由此 


= 0, a :' = 


v 2 az ~ 




v 2 az — 


故 


=4 zdS = 


十 


v 2 az - z 


dyd 


= 4 a 


dz 


V 2* 1 -： 


s / 2 az — z 


d.y 


= 4 a£yi^ ( 再令 S 叫 . 

： =y/2xa 3 . _ ’ 

(两种方法比较，本题宜向 W 平面投影，因为所得积分较易计 

算） • 


例 7.4.3 计算积分 J = JJ 丨 z I dS , 

其中 S 为柱体 : r 2 + y 2 ^： ax 被球体 x 2 + ： y 2 + z 2 ^ a 2 截取部分的 
表面 U>o). • 
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解用 Si 表示 S 在第一卦限的部分.用 s „， s 12 分别表示 
S , 的柱面和球面部分.则由对称性知 


= 4 


zdS = 4 


zdS + 4 


zdS , 


球面与柱面的交线方程为 


x 十 ： y = cue , 
x 2 + y 2 z 2 = a 2 9 
消去知 S „ 在 m 上的投影区域为 


^ 1 :0^： z^V a 2 一 ax f 0^ x^a 


S " 的方程为 y = v 似:-: r 2 , 因而 


dS = v 1 + y x + y r z 2 dzdx 


2 Vox - 


dzdx 


zdS = 


2 / 


dzdx 


=dx 


c 


- 2 V 

S 12 在 ^ 平面的投影区域为 


dz = 


^2 ^ ^ v ax - x 2 ,0 ^ j : ^ a . 

S 12 的方程为 2 = %/ a 2 - j 


- y . •从而 


dS = + 2 ： x 2 + z'ydxdy = 




v a 2 - x 1 — 


dxd ^ 


3^ 


从而 zdS = 


：y • 


v a 2 - 


djrdy 


: y 


a [[ d ^ dy = a .|(-|) 2 = |- a 3 . 


总之 J = 4 ^ a 3 +4 吾 fl 3 = 
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例 7.4.4 计算锥面 z = / SU>0,：y >0) 位于球面 * r 2 + 


*2 


: y =:内的部分 S 的面积 • 
提示 S = HdS = ^ 


2 jJ^ + ^ dxdy 

x>O t y^O 


= ^2 J yffd^dy =^ita 2 . 


> 0 .y >0 


向坐标面投影不总是方便的.必要时须作新的坐标系，向新坐 
标面上投影. 

☆例 7.4.5 计算曲面积分 


F ( r ) = 


fix 9 y 9 z)dS 9 


其中 fix 9 y 9 z ) 


1 - x 2 - y 2 - z 2 ,当: r 2 + jy 2 + * 

0， 当？+/ + 之 2 >1. 


(上海交通大学） 

解根据 /(：r ,^, 2 ：) 的定义 

F ( f ) = j|*(l - x 2 - ， 2 - z 2 ) dS , 

其中 S 为 : r + ： y + 被* r 2 +/ + 截取的部分.作坐标旋 

转，令 w = £_^ l ^ •并在 w = 0 的平面上，任意取定二正交轴， 

使 Owtm ; 仍为右手系，并使 x 2 十: y 2 + z 2 = w 2 十 t ; 2 十 u ; 2 • 于是 

F (0 = , |*(1 - m 2 - v 2 - W 2 )dS , 

其中 S , 为 W 被 W 2 + Z ； 2 + W 2 <1 截下的 部分. 它在 m 平面 
上的投影区域为 

4 : W 2 十 t； 2 <l - y ( I t\^/3). 
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= ^(3-^ 2 ) 2 ( UI </3). 

当 UI>V5 时， F ( f )=0 (此时 f ( x 9 y 9 z )=0). 

2) 利用参数方程 的公式 
要点若积分曲面 S 可用参数方程 给出： 
x = x ( u 9 v ) 9 y - y ( u 9 v ) f z - z ( u 9 v ) f ( u 9 v )^ A 9 
(有连续偏导数），则我们可以求出 

A _ d(y 9 z) R = d (z l x) r _3(x 9 y) 

3{u ,x/) 一 dWT^ 9 dTu~v) 9 

或 E = xl + y ] + z ] , G = xl + yj 2 ^ f 

F = x / U x ， v + yWv + 

把曲面积分化为二重 积分： 

s 

= , 1 ；)) y/\A Y -ir B 2 + C 2 dudv ; 
或 j |/( a ：,>», r)dS 


= ,v) ,y(u ,v) ,z(u ,v)) -/EG - F 2 dudv. 

特别，若 S 为球面 ： x = jRsin pcos d 、 y= Rs\n 9 sin 6 9 z — Rcos tp f 
则 

dS = V EG ~~ F 2 d(pdd = R 2 sin <pd<pdd. 

例 7.4.6 计算曲面积分 


dS 


工 2 + «y 2 + (z + a ) 2 
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其中 2 为以原点为中心 , aU>o) 为半径的上半球面 • （南开大学 ) 
解上半球面 

2：x = a sin <pcos d 9 y = a sin <psin d，z = a cos 9 ‘ 




= 2tzu 


z 2 + 2az 
sin <pd<pdd 
2a 2 cos cp -i 


2cos <p 


d<p 


= -2na \/2 十 2cos <p 


= 2na(2-yf2) - 

☆例 7 . 4.7 设 /(x) 连续，证明普阿松公式 
J d^J / (asin cpcos d + 6sin 史 _ 汐十 ccos ^>)sin (pd<p 

= 2n /( kz)dz (k = ya 2 ' + 6 2 + ). (1) 

J -1 ' 

( 南开 大学； 四川 大学； 延边大学 ）. 

解 （ 1) 式左端的积分，即为单位球面 

^S ： f 2 + 7 2+ C 2 = l . , . 

上的曲面积分 > 「 & , 

I = ^/( a6 + 6” + c^)dS ： 

要证明 （ 1) 式，应将 ae+6 7 +cC —^a 2 ^b 2 + c 2 z . 为此令 

y = ^l b r l + 

• ， Va Y +b 2 + c 2 :: 

作坐标 旋转 . 在 M 十十 4 = 0 的平面上取正交轴使 
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Oxyz 成右手系，这时 f 2 十 7 2 + f = 1 变成 :r 2 + ： y 2 + z 2 5 l .或将 
写为柱面坐标， BP: 


a: = V 1 ~ z 2 cos a，：y 


•J 入一 z sin a yZ — z 


(a,z)6 A - I (a ,z) :0<a<27r, - . 

这时 E = x ： 2 ^y： 2 + z： 2 = l-z 2 9 


广一 丄丄 *1 一 

G - x t + y t ^ z K - 


•2 — 


- Z 


¥ = x\x K + y a y\ + = 0 , 


dS 


= J EG - F^da.dz = /J - z 2 〉 - Odadz 


=dadz . 


故 


/ *2« rn 

I d 汐 /(asin 9 cos d + fesin 炉 sin 6 + ccos 9 ))sin tpA(p 
Jo Jo 


I " 


V a 2 + 6 - + c 2 z)xiS 


= JJ/U Va r + b 2 + c 2 )V EG - F 2 dadz 
— J da J f(zVa 2 ^-b 2 ^-c 2 )Az 

t . • ’_• •- • . t ' ,、• 

= 2ttJ 丨 f(kz)dz (k = V a\ +, b 2 + c；). ' 

例 7.4.8 设 /(a :) 在 | ： t| df + b 2 + c 2 (a 2 + 6 2 + d 0) 
t 连续，证明 


TT f [ dx +如 + 

J | [Vx 1 + ：/ + 


cz 


z 


膠 • 

dxdyd 


z 


=-yj ^/( u 4 x a 2 + 6^ + c 2 ) du , 

其中 v 为球域 x 2 + y + 广西大学） 

提示等式左端引用球坐标变换化为累次积分，然后 用上例 
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结果 . 

例 7.4.9 试证 

JJ/( mx + + pz)dS 

其中 m 2 + ” 2 + /) 2 = l,m、”、/) 为常数 •/(/> 在 IH<1 肘为连续 
可微函数， /(-1) = /(1)=0 ，从 =!1^ 表示半径为 

: - i</<i 、 

1, 中心在原点的球面 . （ 东北大学） , 

提示应用普阿松公式，并注意 

r 1 .J 1 r 1 一、， /(-D = /(i) = o 


/( u )du = uf( u ) - f uf (u)du 

-l -i J i 


-J -uf {u)Au , 


从而 


/( u )du ^ M. 


例 7.4.10 试求 


= K 2 ( R >0) 在锥面 W + l ? 


ztan a (0< a < 号 ) 内的面积 . 


提示用球面坐标 ， dS = 



S = J dS = J d 沒 J R 2 sin 平 d<p = 2irR ? (l - 


cos a 


二、第二型曲面积分的计算 


计算第二型曲面积分通果的方 法有; a 利用对 称性； b 刊用公 
式化为二重积分利用 Gauss 公式化为全重积分：这里先讨论 
a) c) 放在下 ^ 段里讨论:; T ! 

在计算第二型曲面积分时，至关重要的是符号规则.就积分 

J f ( x , y , z)dxdy 而言，当曲面的 S + 侧上动点的法线方向与 Z 

轴正向成锐角，则面积元素 dS 在 o ;： y 平面上的投影 dxdy 算 为正; 
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成钝角时算为负•对于积分 U f ( x 9 y 9 z ) dydz 9 ff / U ，3 S 

s + ? 34 " 

z ) dzdx 有类似的 规定: dydihdx 的符号分别按法线与 o : 轴正 
向、: y 轴正向的夹角来 确定. •. ： 

a. 利用对称性 . : 

要点以积分 ][/ U ，> s Z ) cb ： c ^ 为例，若曲面 S 苛’分無对 

s* ... * •• 人 ::i. 、•’ U 

称的两部分&， S 2 (S = & + Si >••弃对.称点上 I / I , W 值相 f 


fdxdy 


fdxdy 


S. 4 S. 


0, 当对称点上 fdxdy 符号相反， 

% 

2jj/d:rd ： y, 当对称_上 fdxdy 的符号相同 


对于积分 fdydzAl fdzdx 有类似的结论 V 


- .t ：ly V 


V * 

例 7.4.11 设 /( o 为奇函数, • s 4： ^ iir + bi vkiii 的 
外侧•.试.利 用对聲 性赛玛或简化积•分 ：， ; 

!) |[ d^rdy ±dydz^dzda : ; ?) / = ^ f(z)^xdy; 

s 4 ’ s + • • 

3) K = JJ xf(z)dxdy; Abl p ； J /(*Majcly; 

: 55 m z yAxd y r ^ 

U 二 U 1 '■、 梦…. l.U ㈣ fvM . * ◊ • V 山 ， 

解 S 关于巧平面上、下对称 （见图 部分外 
法线方向与 Z 轴成锐角 h <_0 部分外法线与嘀轴成钝角 
故 —. .，• dxdy ^ fXz ) Ax ^ y ^.. xf { z)dxAy 
都在上 V 对称点上弇号，因此它 f 门的积分为0.同理，由 S 关于％、 
zx 平面的对称性 V 可知…: r .. < 
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图 7.4.3 


T dydz = JJ dzdx = 0. 所以 i = 7 = K = 0. 
s + s’ 

由于 S 对三个坐标面都有对称性，对称点上 f ( z)dxdy 的大 
小相等符号相同 ，故’ 

f ( z)dxdy = 8 jJ /( z ) dj ： dy , 

其中 S ,+ 是 S + 在第一卦限的部分. 

最后由于 S 还关于原点对称，且 x 、： y 、 z 同时反号时 （x + 2 y + 
3^) f(x + ：y + z ) 不变，而 dxdy 在对称点上反号.故积分 Af = 0. 

b . 用公式化第二型曲面积分为二重积分 
1) 直角坐标公式 



要点以积分 为例,计算的方法是：1)求 


出 S 在 u 平面上的投影区域 2) 写出 S 的方程 Z 
3) 将积分化为二重积分 


(U). 


f{x , y , z)Axdy =±^{ x , y , z{x yy )) dxdy . ( A ) 
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若 s + 的法线与2轴成锐角，取“ + ”号•，若成钝角则取负号；若一 
部分区域上成锐角，另一部分上成钝角，则应分区域积分•对 


fdydz , fdzdx 


有类似公式和法则. 

2) 参数方程的情况 
若 S 可用参数方程表示 

x = x(u 9 v) 9 y = y(u 9 v) 9 z=z(u 9 v) 9 (u 9 v)^:A. 

则应先计算 Jacobi 行列式 

A — d ( y 9 z ) R _ d ( z 9 x ) r _^( x 9 y ) 

3{u y v) 9 d(u f v) 9 d(u f v )* 

然后代人 公式： 


P(x f y 9 z)dydz = ± 


Q(x 9 y 9 z)dzdx = ± 


P(x(u 9 V 

| q ( x(m 


9 v) 9 y(u 9 v),z(u 9 v))Adudv 9 


,v),y(u 9 v),z(u 9 v))Bdudv 9 


(B) 

jj R(x ,y 9 z)dxdy = ±|R(x(u,t;),y(M,7y),2：(w ,v))Cdudv. 

其中“ ± ”这样来取 定：当 S + 的法向量 n 与切向量 1 = (x1, 乂， 
O , r v = (<,/, O 成右手系时取“ + ”，成左手系时取“ - 

这里假设 x ( u f v ) 9 y ( u 9 v ) 9 z ( u 9 tO 有连续偏导数，矩阵 

r / / / ’ 

乙’ ' 的秩为 2. P 、 Q 、 R 连续. 

工 ” ， y V f z v j • 

☆例 7.4.12 设 S + 为 


z - c = V R 2 - (x - a)^ - (y - b ) 2 . 
的上侧.试计算积分 

/ = J x 2 dydz + y 2 dzdx + (x - a)yzdxdy^ 


(1) 


⑵ 
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解 I [利用对称性与公式 （ A )]. 这里 S + 是以点 U ，6, c ) 为 
中心 i ? 为半径的上半球面的外侧（如图 7.4.4). S 关于 x = a 的 
平面前后对称.式 (2) 中的第三项 



图 7.4.4 

(x - a )yzdxdy 

在对称点上大小相等，符号相反.故此项积分 


J (x - a)yzAxdy = 0. 


注意 x 2 在此半球面上，并非前后对称，但 

工 2 = (*r-a) 2 +2a(x-a) + a: 

由于前后对称性，可知 

[(•T 一 a ) 2 + a 1 ] d^dz = 6 


⑶ 


(4) 


⑸ 


x 2 dydz = J 2a(x - a)dydz = Sa^(x - a)dydz 9 (6) 
5 s + s ； 

其中 Sf 是 Y 在的部分•由 （1), Si 的方程可写作 

•r - a = V R 2 - ( y - b ) 2 - (z - c ) 2 • 

S / 在第平面上的投影区域为 
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因此 


A ：(y — b ) 2 ^ {z c) 2 ^ ： R 2 9 z^c 9 y^b. 


x 2 dydz = 8a (x - a)dydz 


= 8a v R 2 - （y - b) 2 — (z - c) dydz 9 

( 因为 S, + 的法线方向与 x 轴成锐角，所 . 以取 “ + ”）•引用极坐标 
y = rcos 0 + b ， z = rsin 9 + c •，则 jl 式为 


x 


dydz = 8ad^J V R 2 . - r 2 rdr = —airi? 3 . 


同理 


4 


y dzdx = -^brcR 


4 


总之积分 J + b)nR 3 • 

解 1 ( 用参数方程的公式 ) 
S : x = a + Rsin <pcos 6 f 

y=b + i?sin f>sin 0, 


z = c 


Rcos (p (0<0<2 冗 ,0<9>< 吾 ) • 


这时 


A = 


一 3(y 9 z )_ 


Kcos ^sin 0 JRsin <pcos d 
— Rsin <p 0 


=jR 2 sin z <pcos.d 

号，因此 


n. 


n 9 ， e) 

r e 成右手系① ( 如图 7.4.5) 公式 (B ) 中取 
x 2 djydz 


①这里 / f 表示的法线方向，气是6囲定 f 增加时的切向置，是 9 固定沒增 
加时的切向最. . ^ . _ 
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类似可得 
故 

解 I % 

代入式 ( i ) 得 


JJ (a + Rsin <pcos 0) 2 R 2 sin <pcos 6d6d<p 




2ai? 3 J T sin 3 fd^J cos 


2 6 dd = janR 3 . 



图 7.4.5 


=y67ri? 3 , 
s + 

I — -y (a + b)itR 3 . 

U 用极坐标，则 

•r = a + rcos d 9 
: y = 6 + rsin 0 y 


z = c^-VR 2 -r 2 ,0<^<2;r,0<r<J?. 

a = ^(yfz) 一 r 2 cos 6 

^ 9 0 }^ ^2 . r i / : 
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4 


id 




/ R 2 - 


T 


= 4-(^ + 6)7tR 3 . 


c. 利用两种曲面积分的关系解题 


要点两种曲面积分有关系 

I Pdydz + Qdzdx + 尺 dxdy 

s+ .' ■、 . 

= j|*(Pcos &■ + tjcos ^ + Rcos y)dS’ 

其中 cos a,cos ^,cos Y 为 S + 的沣 线的方向余弦.利用此关系可将 
两种积分相互转化.特别是用它可将第一型曲面积分化为第二型 


求解. 

例 7.4.13 求 [L 2 cos ydS ，其中 S 为上半球面 :r 2 + / + z 2 

= l ( z > 0 ) 9 y 是球向内的法线与 z 轴的夹角. 

解将第一型曲面积分化为第二型， S + 表示上半球面的下 


侧，这时法线与 z 轴成钝角，元素投影为负，故 


cos ydS 


2 

z dxdj = — 


(1 一 x 2 - _ y 2 )dxdy 


, • • • 

= J 。 d^(l - r 2 )rdr = y . 


三、 Gauss 公式 

Gauss 公式在 R 3 中给出了空间区域 V 上的三重积分与边界 
上的曲面积分的关泵. • . ％ , 

定理 （ Gauss 公式）设 V 为只 3 内有界闭区域（可以为多 
连 通）; 2) V 的边 界是光 滑或分片光滑的曲面 S ;3) P ( x 9 y 9 z ) 9 
QU ，： y , Z )， RU ,3 N Z ) 在 V 内直到边界 S 上连续且有连续的偏 
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导数，则 


(i Pdydz + Qdzdx + Rdxdy 

IT s 外 


或 


= 鮮令 1 !) 一， 

(Pcos a + Qcos + Rcos y)dS 

= M^ + d ^ + d ^) dxdydz - 


( A ) 


( B ) 


其中 S 外表示曲面 S 的外侧（多连通时，洞壁上 V 的外法线，自然 
是指向洞内）， cos a ,cos /3, cos y 是 S 外法线的方向 余弦. 

由 Gauss 公式知 V 的体积 


V = 


dxdydz = dt) xdydz 


ydzdx = 


=if 


|)zdxd 


y 


djydz + ydzdx + zdxdy 


(xcos a + .ycos ^ + 


y)ds. 


Gauss 公式常用于计算封闭曲面上的曲面积分，有时宁可补 
一块平面，把开口曲面变成封闭曲面使用 Gauss 公式.另外，利用 


Gauss 公式还可由函数的某些积分性质导出函数的微分性质. 

a . 利用 Gauss 公式计算曲面积分 * r 

1) 计算第二型曲面积分的例子. 

利用 Gauss 公式将曲面积分化为三重积分，由于求导，被积函 
数常能简化.也省得逐块地计鲜积分. 

/ ☆例 7.4.14 计算曲面积分 


Z == JJ (x + ) 一 z)dydz + [2y + sm(z -f- x)]didx + ? (3z 十 
e :”） dxd ： y , 


> 983 ， 


其中 S ‘ 为曲面 lo : - y +,z I + \ y - z x \ + \ z - x + y \ ^ 1 的外 
表面 .（ 西安电子科技 大‘; 延边大学;武汉大学） .. 

解利用 Gauss 公式， 


/ = j j*(l + 2 + 2»)dxAydiZ ,: 

其中 V 为 S 所包围的 区域： 

| x — jy + 2 | + \ y - z x \ + \ z - x + y\ ^1. 

作旋转变换 ： u = x - y ^ z 9 v = y - z ^ x \ w = z - x ^ y 9 
这时 S 变成： | z /| + | t /| + | w |= l . 

V 是对称的八面体，它在 uvw 的第一卦限的部分是 M + T ； + w = 
1及坐标面 w =0,7； = 0, w = 0 所围的区域 • ’ • . • : • 


- 3 ( 


d(u 9 V 9 1V) d(u 9 V 9 W 


3{ x 9 y 9 z 


-1 




= 6 


= 6 •• 




4 


dtudvdiVD 


• I • 8 • j •了 • 1 = 2i- 

(补一块平面的方法） 

* ☆例 7.4.1 S 计算曲面积分 

j = 『 xdydz -*■ ydzdx -f zdxdy ，: 1 

I 77 W +/ + Z 2 ) 3 , ， 

其中 S + = + 的上側 .（ 西北大学） 

，解用 r 表示以原点为中心， r 为半径的上半球面， r 内表示 
厂的内侧，取 r 充分小使 F 在 S 之内部，记2为 z = 0 平面上 

• r 2 + /> r 2 ,. 
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图 7.4.6 


~ 25 ~ ~ 16~^ 1 

的部分 ，2 t 表示2 的 下侧； V表示 S 与2所围的区域.则原积分 
r = IT idjydz 十 ydzdx 十 zdxdy _ _ ff - (T 

1 ~~ TTT^TrTy ~ = J 一 1.1 


M r 

- 爆― 


-S T 上的积分为 0,因为2 在: yz 及 zx 平面的投影面积为零，且2 
上 z = o . r n 表示半球面 r 的外侧.故最后我们得到 

j _ ^xdydz + ydzdx ^ zdxdy 
一 ¥ ~~ 7(? + y 1 + z 2 7 ~~ 

外 

= xd^dz + ydzdx + zdxdy. 
r n 

记 ou 平面上/+ y<r 2 的部分下侧为巧，这时 

JJ xdydz + ydzdx + zdxdy = 0. 


因而 
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xdydz + ydzdx + zdxdy 


^ * ■ 

= n 


?> Ax 6 iydz = 


7. 3 •了 


= 27 T . 


2) 利用 Gauss 公式计算第一型曲面积分 
☆例 7.4.16’ 试 证：若 S 为封闭的光滑曲面，丨为任意固定 
的已知方向.则 - 


^ cos(n 


，/) dS = 0. 


式中； I 为曲面的外法线 向量； （山东师范 大学； 华中师范大学） 

解设1 = ^,6 〆 ）为/方向的单位向量，11,是外法线的单 
位向童：!!！ = (cos a , COS 卢 ， COS 7), 则 

cos( = 意 =a cos a + bcos 卩 + ccos /. 

应用 Gauss 公式 

發 cos( n , / )dS = ^(acxxs a + Acos ^ + ccos y)dS 


RT/^a ^ db 二 d c 


jdxd.ydx: 


Odt; = 0. 


例 7.4.17 记 r=r (心 0 为分片光滑封闭曲面 S 的球坐标 
方程•试证明 S 所围的有 界区缚 V的体积 

V = '-y^rcos ipdS , 

其中0为曲面 S 在动点的外法线方向与向^所成的 夹角. 

解 r = ( x ,^,2：) 表动点的径向量，则模 

r = V x 2 + y 2 + z 2 ， ^ 


因此 


+ 登 rcos tpdS = +發 (;ccos a + ycos + zcos y)dS 

= Jjj'dxdjydz = V. 

3) 个别奇点的处理 

Gauss 公式要求被积函数 P 、 Q 、 R 在 V + S 上连续，有连续 
的偏导数.不具备这个条件公式可以不成立.但对于个别奇点，我 
们可在奇点的充分小的邻域里,作一个易于计算积分的封闭曲面, 
将奇点挖去. 

* ☆例 7.4.18 计算 Gauss 曲面积分 



其中 S 是光滑封闭曲面，原点不在 S 上， r •是 S 上动点至原点的 
距离 ，（ n ， r ) 是动点处外法线方向 n 与径向童 r 的夹角 .（ 东北师 
范大学） 

解^* =(工,3^^)表示动点（；|：,7, 2 ：)的径向童.则模 

r — VX 1 ^ y 2 + z T 9 n = (cos a ,cos ^,cos y) 

表示 S 在动点的外法线单位向量.则 

cos( „ , r) = f. „ = ^cos a -f f-cos ^ + f cos 7 . 

r 若原点位于 s 之外部区域，则函数 




y 







⑵ 


=I[ 易 ㈤ + 右 ㈤ + A ㈤]—_ 


注意 

d X — d __X_ = y 2 ^ Z 2 - lx 1 = 1 一 3x 2 

J ^r T ~^I7x 2 ^y 2 ^z 2 y Ux 2 +y 2 ^z 2 ) 5 ^ ' 

由轮换对称性 

雄卜雄 K ㈤ 許 。. 

故 I = J|^Odxdjydz = 0. 

2°若原点位于 S 的内部区域.这时 P 、 Q 、 R 在原点处不连 
续，不能直接在 S 的内部区域上应用 Gauss 公式.今以原点为中 
心，以£>0(充分小）为半径，作一球面 r ,, 使得 r f 全位于 s 的内 
部区域.以 V 表示 S 与1\ 之间区域.则 V 内不含原点可以应用 
1°中已得结论.因此原积分 


= rrcos ( n , r) ds 




cos ( n j r ) 


ys 


OdxAydz 


-fT d 


S 


=-^-jTdS = ^Ane 2 = 4 k. 


总之 


0, 当原点位于 s 的外部区域, 
4; r , 当原点位于 S 的内部区域. 
侧 7.4.19 计算曲面积分- 


r _ j^xdydz + ydzdx + zdxdy 

" f ^ "( x 2 + / + z 2 ) 3/2 / 

其中 S 是 V = 1(0：,^： 2 ：) : 丨工|<2,|：^<2,丨1|<2|的界面.（安 
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徽大学） 

提示利用上例方法，可证与单位球面外侧的积分相等. 

* ☆例 7.4.20 设 C 为锥®，它的顶点在原点以 z 的正半 

轴为对称轴，顶角（母线与2轴的夹角）为.假设 S 

是包含 ic 内部区域的一个曲面 . S 的边界是 C 上的一奪汝有重 
点的闭曲线.从原点出发的任何一条射线和平行于 z 轴的任何一 
条直线跟 S 至多交于一点.又假设 S 有连续的法线单位向量，正 
方向指向圆锥的内部被 S 分割出来的无界区域.用 r 表示从原点 

到 S 上的动点的距离.试分下列两种情况计算积分 J A Ids. 

r s 是以原点为中心的球面的一部分. 

2° s 是满足上述假设的任意曲面 .（ 度门大学） 

解 r 因 s 是以原点为中心的球面（记半径为故 s 

的外法线方向与径向量 r 一致，因此 .、• 

a 1 — 3 1 一 1 

斤7 = 577 一 7. 

|^7 ds= -|^ ds= -F| ds 

= 2 n(cos a 一1)..(见例7.4.10.) 

2 # [分析:此时 S 为任意曲®,1•中的方法 B 无能为力•但 S 
与锥面 C 构成了封.闭曲面，可考虑用 Gauss 公式. 不过原 点为奇 
点，因此应用一充分小的球面将原点挖去•如此 •/] 以原点为中心, 
以充分小的 e >0 为半径，作一小球面，使之与 S 无交点.小球面 
夹在锥内的部分记之为 S , •锥面 C 上夹在 S 与 S . 之间的部分记 

曹 •• » 

为 r, 曲面 s 、 s,、r 所围的区域记为 v. 于是 • 

~J)^T ds : , ⑴ 



注意到 


r989 * 




d 

3 n 


= — cost n\ 

OX 


d— d— 

* 3 — cos ( w , y ) + 了二 eos(n , Z ) i 




对 （ 1 ) 式右端第一个轵分应用 Gauss 公式 

if ^T dS = I(^T + ^ 


| 说 


7 + a7 T + a? 


\dxdydiZ 


= I0dxdydz* = 0. 


l ： (2) 


又因锥面上法线方向与径向垂直 

个积分 .. ..、 


0 ,因此< 1 >式右端第二 


一 idS 


JJodS 


⑶ 


最后，由于 S , 是以原点为中心的球面，符合 1 °中的条件，不过 S , 
的法线方向指向原点（对 V 而言是朝外）：由此 （ 1 ) 式右端的第三 
个积分可用 r 中的结果（反号） ^ 「 


— dS = — 2tt(cos a - 1 ). 


⑷ 


将(2)、(3)、(4)代人 （1), 得 


—dS = 27t(cos a - 1). 

b . 从积分性质导出微分性质 P, ' 

要点（与线积分类似）利用 Gauss 公式，积分中值定理，设及 
曲面无限收缩（收缩至一 #) 取极限的方法，可由函数的某些积分 
性质导出它的微分栓质.'这种方法在物理上有重大应用. 

☆^^7-4.21 设 V 是三维空间的区域，其内任何封闭曲面 
都可不通过 V 外的点连续收缩至一点.又设函数 P ( Xy y 9Z ) 9 

V 上有连续偏导数 .S 表示 V 内任一 
不自交的光滑封闭曲面 . 11 是 S 的外法线，试证明 :任意 S 恒有 
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_Pcos(n 9 x) + Qcos(n ， 3 ；) + Rcos(n 9 z)]dS = 0 



的充要条件是 || +g+ = 0 在 V 内处处成立•（四川师范大 

学） . 

证充分性由 Gauss# 式直接可得.这里只证明必要性.应用 
Gai^s 公式与积分中值定理，（记 S 所包围的区域和体积为V/) 

0 = (ffi [ Pcos( n , x) + Qcos(if,y) + Rcos(n 9 z)]dS 



dP 9Q ^ dR 

这里…是 W 内某一点. 

设 M 0 e V为任意给定的点，今以 m q 为中心、以 £>0( 充分 
小）为半径，作球面，使厂在V内•令 S = n 应用式（1)，知球 
内存在一点 m 使得 夂’ •. 




(装 + 势 0 M =a ， p (M ” M)<e . 

令 e— 0取极限，得 

: ㈣价。' ⑵ 

由 M。 的任意性，•知式 (2) 在V内处处成立. 

注用反证法更省事，请读者自己证明.（可参看例 7.3.17 之 
证明） 


例 7.4.22 设函数 PU, ； y,z),Q(u, 之）及 /?(x, ： y, 之）在 
R 3 中有一阶连续偏导数•对于任意 r>0, 任意点（工。，％,2 0 )€ 


R 3 , 半球面 S：z = z 0 + V r 2 - (x - x 0 ) 2 - (y - y Q ) 2 上的积分 



+ Qdzdx—+ Rdxdy = 0 . 


• 991 • 



试证: 


|^ + @ = 0， R =0 在 R 3 内处处 成立. 

ox oy ' : . 

提示参考例 7.3.18. • 1 

例 7.4.23 函数在区域 V 内有直到二阶的 
连续偏导数,试证： v 内任何封闭光滑曲面 s 上的积分 r, 

du 


dn 


dS = 0 


的充要条件是 u 为 V 内的调和函数 

d 2 u . d 2 u • d 2 u 


即 V 内恒有 
提示因 


W at 


= 0 


= ^cos( n ,x) + |^cos( w ， y) + ^cos( n 9 z) y 


3 n 


故充分性直接可由 Gauss 公式得到，必要性用反证法可得. 


四、 Stokes 公式 


Stokes 公式建立了空间曲面积分与其边界上的曲线积分的关 
系. 

定理 （ Stokes 公式 ）1) 设 S 是 R 3 屮的分片光滑曲面 ,2) 设 S 
的边界是有限条封闭逐段光滑曲线 L ,3) 设函数 P 、 Q 、 R 是在曲 
面 S 及其附近有定义，在 S 直到 L 上有连续的偏导数，则 


f Pdx + Qdy 4 - Rdz 
J L4 


d 


dx 
P 

dydz 

d_ 

dx 

P 


COS ^ 

9 

Q 

dzdx 

d 

Q 


cos: y 
d 

di 

R 

dxd^ 

d 

R 


dS 


(A) 


992 



其中 S + 与 L + 呈右手关系（即站在 S + 的法线上看1/为逆时针 
方向 ）， cos a ,cos #，cos Y 为 S ’ 的法线方向 余弦. （ A ) 式中的行列 
式约定按第一行展开. 

利用 Stokes 公式，可得到空间曲线积分与路径无关的充要条 

件： •: 

定理设 V 是空间按曲线连通的区域（即 V 内任一封闭曲 
线，都能在此曲线上张一光滑曲面,使之完全位于 V 内）， P 、 Q、R 
为 V 内有连续偏导数的函数，则以下四条件 等价： 

1) \/从。，从 1 €^,从从。至从 1 的线积分 

r M , 

i Pdx + Qdy + Rdz 
Jm 0 

只与 M 0 , Af 1 有关，与路径无关. 

2) V 内任何闭路 L 上的积分 

OPdx + Qdy + Rdz = 0. 

3) V 内处处有 

5Q = ^P 3R_ = 3Q 3P = aK 

Sy 9 dy dz 9 d z 3 x 

4) 存在函数 l /( x ,： y , z )， 使得 

dt /= Pdx + Qdy + Rdz . k - 

(1/ 称为 Pdx + Qdy + Rdz 的原函数，这时 Pdx 十 Qdy + Rdz 
称为恰当微分）. （ 

下面利用这些结论来计算空间曲线积分. 

☆例 7.4.24 计算线积分 

J = f xdy - ydx , 

' t 4 « 

其中 l + 为上半球面: c 2 + y + z 2 〒 iu > o ) 与柱面 o ： 2 + y = x 
的交线•从2轴正向往下看， L 正向取反时针 方向. 

解 I (把球面位于柱内的部分看成是 L 上所张的曲面，用 
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图 7.4.7 


Stokes 公式） 

用 S + 表示上半球面在柱面 


y 


[ 即 (X- 


2 


y = 


(士 


内的部分之上侧.则 S + 与成右手关系. 


dxdy = 



dxdy 


卜膨右(”） 

. . s’ 

- 2 - dxd^ = 2 • 兀 ( 士 ) = y- 

解 I . [将柱面夹在上半球面与 ： T ： V 平面之间的部分（记为 
r ), 以及办平面位宁柱面内的部分(记为 zo 看成是曲线 l 上所 
张的分片光滑曲面] 


xdy - ydx = 




: ㈣ ”): 


dxdy. 


注意 r 在: r ： y 平面的投影面积为零，因此 r 上积分为零.△上的法 
线朝上(与 L + 成右手关系）.因此 . 


1 = 2|*d:d：y = 2jt|yJ = 号 . 

解 I • (不用 Stokes 公式，直接引用参数方 程化为 定积分）. 
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L f ix = 4r^ 4* cos = ysin 0 9 z = —V 1 - 


2 r 2' 
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=()xdy - ydx = [(士 


2 


d 


H 


6 + 會 sin- 


dd 


dd 


=J"。{cos _ + 封 

例 7.4.25 设 C 为光滑曲面 S 的边界，求 证: 

j f ^ dx + fd d^ dy + f ^ dz 


= T 2n = T - 


d^c 

d _s_ 

dx 


u . 

3 y 

d _g 

d y 


9 d 


y 


ds . 


cos a cos p cc 
其中 /, g 是有二阶连续偏导数的函数 ， cos a , cos ^, cosy 为 S 上 
单位法向量的方向余弦 （ C 的方向与 S 的法线方向成右手关 系）. 
(同济大学） 

例 7.4.26 计算曲线积分 

♦ (x 2 一 yz)dx + (y 2 - xz)dy + (z 2 - xy)dz 9 

其中广是从点 A ( M ,0) 至 B ( l ,0,2) 的光滑曲线. 

解（利用积分与路径无关）.这里 

P = yz 9 Q — y 2 — j:z 9 R = z 2 — xy 

满足积分与路径无关的条件 

d Q 一吓 一 dR _ 9 Q _ dP 9 R 
石一 5 = 1 , 石 =^ = _ X ，石 = G = 

积分与路径无关，取 M 作为积分路径，故 , 


y 


= z 2 dz = 


8 

T - 


(因为 AB 上： c=l,：y 三 0 , 因此 dx=d^= 0 ). 
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7.5 


/ ^ a 


曲面积分的计算. 
7-.4.1 计算 / = 


: y 2 )dS, 其中 S 是 a 平面上方的抛物面 


= 2 -( 


提示 


).( 上海师范大学） 




(x 2 + > 2 )•%/ 1 + 4( x 2 + y 2 )dxd>» 


= 2x J r 3 >/ 1 + 4r 2 dr 

☆7.4.2 已知椭圆抛物面 

x 2 +2y 2 f I 2 ：z = 2(x 2 +3y 2 ). 

计算2,被 為 截下部分的曲面面积 .（ 华东师范大学 )< g > 

提不 =>dS = \/ 1 + ^ + z 2 y dxdy = >/ 1 ^ 4x 2 + I6y 2 dxdy 

2 丨、 ：^之方程联立消去 ^-> x 2 +4/=1. 


再提示 S = dS = 


+ 4j* + 16>» 2 dxdy 



图 7.4.8 
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图 7.4.9 



令 x = rcos d 9 y = ^ - rsin 0 ，则 J = 


6 - 


rsin 


»in 6 


了 sin c ? ~2 


rcos d 


T - 




r/T 

Jo 


+ 4r 2 dr= K 


12 


☆7.4.3 计箅 J = JjmdS , 其中 fl = \ xy , - jc 2 , x +"z i S 为平面 2 x 

+ r = 6 包含在第一卦限的部分， n 是 S 的单位法向童.（南京化工 学院〉 
提示 F = 2x + 2^ + ^ - 6 = 0 f (F\ f F\ ) = (2,2, 1), n 

(T , T , T) ,a '" = T x ： y_ T ,:r2 + T^ X + • 


再提示 z = 6 - 2 x - 2 y 9 ^ 1 + z \ + z \ =3. / 

*. • •籲* • 

- y^ 2 + y(x ， t6-^x-2>) 



3 drd：y = ^ 


(该积分表示流场 d 穿过曲面名的“通置”. 


☆7.4.4 试求曲面积分 F(r) = 


- oo < r < + «>) 之值，其中 


fix 9 y 9 z)dS 


2 .2 


/ u „„) H x2+ " 2 ^ 若 （山东大学） 

.0， 若 〆 7: 2 +， 2 .. •: 

提示用柱面坐标. 

/\0当且仅当(即 z 2 >r 2 =x 2 +y 2 ).. 

再提示: r 2 W = Z 2 上只有/” 2 <芬(球猙)部位/气❶. 
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= -i-(8-5V2)jt^ 4 . 

7.4.5 计算 / = I (：1：夕 + >^ + 20：)(15,其中5是曲面2： = V x 1 + y 2 被曲 

面 x 2 + y = 2x 所割下的部分.（南京化工 学院〉 • 

提示曲面 S. 及被积函数: r：y + ：yr 关于 :r* 平面对称，对称点上 xy + % 
的大小相等,符号相反积分为零. 



再提示 1 = = 

= 272|J ddr 3 ^ ddr=^/2. 

*7.4.6 设曲面 S 的极坐标方 程为： r=r*( f ， 幻[(心幻 e 4], 以 Rd) 
有连续的偏导数.试证 S 的面积 

s= jVE rJ+ (^) 2 ] sin ^ + (l ^) 2 rd 疼 

并由此计算曲面 （x 2 + y + z 2 ) 2 =2 a 2 au>o) 的 面积. 

提示引人球坐标写出 S 的参数方程，然后利用例 7.4.6 和例 7.4.7 
(及相关“要点”）中的方法. 


I 




y 


•72dxd 


y 
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x = r(<p , d)sin <pco& 6 ， 

再提示 < ： y= r(9,0)sin psin 0, (f A. 由此可算得 : 

z = r(<p t d)cos d 9 



因此 


图 7.4.11 

E = x ^ + y2 + ^2 =/ 2 +r 2 -'I 

G- x\^ y\ + z \ = r \ ■♦- r 2 sin 2 f . 

F = x^e + y + z\z\ = r\r 9 • 

V EG - F 2 = r$ \ + r 2 sin 2 tp + r /2 f sin 6 * r 

因此 S = JdS 紅 |V 反 

=j|* ^ trf + )sin 2 <p ^ r \ • rd^dd. 

又 (x 2 + > 2 + z 2 ) 2 —2a 2 xy=>r = asin (p V sin 26=> 

r \ = a 2 cos 2 psih 20^r\ = a 2 sin 2 f ^ 

代人上式得 S = 4 a 2 J ^ 66 J T sin 2 xpAtp ^^ i ^ j * - ;’• 、 

^*7.4.7 1) 证 明:丰 轴长分别为 a \ b , c 的椭球，表面积 S 可以表示 


S= I /frV^ + cV 7 2 +a 2 6 2 f 2 dS, 

其中积分沿单位球面 & :$ 2 + 7 2 + {： 2 = 1 的外侧 进行 . 

2) 利用 Cauchy 不等式 


( 1 ) 
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证明 ff (6 cf 2 十叫 2 十 OdS， 并证明不等式右端的积分值为誓 （& 


ab). 


3) 已知椭球体积为孕咖,求证椭球的表 ffi 枳不小于同样体积的球的表 


面积 


搛示 1) 椭球面积 S = 利用椭硪参数方程可化为 O<9><Tr,O<0 


< 2tt 上的二重积分，进而可化为单位球面上的曲面积分. 

2) 对 （ bc $. $ + carj * rj + •() 应用 Cauchy 不等式 • 

3) 利用 ii ) 中的结果. 

再提示 l)x = asin pcos < p 9 y - 6sin < ps\n d f z = ccos < p . 

由此 * .' 

E = x \ + y\ + z \ = a 2 cos 2 <pcos 2 d + b 2 cos 2 ^sin 2 5 + c 2 sin 2 95, 

G = x j + y \ + = a 2 sin psin 2 6 + 6 2 sin 2 q>cos 2 6 9 

F = x'x’tf + y 9 y e + = _ a 2 sin <pcos tpsm 9co& 0 

•+ 6 ? sin 乎 cos 少 sin dcos 0 9 • 

EG — F 2 = a 2 b 2 sin 2 900s 2 9 + a 2 c - sin 4 9sin 2 d 七 b 2 c 2 sin 4 < pco & 6 

=(a 2 b 2 cos 2 <p + a 2 c 2 sin 2 炉 sin 2 6 2 c 2 sin 2 9 cos 2 5)sin 2 9 . (3) 
由此式可得两个结论 ：首先 ，当 a = 6 = c = 1 时_这时椭球变成单位球 S ,: 
f + 7 2 + < 2 = 1;(3)式成为 ‘ 

EG 一 F 2 = ( co «? <p sin 2 爷 sin 2 + sin 2 9cos 2 d ) s\n <p 
= ( f 2 + 17 2 + f 2 ) sin 2 9 = sin 2 < p . 

因此单位球面第一型曲面积分#如下公式 ' ‘‘ 

、 ^JJ /(sin y>cos 儿 sin 乎 sin cos p〉_n < p ^ fA 6 (4) 

其次，由 （3) 得椭球面积(胃记 4 ： O <^. O <0<27 t ) 


S = J dS = I * ^ EG - I^dtpde 


(3) 式 


a 2 b 2 cos <p + a c sin 2 ^sin 0 + b 2 c sin 2 <pcos dsin <pd<pdd 
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⑷式 


+i 2 孑 fds.a) 式获证 


2) 利用 Cauchy 不等式(见§ 4.4 的定理 1) 
[T ( be 每 2 + caff + ab ^ )dS 


< J" VibcO 1 + (car ,) 2 + (ab^^ V ^ + ij 2 + ?dS 




注意 jj ab^ 2 dS = abS JJ cos 2 psin < pd<pdO = Sab • - j - | T cos 2 psin <pd<p 


=^abn 


轮换对称，故 




jj * ( Acf 2 十 car / 2 + ab ^ 1 )dS = -|-3 r ( be + ca + ab )• 

3) 椭球 ¥ + # + 当 a 、6、c>0 任意变动，但使 fl 6c = /? 3 , 则这时 

椭球体体积始终等于•利用 ii) 所得的不等式 ，知： 


椭球面积 S (6c$ 2 + cfl 7 2 + a6C 2 )dS = y7i(6c + ca + fl6) 

令 a = 6=.c = 尺时 , 

— - =4 ttJ ? 2 (同体积的圆球面积）. 

*7.4.8 . 设 S 为楠球面，^表示从椭球中心到与椭球表面元素 d s 相 
切的平面之间的距离，试计算 积分： 


1) / = 


|pdS 


K 长沙铁道学院） 


2) K=|"i-dS. 

提示关键在于求出 P 的表达式•为此可通过椭球方程写出切面方程 
的法式，以 (0,0,0) 点代入求 p. 或如图 7.4. 12利用几何关系 
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图 7.4.12 
p- rcos a , 

其中 r= (1,3；，2：)为动点的向径，/1是 （ j :，？，：?：） 处的外法向貴， a = (it，r) 是 
r 与/!的夹角. 

解¥ + 系 + € = 1 上点处的切平面为 

xX yY , zZ _ t 
7 W=i. 

其中 （x，y,z) 为切平面上的流动点.方程的法式为 

q{x, y ， z ) 三 一 p ^^A^d 二二二 4 =o - 

■ 


于是 (0,0,0) 到切平面的 距离: 
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(利用 （*) 式) 




故积分 /=|dS = 2 


(用广义极坐标） 

= 2 . J > J : 7^ rdr=4 如. 



类似有 

另解作4 + ^ + 4 - 1 = 0,法向量 n : 

+ n = +(0’,)= (^•，^ ■，芳 )， 

(^. y z \ « 

n 上的单位向… L 7 
r 上的单位向量，因此 

V x 2 + V 2 + Z 2 



于是 


|^ S= |^ 


dxdy 

cos(ti y z) 一 


I ^-dxdy = 4 艽 abc 

( 其中 D 是^妥 <1 的 #| 圓区 域). 


9 计算第二型曲面积分 JJ + / )办心，为以坐标原点为 



中心的单位球面的外侧 .（ 武汉大学) 


( T 5 n} 


提示 1 = 2 [ V 1 - ( y 2 + z 2 )( y 2 + z 2 )dydz 

s ^>° 

'■ r2« rl _ 

(令 : y = rcos 沒 ， z = rsin 夕） = 2 dd v 1 ~~ r 2 r 3 dr 
☆7.4.10 计算第二型曲面积分 


[f(: ， y ， z) + x]dydz + [zf(x ,y f z)]dzdx 
+ [/(i ， 3» ， 2) + z]dxdy 9 

其中 /( UJ ) 为连续函数, S 为平面 1-7 +z = l 在第四卦限上侧 .( 期北大学) 
提示先转化为第一型曲面积分. 

、解 F 三 1-：^+:-1,(广：，广，0(1, — 1，1) 


(cos a ,cos 卢 ， cos y ) 


( 75 ^ 75 ^) 





Gauss 公式的应用 

7 . 4.11 计算第二型曲面积分 / =| x 2 d^dz + ydzda : + z 2 drdy ， 其中 

4 ' 

I 为球面 

(x - a ) 2 ( y - b ) 2 + ( z - c ) 2 = /? 2 

的 外侧. （南幵大学） （|( fl + 6 + ^>^ 3 > 


提示 1 = 2 


)dv 


夏 u +，+ 

冉令 x =^ a , y = rj + b , z = : ^ c 并用对 称性. 
7.4.12 计算如下曲面积分 •. 

i) / = jT^dj-d^y + zxdydz + xydzdx 




其中 S 是圆柱面* 2 ： 2 + 3 ^ 2 = 1内，三个坐标平面及旋转抛物面 Z = 2 - x 2 - y 2 


所围立体在第一卦限部分的外侧面 .（ 南京大学） 
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艽》 


ii ) K = \\ y 2 zdxdy + xzdydz + :r 2 yda:cU ， 其中 2 是 z = x 2 + y 2 ，* r 2 + ：y 


=1 和坐标面在第一卦限所围成曲外侧 .（ 哈尔滨工业大学） 


< 如 > 



☆7.4.13 计算如下曲面积分 
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其中 S 是椭球面 $ + # + # = 1 的上半部分 U>0)，A、/i、7 是 s 的外法线 

方向余弦. ( 南京大学） i ^- abc 1 (士 + 士 + 長)》 

ii) K = 2 yzdydz + xy 2 zdxdz + xyz 2 dxdy , 

其中 S 是顶点为 A(0,0,2),B(1,0,0>,C(0,1,0>,D(-1,0,0)，£(0,-1, 
0) 的棱锥面上侧（即三角形 ABC.ACD.ADE.AEB 的上侧，如图 7.4.17). 
(中山大学） (0> 

iii) L =|[/(^)-25^]dydr + 

. h(xy) ~mo-J dj:dy 


其中 2 是球面:^ + / + ^=25的内侧，/, /? ,/1是连续可微函数 .（华 中理工 
大学） <1> 

iv ) M = JzcLrd^y + ^ d^dx + xdydz , 

其中2 为 圆柱面 : r 2 +： y 2 = l , 被 z = 0 ,z = 3 截的部分外侧 .( 北京航空航天 
大学） 《6兀》 


提示（参看例 7.4.15) 先补一块（或几块）平面块将积分曲面封口，变 
成封闭曲面.然后应用 Gauss 公式化为三重积分来计算.注意别忘了要减去 
、补块上的积分 ., 


再提示 


0 (如图 7.4.16) 补上 z = 0 平面在椭球内的部分 S。: 
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注意 S 。 上 ， z = 0 , 被积函数为零，故 IT …= 0 •最后的三重积分可令工= 


arsin pcos 0 9 y = brsin 9sin 0,z - 


f 化为 


• XM : (去+去 +f )* 2 r 3 cos psin <pdr 

ii ) (如图 7 . 4 . 17 )补上*^平面上 111 + bl ^ l 的部分(记作 △) ，则 

參 % 

K = J — = ^ - ||* …，… = 0 ， 


K = 6 \\\xyzdV 


对称性 


iii ) 内侧上的第二型曲面积分，应用 Gauss 公式时，记住要反号•化为 2 


内 V 域 积分: 


L = 2550^1 


(J* 2 + > 2 + 2： 2 )d V 


8 

2500^ 


u t 5 • 

j* T AO J T df j ^ r 4 sin <pdr - 1 . 


注本题被积函数中含有未知函数，用 dauss 公式后，未知函数被消去， 
充分体现了 Gauss 公式的 优越性 .这是本題的特色. • 

iv ) 2 是无底、无盖的圆柱面段 .（ 本題需补上两块）. 


t ' t' 




M = 


參鲁参 •mm 
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= 4 H . 


齐次函数，利用齐次函数特征性质 

3H 丄 9H ^ 3H 

计算曲面积分是中心位于原点的单位球 .（ 西安冶金建筑 

学院） * 

参考答案 

i ) 假设是以 z 轴作中轴的有界旋转体被 z = 0 平面切下的上半部分， 
n 的体积为 V ，边界光滑或分片光滑（记为 s , s 4 表示外侧），试证： 

V = ^ x 2 yz z dydz - z 1 Azdx + z(l + xyz)dxdy 
s * 

ii ) 设 fU ， y,z ) 为 7 I (>1) 次齐次 函数: 

V f € R 有 /(tz 9 ty 9 tz) - t n /(x,y 9 z) 9 
(V(x 9 y 9 z)eR 3 ). 

试 证：若 / 有连续二阶偏导数，对任意球面 S 有 

JV (:，: y ， z)ds = 0 ， 

则 A /=0 ( B P + 0 + 0 = 0)( V ( x , y ,^)€ R 3 ). 

证 i) 应用 Gauss 公式 


⑴ 


⑵ 


(3) 


' 2 yz 2 dydz ~ xy z z 2 dzdx + z(l + xyz)dxdy 

(l + 2 x^)dV= |[dV + 2 |[^dV= V. 

(由对称性知^ :_yzdV = 0). 

ii ) 在 （1) 式中，两边同財对 f 求导，然后令 z = l 得 X f x + y / y + z f % 

= «/U，;y,z) •故由式 （2):0 = |/(x,>r^)dS = + zf t ) 

dS. 注意到 S 为球面，若用 R 表示 S 的半径，则 V(x,;y ， z )es 处，外法线 
的方向 余弦： 

(cos a,cos ^,cos 7)=( 音，音，音） 
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=(/ x -cos a + /Vcos /9+/,*cos y)dS 

«^4|(/^ yw』v 


|jdv ( at 为 v 内某点） 

= }(,xr + /^ + ,»)〆 •如 r3 

々 （Zxr +/ w +/«) m # =0. 

VMsU . hdGR 3 , 以 iW 为中心，以 R 为半径作球面 S , 利用上面的 
推理，及/„、/^、/'„的连续性，令 R —0 知 iVT - M , 从而4/=0时 M 成 
立.（3> 式获证. 

注以上题目进一步凸现了 Gauss 公式的意义和作用.学习为了创造， 
永不满足. 

*7.4.16 设 V 为光滑曲面 S 所围的有界区域 u 在 V + S 上有直 
到二阶连续偏导数 .记 〜 g + 表示 S 外法线方向， 试证： 

+ | w y^ As 

并由此证明，若 《在7 内为调和函数 （4« = 0 于 V 内），则《被它在边界 S 
上的值唯一 确定. 

提示参看上节练习 7.3. 18题及其提示、再提示. 

*7.4.17 证明空间第二 Green 公式： 



Av 


dxd^dz = 



3 n 


^ dS, 


式中 V 为曲面 S 所围的区域， n 是曲面 S 的外法线向貴，函数 u ^ u ( x 9 y , 
2 ), t ;= V U ,： y , Z ) 为 V + S 上可微分两次的函数. 
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进而证明，若 M = U (: T ， y , 幻为 V 内之调和函数，则：1) u ( x 9 y 9 z ) = 

^| j " u cos (二 ’”） + 4 g jds , 其中 r = ■/( g - + ( i ? - y) 2 + (卜 z ) 4 , 

( a :, y 9 z )^ V 为内点 . n 为 S 在 （ f , 7 , $0 点的外法线单位向量. 

2) VU, ： y,z)€ V, 及 V 内以 （ x, ： y,z) 为中心，/?为半径的任意球面 

S ， 有 


y 


4 ttR 


t i/(f • 7, ？ )dS. 


提示可参看上节练习 7.3.19 及其提示与再提示. 

7.4.18 设 S 为光滑或分片光滑的封闭曲面， P 、 Q 、 i ? 在 S 所包围的区 
域 V 内（直到边界）连续，有连续的偏导数，证明 


dS = 0, 


其中 cos a,cos ^,cos 7 为 S 的法线向置的方向余弦. 


提示左| 


Gauss 




)UV 


= 0 


Stokes 公式的应用 
☆7.4.19 试计算积分 

1 - ^ (z- y)dx + (x- z)dy+ (y- x)dz y 

其中 1/ 是从 A ( a ,0,0) 经 B (0， a ，0〉 到 C (0,0, a ) 回到 A U ,0,0) 的三角 

形. ’ 

• 解 I 2♦表示 △ABC 所围平面块之上侧，則 

dydz dzdx dxdy 

d_. . d_ d 
dy d z 

z-y x-z y-x 
= 2 J dydz + dzdx + dxd.y 


cosih 及 
fl- 

cosa^Q 
cosai_aorp 
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图 7.4.19 


解 B 2 : /^三1 + 7+ 2 -^ = 0,(尸、，广，，广，）=(1,1，1).因此法线方 
向余弦 (cos (?， cos /?， COS y ) = ^ ^ ) 

cos a cos P co § 7 

/= J h h k d s=3.||d S 

z-y x-z y-x 
^3'^ Saabt =3 a 2 • 

7.4.20 计算积分 

1 - ^ (y 2 ^ z 2 )dx + {x 2 + z 2 )dy + (j- 2 ■♦- y 2 )dz f 
l / 

其中 L 是曲面 j ： 2 +/ + z 2 =4 x 与 x 2 + ： y 2 =2: r 的交线的部分，积分方 
向从原点进人第一卦限 .（ 淸华大学） 

提示用 Stokes 转化为第一型曲面积分，并用对称性. 

解如图 7.4.20 ,S 表示大球面上方 L 所围的部分(上侧） ，即： S : F^U 
一 2) 2 + jy 2 + 2： 2 — 4 = 0 

法向量 (: r-2, ： y, 之 ), 
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图 7.4.20 


单位法向董 /I, = (cos a ,cos /3,cos y) = ^ ^ 9 ~Y 9 t) 

^ i . T 
/ = -J f 4 - " ds 

y 2 + z 2 z 2 + x 2 x 1 + y 2 

= ~ j[ ^)(x-2)+ ( z -x)^+(x-3f)zdS 

s n 

*=2 J[ (: y - z)dS * 


对称性 


J- 


zdS = - 


z*—dxdy 




= '4-7 T 


另解（利用对称性、极坐标化为定积分）因曲线 L 关于 Qrz 平面对称 
且在对称点上被积函数的值相等，而 d:r 的符号相反，故 

j (: v 2+ z 2 ) cb ： = 0, 类似地丰（1 2 +之 2 )七= 0•因此有 


J= j)-U 2 + X 2 )d ： y, 

L* 

但乙上 x 2 + y =2ar,r = 2cos 0 9 x = 2cos 2 0 i z 2 = K 2x = 4cos 2 


Q，z = 2cos d;y 2 
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= 2:r — :r 2 =4cos 2 5sin 2 0，：y = 2sin dcos 0 •故 J = 一 [了 蕙 [ (4cos 2 汐 + 4cosD • 

J 'T 


2( cos 2 d - sin 2 d)]dd = ~ in . 

☆7.4.21 计算积分 乂 ' 

+ zdy + J：cl 冢， 

其中为圆周 x 2 + ^ + 2： 2 = fl 2 , fl >0,: r +： y + z = 0, 从 z 轴 + ⑺处看为逆 
时针方向. 




提示可用 Stokes 公式化为第一（或第二）型的曲面积分，也可用参数式 
化为定积分. 

解 I 如图 7.4.21, 2♦表示 L 所围的平面圆块（上 侧〉. 


dydz dzdx dxdy 

a 

5x By dz 
y z x 

=JJ" 一 dydz - dzdx - dxdy 

轮换对称性 


-3 


jj dxd>= - 3 J*dxdy 


其中厶 是 2 + 在： r：y 平面的投 餡区域 u 2 + / ++ •令 ： r = 
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7.4.22 设 L 是平面: rcos fl + ^cos J3+ zcos y - p = 0 上的逐 S 光滑的 


封闭曲线， L 所围的面积为 S, (cos a,cos 卢, cos y) 是平面法线的方向余弦, 
L + 与法线成右手关系.试计算积分 


提示 



应用 Stokes 公式后 


dy dz 

cos p cos y 

y z 



/ = 2jj (cos 2 a + cos 2 # + cos 2 y)dS = 2S. 

(单位法向童的数积 cos 2 a 十 cos 2 /? + cos 2 /= n, -u, = 1). 

☆7.4.23 设 L 为空间某封闭光滑曲线， P、Q、 只为空间的具有一阶连 
续偏导数的函数， 证明： 


丰 Pdx + Qdy + Rdz | 

L + 

其中 s 表示 l 上展布的（以 l 为边 界的） 某曲面，同时也用它表示曲面的面 
积. 

• • • 一 # ^ • • • ，•瀘， •： 

提不用 Cauchy 不等式. 

再提示 左 Slokes J [(/?，， 一 Q\)cos a + ( P \ - R\)cos /9+ (Q' x - 
P\)cos y]dS (Cauchy 不等式） 


VJ ( R \- Q \) 2 ^( P \- R \ y ^( Q ~ P \) 2 ]( oos 2 y)dS 




,*)€S 


=右. 


VJr \ - Q \ ) 2 + (K ) 2 + (Q、 -，， ) 2 • JJdS 


7.4.24 试证 f Pdx + Qdjy + Rdz = VP 2 + Q 2 + /? 2 cos 0ds . 其中 

0 表示曲线 L ♦的切线与方向 （p,Q, K ) 的 夹角. 
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※7.4.25 设在 R 3 中满足波动方程= « ^ + m ^ , 
试证： . ：、•• VT 

1) 对于 R 5 中任何逐片光滑封闭曲面 S, 有 

— 2u\u ， J dydz - 2a' t u" y dzdx 
+ (u /2 x + u \ + M^)dxd^ =: 0. 

2) 若在 a 平面上恒有 心 E 0 则： V ^ 

当 5=5,(：^ 平面上任一封闭区域）时 

当 S = S 2 (平行于 x：y 平面的任 一 ^面区域，法线朝上）时， J>0; 

当 S = S 3 ( 法线与 z 轴正向成的锥面）时 
并由此 证明： R 3 中处处 + 〆/ + 〆, 2 =0，w=0. 

3) 若/，#在 R 3 中有连续的二阶偏导数，满足上述波动方程，在^平面 
上/=《，八=〆，，则在 R 3 中（波动方程的解唯一）. 


§7.5 场 论 


导读场论一般只要求学生掌握基本概念，熟悉几个基本符 
号，历来这类考题较少，近期更少•题目未作更新，建议读者以正文 
例题为主，习题机动. •- 

本节主要讨论如何应用梯度、散度和旋度的定义来证明它们 
的各种公式•然后讨论这些公式的一些应用•最后讨论保守场、有 
势场、无旋场、管量场的关系及基本 珠质. 

一、 利用梯度、散度和旋度的定义直接证明有关公式 


要点 1) Hamilton 算符 

A A 

3x 9 dy 9 dz 


) 


d 


d 


dx 


k 


d 




是一个向量算符，它本身没有实际意义，只有作用在它后面的量 
(数董或向量）上，才有实际意义•它的运算，遵从向量的运算 法则: 


2) 利用 Hamilton 算符，可以写出梯度、散度和旋度的定义如 


• 1017 - 


下： 

设 W = u(:r ，： y ， 幻为光滑的数量场（“光滑”指 u(:r, ： y,r) 有 
连续偏导 数）； • ：+ •: r : :，、 

A = P(x 9 y 9 z)i^- Q(x,y 9 z)j^-R(a: f y f z)k 
为光滑向量场(“光滑”指 P、Q、R 有连续偏导数）.则由 M 和4产 
生的梯度和散度、旋度 为：. 


. _ ry 一 / du du du \ 

grad w = 


d u . du .,3u 


divA =V • A 

参 

' 3 x 


(梯度) 




9R 


(散度) 


rot A X A 


A A a 

dx dy dz 

P Q R 

IdR ^dQ d_f 
\ 3y dz 9 dz 




若 ) 


卜 ( L . 猶） 

利用这些定义，我们可以重接推证关于它们 A 各 _ 公式•和求 

它们的值-•- • 八 •../ 

a. 数最等式 

例 7.5.1 设 ； ； ^ 


a = a x (x 9 y 9 z)t-i- a y (x 9 y 9 z)j+ a z (x 9 y 9 z)k 9 

Pf» ， y ， … 十九， ( 工， : v, 之 X/+A(x, ： y,z)ifc. 

试证 r 

( 6 • ▽ ) 二 ’a ( fc * V <p) + 卜 ▽ )•；» ; 
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其中 a x ， a y ， ci t ， b x ， b y ， b t ，R cp 都是（: r ，： y , 2 ：) 的可微函数•（安徽 


大学） 

解 { b . V、cpa 



- k ^ b > J - y^ b 


d 


a 


)( <pa x i + <paj + (pa z k) 


+ ( 〜荖％砮 a 砮 )/ 

= (b 9 ^<p)(a x i ^ aj a z k) + <p[(b m Va x )i + (b m Va y )j 

十 （ ft.VaJit] 


= (b*^<p)a + <p{b % ^J )a. 

b . 向置等式 

例 7. S .2 证 明：当 | fl | 2 = 常数时，有 


(a*V)a=-aXrota. 
证 | fl |2 = 常数，即有 

+ (常数）. 


此式两端同时对 x ，： y ,2： 分别求导可得 





da 


3 x 


L = 0, 




da 、 da . ^ 


da 

Tz 


9 a da : ^ 

+ a ^ a7 + a « a7 = 0 ' 


( l ) 式是向童等式.其左端 

(a ' V)a = ( a "^ + a > 右 +<| * ^)(a,* + a,y+ a,fc) 

3 a , 






d ^x 


3 z 


> 


( 1 ) 


⑵ 

(3) 

⑷ 
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dx 


7 + a ' d ~k) k 


d y 

荖 + 


⑸ 


(l ) 式右端 


d 


dx 


j * 

A A 

dy d z 


k 


⑹ 


3 a, _ 3 a y 3 a x _ da t da y 一 dg x 

dy d Z d Z 3X dx dy 

要证明 （ 1 ) 式，只要证明三分量对应相等 . 由式 ( 6 ) 知：式 （ 1 ) 右 
端的 i 分量为 • 


(每-為卜 •( 


57 




3 ^x 

d a y 
ay dj 


d _ a L 

dx 


d a t 

dx 


= 〜 岩 、货 [因为式 ⑵] 

=( 式 （ 1 ) 左端的 i 分量） [ 因为式 ( 5 )]. 
类似可证式 （ i) 左、右 i 、 /fe 分量相等 . 

c. 求旋度和散度 


例 7 . 5 . 3 刚体以定常角速度⑴绕子轴旋转,求刚体上任意 

— 点处的线速度 V 与加速度 W 的旋度与散度 . 

• • 

解以向量 0 > = c^ 表示角速度，则绕子轴旋转的线速度 


i j k • 

V = £0 X r = 0 0 a> = ( — coy , car , 0 ), 
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线加速度 


= ^ v= ^ (0,xr)= (^) 


<0 x 


= (OXV (因为 = 为常向量） 


/ k 


(一 (M) 2 X y ^ (V 2 y 9 0) . 


由此 


rot V = V X V = 


d 3 


Ti ,d^, dl = (0-0,2a>)=2o>. 


divV = V . V =(^, l -,^)(-^, tar , 0 )= 0 . 

类似可得 rotw = 0, diviv = - 2 ( o 2 . 

例 7.5.4 设焱=(夾，八”4)』=(見，6，，氏）为二光滑 
场.试证 ：> 

grad ( A-B) = BX (rotA) + AX ( rotB ) ■♦- (B-V )A + ( A*V ) B . 

( 1 ) 

证 （1) 式即为 


[ i h^ j J~y + k h) U ^ + A A + A x B t ) 


• 

I 

J k 

• 

i 

j . 

、 k 

B x 

B y B t 

+ A x 


A x 

rot x A 

roty 4 rot^A 

rot x B 

rot^B 

rot^B 


， + « + 右 .B* Jz) <A J + AJ + A t k) 

+ (' ^ + A y ^ + A ^Y B > i + B J + B ^y 
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就 i 分量而论，此式即为 





By 

B z 

* 


A, 


^A x 

_dA t 

d ^y 

3A X 

+ 

dB z dB t 

dB y — dB x 

dz 

9x 

dx 

d y 


dz dx 

3x dy 







a y 


B t 


^Ax 
d z 


A 


dB 


A. 


3 y 


A 


9B 


d x ' dy ' dz 

利用微分法则，易知此式成立.同理可验证 J 、 Jt 分量的情况. 


二、梯度、散度、旋度的基本公式及其应用 

利用上段的方法，我们可以证明如下的基本公式(假定出现的 
导数皆存在、连 续）： ^ 

(关于梯度的公式） 

1) grad(cu) = cgradu (c 为常数 ）• 

2) grad( u ±v )= gradu 土 gradv . 

3) grad(n* v ) = ugradv ■♦- vgradu. 

4) grad * = 士 ( vgradu - ugradv ). 

5) grad/(a) = /(«i)gradu. 

6) grad/( u , v )= 八 gradu + f 9 gndv . 

7) gndr = y 9 gndf ( r )- f ( r ) y . 

这里 r = ( x - x 09 y - y 09 z - z 0 ), 

r= lr I =\/Tx - x 0 ) 2 + (：y — ： y 0 ) 2 + (z — z 0 ) 2 • 

以上假定 u 、 t > 是光滑数量场 [即它 们关于 （ x ，： y , z ) 是有连续偏导 
数的函数]. 

(关于散度的公式） 
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8) div( cA ) = cdivA . (c 为常数） ： 

9) div( A ± B) = d\vA ± divB. 1 

10) div( uA) = adivA + gradw • A • 

11) divr = 3 [r = (x- x 09 y-y 09 z- z 0 )]. 

(关于旋度的公式） ... •. 

12) rot(rA) = crolA (c 为常 数）. 

13) rot(A ± B) = rotA ± rotB. 

14) rot( i/A) = Mroti4 十 gradu x A . 

15) rotr = 0 [ r = ( 工 一 :c 0 ,jy — 夕 0 , z - z 0 )]•• ‘ 

(▽对二向量积的运算公式） 

16) grad (A # B) = V(A # B) = BX (rotA ) 

+ A x(rotB) + (B*V )A + (A-V )B. 

17) div( AXJB) = V- (AXB) = B # rot A - A • rotB. 

18) rot(A Xfi) = V x(axb) 

=AdivB-BdivA + (B-V )A ~(A-V )B. 

(二级运算公式） ' ' ’ / 

19) div(grad«) = Au=0 + 0 + 0. 

20) rot (grad ii) =0 (0 为零向 量）. 

21) div(rotA) =0. 

22) grad(divA ) = rolrotA + AA . 

23) rotrot A = graddivA - A A . 

t 其中△三 i 7 为 ^ P ^ ace 算符，対向童焱二 ( A x 9 A y , 

A ,)， 有 AA = ( AA x , AA y ，厶 AJ .] 利用这些公式，可以较快地证 
明别的公式和解决有关的问题，， ’ 

例 7.5.5 设 C 为常向量， 试证： . 

V (Cx r ) 2 =2C 2 r-2(C-r)C. 

证利用向量的已知公式 


• 1023 - 


(a x b ) 2 = a 2 b 2 - （ a* b ) 2 

及上述公式 2), 我们有 - 

V ( Cx r ) 2 = V ( C 2 r 2 )- V ( C - r ) 2 -- 

再利用上述公式 5) 和 7), 进而 

上式 = C 2 2 r 二一 2( Or ) V ( Or > :卜、 

r . i ： 

= 2 C 2 r - 2( C . r ) C . 

例 7.5.6 设 div [ grad /( r )] =0,求 /( r ). 

解 div [ grad /( r )] =div / "( r )— (公式 7)) 

= -divr + grad —* r (公式 10)) 

r 4 r r -; 

= (公式 7)，11)) 

= /Xr) + 2^^ = 0. 1' (利用已知条件) 


解微分方程，可得 f ( r ) = £^ C 0 . 

例 7.5.7 设 F ,、 F 2 为旋转椭球面的 二焦存 为椭球面上 
任意一点.试证尸厂^尸匕与尸点的切平面成等 ^ 

证记 • •• • ^ … 4 

r l = F l P 9 r 2 = F 2 P 9 
^! = I | , r 2 -[r 2 \ , 

则 /( P ) = n + r 2 为一数量场•椭球面为 h + V 2 ^ ， 2t(C 为常 
数），它是 /(P). 的等量铒 •/ 在 F 点的梯度 grad/(P) 与椭球在 P 

点的外法线方向重合，即 n = grad/(P ). 因此萎证明与 PF 2 

• 、 . • • 》、 . .； ，/ - • • 

跟切平面成等角，只要证明 L 与2跟梯度 n=grad/(P). 成等角 

r 1 r 2 

事实上 ..if •• 


n X — = grad(r, + r 2 


)x gradri 
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图 7.5.1 


= (gradri + gradr 2 ) x gradr, 
=gradr 2 x gradr,. 

同理 n x —= gradrj Xgradr 2 . 

r 2 


故 n = 

r i r \ 

此即表明 ^ 与&跟 n = grad /( P ) 成等角. 
r 1 r 2- 


三、借助场论符号表示积分公式 


要点利用场论符号， Gauss 公式， Stokes 公式可以写得非常 
简单，记 ” = (cos a ,cos ^ ,cos Y ) » 

A = ( P , Q , R ), dS = ndS , 

则 Gauss 公式可写为 */ . 


divAdV . 


‘ 登 AdS = 

记 dr = ( do :, d ： y , cU ):, 则 Stokes 公式可写成 


OA • dr = ^( rotA ) • dS 
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利用这些关系我们可以证明有关的积分等式，解决有关问题 • 
例 7.S .8 设2为包围区域 V的闭光滑曲面， F(：c,：v,z) 在 
区域V内直到边界2 ±有途续'的一阶偏导数， G(x,：y,z) 有连续 
的二阶偏导数 ， W 是2的外法线单位向量.证明 Green 第一公式 

: | F ^ dS "；| gradF ； 

(广西师范大学） 


FAGdxdydz 


gradGd xdydz. 


• •• * 

解 JJf = OVgradG • ndS 


div( FgradG)d V 


=^Fdivgrad ©*d ： V 


gradF • gradGd V 


[公式 19)] 


=FAGdV 


gradGd V . 


- JJ gradF • 

移项即为所求. 

s 

例 7.5.9 如上例所设， M = 

z), 在V内直到边界 2 上有连续的二阶偏导数.试证 


(u V v — v V u )dS = 



( V 2 t ； - v V 2 u)dV. 


证 


(u Vv - v Vu)dS 


= div( mVz ；— x;Vtt)dV 


[用公式 9)，10)] 


[( Vm Vt ； + udiv Vi；).: 

*0% 

- (Vv Vm + x;div Vu)]d V 


u v — v V 2 u )d V* 


(•因为 div Vw = ▽•(▽“) = △“ = V 2 u). 
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例 mo v 如上例所设，试证向量场 a 

xgradt ； 通过 V• 内任一封闭曲面上的流量为零 . 

证流量 


= gradu 


Q = ^AndS = 


div A d V 


[ 用公式 17)] 


divCgradw X gradT；)d V 


=HI (grad i ； • rotgrad u 




[ 用公式 20)] 


- gradu • rotgrad i；.)dV 


(gradi ； • 0 - gradu • 0)dV = 0 


例 7.5.11 计算曲面积分 frotF • ndS ， 其中 F=(x- z. 


y 


为 S 上侧的单位 


-yz 9 -3xy 2 ) 9 S 为半球面以 =/?^ 

向量 • （新疆大学） 

解 [ (应用 Stokes 公式）曲面 s 的边界曲线为 2 = 0, 
+ ： y 2 =4, 即 z = 0 9 x^2cos 沒 ，: y = 2sin 沒（ 0< 沒 <2tt) •因此 


I'rotF - ndS =^Fdr (注意 L 上 zE0，dz 


0 ) 


= ^Kdj ： + F y dy = ^rdx + x 3 dy 
• = J 0 2cos ^d(2cx>s 6) + (2cos (9) 3 d(2sin d) 

=12ir. 

解 1 ( 补一块后用 Gauss 公式） • 记 St 为 ：z = 0 上 x 2 +/ 
<4 的部分.则 - 




tF • ndS = 


rotF • ndS 


rotF • ndS 
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=.divrotFdV + 3 


dxdy 


=1 


OdV + 3-4 


7 cos 2 Odd f r 3 dr = 12 tc • 

0 Jo 

例 7.5.12 设 V 为 R 3 中一有界闭区域，其边界 2 为光滑曲 
面， 试证： 

dV 




ndS , 


其中 r = Va ： 2 ^ y 2 ^ z 2 9 n 为2的外法线单位向量. 
证1°设原点在 V 之外.容易验证 


⑴ 


div V r = 2 


直接应用 Gauss 公式，可得式 （1).. 

2°设原点为 V 的内点.此时 （1) 式左边为反常三重积分，但由 
Cauchy 判别定理，可知它收敛.今以原点为中心、以充分小的 e 为 
半径作一小球面 r ,, 使得 r , 完全落在 v 内•记 r , 所包围的球体 
为％,则要证明式（1)，就是要证明 ， 4 


31竽=討 ▽… ds . ⑵ 

此时 v - v , 已不再包含 1 原点，可以使用 r 中的结果.于是 

= 士 J* ▽ r • ndS 
• ndS + 去! Vr • ndS 

要证明式 (2), 只要证明/ 2 —0(当 € —(^时）.事实上(作为 V - V , 
边界的外法线，在 G 上是指向小球内 部）： 
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(当 时） • 

〆 

3°当原点位于边界2上时，证法与2°类似•这时右边曲面积 
分，也是反常积分，等于用小球挖去奇点之后，所剩曲面上积分的 
极限(令小球半径£-0 + ) .此步证明留给读者. 

例 7.5.13 设 S 是以曲线 L 为边界的光滑曲面 ，（ e , 7,?)$ 

S ， 






( 1 ) 



证 





同理 4( 宁 K(^) •因此 

⑶心 料卜〒卜 ^(^)] d3，dz 
+ k + he z -^ d ^y 


= I L 


dydz dzdx dxdy 

d d_ - d_^ 

3 x 3y dz 

n Z -T ^ - ZJ1JZ 

r 3 r 

(z - ^)dy 一 （: y - r/)dz 


(Stokes 公式) 


类似可证 (2) 中其余二式. 

四、四种重要的向置场 

作为本书的结束，我们来讨论保守场、有势场、无旋场、管量场 
的关系，以及它们的某些性质. 

定义 1) 向量场 A = (Ai,A y ,A,). 若线积分 

J Adr = J A x dx + A y dy + A t dz , 

其中 dr = (dr，d：y，d2：) •(亦即: 

| A t ds = J A • tds = J (A x cx>s a + A y cos 卢 + A,cos y ) ds . ) 

只与曲线 L 的起点、终点有关，而与 L 的具体路径无关，则 A 称 
为缓31 费. [这里 t = (cx>s a,cos p，cos y) 表示 L 上（按前进方向） 
切位向量, A, 是 A 在< 上的投影 .L 总假定是场内分段光 
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滑的曲线 .] 

2) 若存在数量场 u = u(Af)， 使得 A=gradu, 则 A 称为@ 
痠，“称为 A 的 g. 

一 3) 若场内则 A 称为 

4) 若场内 divA=0, 则 A 称为(或 

定理1假设 1) A = ( A ” A y , H 光滑分量 A x ,A y ， 
A t 在场内有连续偏导数）， 2) 场所在的区域是按曲面连通的（即 
场内任一封闭曲线，可张一个连续曲面在场内），则以下四条件等 
价： ' . 

1° A 为保守场. 

2°场内任一光滑闭路上的环量为零（即 指： 

jiA t dt = jA x djr + A y dy + A g dz = 0). 

3° A 为无旋场 (rotA=0) 亦等价于 条件： 

3A, a A, a 人 - - 

3y 一 IT,f 17 , ■^一 I 于场内 • . 

4° A 为有势场（即 ： 3 w， 使得 4 =gradu), 亦等价于 A r dx + 
Aydjy + A z dz 为恰当微分，即:彐 m , 使得 du = A x dx + A y dy + 

•若记 dr = (d*r,d：y，dz), 此式即为 dw = A ^ dt . , 

当去掉“按曲面连通”的条件，则上述四条件的关系如图 
7.5.2, 即条件1。,2%4•等价，而3•只是它们的必要条件，不是充分 
条件 • 



图 7.5.3 


图 7.5.2 
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定理 2 若 A 为光滑场,则以下三条件 等价： 

1° A 为管量场. 

2° A 在任何封闭光滑曲面上的通最为 零即： 

(^ A n dS = • udS 

( A z cos a + Ay cos 芦 + A g cos y)dS = 0 

(if = (cos a ，cos /?,cos y ) 为外法线单位向童）. 

3°张在封闭曲线 L 上的光滑曲面 S ， 面积分 

+ A y dzdx + A z dxdy 

只与 L 有关，与 S 的形状 无关. 

定理3过封闭曲线上的每一点作场 A 的向量线（切线与 A 
的方向一致的曲线），这些向量线所构成的曲面，称为.管量 
场中，通过同一向量管的各个横断面上的流量相等 5. 3 , 
$ 、 S 2 是任意二个横断面，则流量‘ 

卜 dS=|XdS. ' 

此积分值称为向量管的强度）. 2 

定理4若存在向量场 B , 使得 A = rotB , 则 >4为管量场，且 
B 称为 A 的•若是 A 的某一个向量位，则 Hradu 
必仍是 A 的向量位（其中 《 = “（ Af ) 是任意一有偏导数的函数）， 
并且 A 的全体向量位都具有这种形式 （即： 这时任一别的向量位 
B , 必存在相应的函数 m , 使得 B = + gradw ). 

有势场的判断与势的计尊 

要点根据定理1,要判断 A 是否为有势场，只须检验 条件： 

3 A y _ dA x dA t _ 9 A y 9 A X _ DA Z 

3 J ： d y 9 d y d z 9 d z d x 

若此条件在场内处处成立，则 A 为有势场，否则不是•另一种方法 
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是求势函数，求出了势函数，自然是有势场•计算势函数，可用 
§7.3中的方法，或将44/*化为01«的形式，则 u 即为势函数. 

例 7. S .14 证明： 场>1=/(0/*(其中 /( r ) 是单值的连续函 
数）为有势场.并求该场的势. ’ 

解 A.dr = /( r)r 0 dr = f(r)(xdx + ydy zdz) 

= f(r)~d(x 7 十 y 十 2 ： 2 ) = y/( r)dr 2 
=/(r)rdr = d tf( t )dt . 

J r o 

所以 A 为有势场， M = f 为 A 的势. 

Jr o 

例 7.5.15 在空间 n 个不同的点上，各有质量为 
2, •••,〃） 的质点•试求该质点系产生的引力场的势. 

提示 A • dr = ~ ~T r > * = ^ ^- 1 . 

例 7.5.16 设变力 A ( Af ) 的方向总指向原点，大小只依赖于 
距离 r = OM ， 且为 r 的连续函数，试求 A 的势. 

提示4的方向为 - f ，大小为 r 的连续函数，设之为 p ( r ), 

于是义 = _ 9 (「）~^，记/(广）=-+史（ r ), 则 A = /( r)r •从而化 
为例 7.5.14. 

例 7.5.1 7 设 A =yf(xy)i + xg(xy)j 是平面有势场，试求 
函数/(0的表达式，及 A 的势. 

* »因力为平面有势场，故 有…^ 

^xg{xy) _dyf{xy) 

h —- 0 ， 

即 g(xy) + xyg(xy) - [f(xy) + xyf / (xy)]=0. 

记/，则上式即为 G + 心，=0.从而货=.-么， 

••- : * Gr t 
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G(Z)=g(/)_/(0 = | •故 ^ = /+ ~= yf(xy) i + 

t I 

的势可利用线积分求原函数得出.当： y >0 
时， 

u(x 9 y) = f yf(xy)dx + x\f(xy) + — dy 
J (i,i) L xy 

= L [’()）+ ^] dy + \ i yf ^ x y^ x 

=Cln I y I + I f(t)dt . 

通过验算，可知最后结果当 J <0 也成立. 

例 7. S .18 设 A 为有势场）关于原点对称，除原点外，处处 
有 divA =0•原点处有强度为常数 r 的源头(单位时间从原点涌出 

的流体量为 e ) •试证•(当 r >0 时） . \ 

4 izr 

证因为 A 为有势场，故 3 u = u ( AO , 使得 .... :, 

: A =gradu. 、 

由于场关于原点对称，所以 u 应为厂的函数， 

因此 A =gradu = gradu ( r )= u { r ) — . (1) 

费 ,i • • 

又因 divAeO (除原点外），故通过任何不包含原点的“闭曲 
面的流量 为零. 

^AdS = J^divAdt ； = 0 . 

因此任何两个包含原点的封闭光滑曲面向外的流量相等 .[如 图 7 
5 - 4 * s i » S 2 是包含原点的二曲面，将它们之间的区域记为 V ,则 

JJ AdS ' |*divAdV = 0 . 

( s 2 _ 表示在 s 2 上法线朝内的一侧 .） ’ 
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故 


AdS 


= JacIS .] 


°2 


用乂表示以原点为中心半径为 r 的球 
面，外法线为 u = 则 Vr >0, 有 


AdS = dS = e. 



图 7.5.4 


(其中 e >0 为充分小的正数 .） 如此，用 （1) 式代入，有 




u(r) —ndS = 



，（ r ) 


dS 


u(r) 


dS = u ( r)4nr 2 . 


所以 


u '( r ) = 


4nr 29 


A = i /( r ) 


4nx 


(当 r >0 时） 


/ 


练习 7.5 v 

7.5.1 试证本节场论公式 10),14),19),20),21),23) 

7.5.2 设 A ， B 为常向童试求 

7.5.3 设 ▽•(/( r ) r )=0, 求 /( r ). 

7.5.4 设 B = - V ^ C 为常向量， △? = (), 试证： 

1) ▽•[ fC +( C . r ) fl ] = 0. 

2) ▽ •[ f «+ ( Ct ) C ] = C 2 - B 2 . 

3) V x [ ?5 c +( Ct ) B ] = 2 Cxb . 

4) V x[ 9 b + ( Ct ) C ] = 0. 

7.5.5 “在 gradt； 的方向导数，何时为零？ 

7.5.6 求 lgmd M |= l 的轨迹，设 
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V ( x - a ) 2 ^( y - b ) 2 -^( z - c ) 2 
7.5.7 设 F , Q > R 是（: r ,： y , Z ) 有连续偏导数的函数 ，F = 
Pi + Qi + Rk , 试用两种方法，将 rotF = 0 改写为柱面坐标的形式. 

7. S .8 设 S 是以曲线 L 为边界的光滑曲面， n 为 S + 的法线单位向量 n 
与 L + 成右手系， a , z ； 为二有连续偏导数的函数.试证 

^ udv = ^"(grada X gradz/)/idS. 

7.5.9 证明 

A = (x 2 - yz)i ^ (y 2 - zr)/+(z 2 - xy)k 
是有势场，并求其势. 

7.5.10 设 


P^7 X 1 + > 2 J 

是有势场，求与 F 的势. 

7.5-11 证明••若 A ， B 是无旋场，则 AXB 为管鷇场. 

7.5.12 设 V 是以光滑曲面 S 为边界的有界闭区域表示曲面 S 的 
外法线，尸=(1 7 ,()€^,0 = (^,>幻为积分的动点.；》为尸与（3的距离 : 
r = \/ ( f - x ) 2 + (7 - >») 2 + ( C - z ) 2 . 试证： 

gradp ||Jio(Q) I 3 -]L(Q)n ^ 

V s . 

+ JJgrad^(Q) 

其中|0(0) = ^0：，^4)为具有连续偏导数的函数. 

提示问®等价于证明如下三个等式 （n = (cos a,cos p,cos r )): 

^ f ( Q )^=-|,( Q )^ + | A ,( Q )^ 

綠⑼竽十 )， S + |‘ (Q) 竽， 

^J|^ (Q) T- = -|o(Q) ^ds + J| §y>{Q) 

利用例 7.5.13 类似的方法，借助 Gauss 公式 可证. 
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